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ABSTRACT

PARAMETERS ESTIMATION GENERALIZED EXPONENTIAL AND
MIXTURE EKSPONENTIAL DISTRIBUTION ON FAILURE TIMES
DATA

By

SEPTI NOVITA SARI

The expansion of the Exponential distribution in solving reliability problems is
the Generalized Exponential distribution and Mixture of Exponential distribution.
In estimating the parameters of each analytic distribution, the Maximum
Likelihood Estimation (MLE) method is used, for the distribution obtained by the
estimator in the form of a non-linear equation system, it will be solved using the
Newton-Raphson numerical method. The three distributions will be applied in the
reliability test analysis for a system lifetime data. To determine the best
distribution in the reliability test analysis, will be determined based on the Mean
Square Error (MSE) indicator, the best distribution will have the smallest MSE
value and then will be seen based on the comparison of the reliability and hazard
rate of each distribution graph.

Keywords: Exponential distribution, Generalized Exponential distribution,
Mixture of Exponential distribution, Maximum Likelihood Estimation, Newton-
Raphson, Mean Square Error



ABSTRAK

PENDUGAAN PARAMETER PADA DATA MASA HIDUP SISTEM
YANG BERDISTRIBUSI GENERALIZED EKSPONENSIAL DAN
BERDISTRIBUSI MIXTURE EKSPONENSIAL

Oleh

SEPTI NOVITA SARI

Perluasan dari distribusi Eksponensial dalam menyelesaikan masalah reliabilitas
adalah distribusi Generalized Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial.
Dalam menduga parameter dari masing-masing distribusi secara analitik
digunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE), untuk distribusi yang
diperoleh hasil penduganya dalam bentuk sistem persamaan non-linier maka akan
diselesaikan menggunakan metode numerik Newton-Raphson. Ketiga distribusi
akan diterapkan dalam analisis uji reliabilitas untuk suatu data masa hidup sistem.
Untuk menentukan distribusi yang paling baik digunakan dalam analisis uji
reliabilitas, akan ditentukan berdasarkan indikator Mean Square Error (MSE),
distribusi yang paling baik akan memiliki nilai MSE terkecil dan kemudian akan
dilihat berdasarkan perbandingan grafik reliabilitas dan hazard rate masing-
masing distribusi.

Kata kunci: distribusi eksponensial, distribusi Generalized Eksponensial,
distribusi mixture, metode Maximum Likelihood Estimation (MLE), metode
Newton-Raphs
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Perkembangan teknologi yang semakin pesat dan persaingan tingkat global yang
semakin meningkat menuntut industri-industri dalam negeri harus memiliki
keunggulan yang mampu bersaing di kanca global. Dalam ilmu matematika,
statistika memiliki peran aktif untuk menangani masalah keandalan terhadap suatu
sistem hasil produksi suatu industri yang dikenal dengan analisis keterandalan
sistem atau reliabilitas. Reliabilitas adalah peluang bahwa sistem akan bekerja
sesuai dengan fungsinya tanpa kerusakan, paling sedikit untuk suatu periode

waktu tertentu.

Masa hidup sistem merupakan interval waktu yang diamati saat mulai pakai suatu
sistem masuk kedalam pengamatan sampai sistem tidak bisa digunakan lagi
karena rusak atau sistem tersebut secara ekonomis tidak berfungsi lagi. Analisis
uji reliabilitas suatu sistem dapat ditentukan dengan menentukan fungsi
keterandalan sistem (reliability function), fungsi kepadatan peluang (probability

density function), dan fungsi kegagalan (hazard function).



Fungsi distribusi masa hidup yang didasarkan pada pengetahuan atau asumsi
tertentu, distribusi populasinya termasuk dalam fungsi parametrik. Beberapa
distribusi yang dapat digunakan untuk menggambarkan masa hidup diantaranya

distribusi Eksponensial, distribusi Weibull, distribusi Gamma, dan lain-lain.

Distribusi yang digunakan dalam penelitian ini adalah distribusi Eksponensial.

Namun, seiring berjalannya waktu banyak masalah yang tidak dapat diselesaikan
oleh distribusi yang sudah ada dan dalam kondisi khusus, jika pengamatan
diambil dari populasi yang heterogen, dalam hal ini model distribusi tunggal tidak
selalu dapat digunakan, sehingga perluasan dari distribusi biasa telah banyak
dikaji oleh para ahli. Oleh karena itu dalam penelitian ini selain distribusi
Eksponensial, digunakan perluasan dari distribusi Eksponensial yaitu distribusi

Generalized Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial.

Hal yang tidak dapat dipisahkan dalam pengkajian distribusi adalah mengenai
pendugaan parameter. Dalam analisis uji reliabilitas pendugaan parameter
digunakan untuk mencari parameter dari distribusi yang berkaitan dengan data

yang dimiliki.

Dalam penelitian ini, dilakukan analisis uji reliabilitas terhadap data masa hidup
suatu sistem yang bertujuan untuk menentukan penduga parameter setiap
distribusi menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) yang
kemudian akan ditentukan pendekatan distribusi yang paling baik untuk

digunakan terhadap data berdasarkan indikator Mean Square Error (MSE).



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah:

1. Mendapatkan penduga parameter distribusi Eksponensial, distribusi
Generalized Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial dengan
menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE).

2. Menerapkan hasil ketiga penduga pada data masa hidup suatu sistem.

3. Menentukan distribusi yang paling sesuai terhadap data masa hidup suatu

sistem berdasarkan indikator Mean Square Error (MSE).

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat pada penelitian ini adalah menambah referensi terhadap ilmu statistika
mengenai analisis reliabilitas dengan perluasan distribusi eksponensial yaitu
berdistribusi Generalized Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial.
Penelitian ini bersifat aplikatif, dapat diterapkan pada ilmu lain diluar statistika

misalnya ilmu teknik.



1.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Masa Hidup Sistem

Dalam analisis masa hidup, bagian menarik pada suatu kelompok atau kumpulan
untuk setiap individu masing-masing didefinisikan sebagai suatu kejadian penting,
yang sering disebut kegagalan, terjadi setelah jangka waktu tertentu yang disebut
waktu kegagalan. Kegagalan dapat terjadi paling banyak sekali pada setiap
individu. Contoh waktu kegagalan salah satunya masa hidup komponen mesin

dalam keandalan industri (Cox dan Oakes, 1984).

Masa hidup suatu sistem merupakan interval waktu saat suatu sistem masuk ke
dalam penelitian sampai mengalami kegagalan. Fungsi-fungsi pada distribusi
masa hidup merupakan suatu fungsi yang menggunakan variabel random masa
hidup. Variabel random masa hidup biasanya dinotasikan dengan huruf T dan
akan membentuk suatu distribusi peluang. Distribusi masa hidup dapat dijelaskan
atau dikarakteristikan oleh tiga fungsi, yaitu fungsi reliabilitas R(t), fungsi
kepadatan peluang f(t), dan fungsi hazard h(t). Ketiga fungsi ini secara matematik
ekuivalen, jika salah satu dari ketiganya diketahui, maka dua yang lainnya dapat

dicari (Lee dan Wang, 2003).



2.2 Tipe Penyensoran

Menurut Lawless (1982), ada tiga macam metode yang sering digunakan dalam

analisis masa hidup, yaitu:

1.

Sampel Lengkap

Pada uji sampel lengkap, percobaan akan dihentikan jika semua benda atau
individu yang diuji telah mati atau gagal. Langkah seperti ini mempunyai
keuntungan yaitu menghasilkan observasi terurut dari semua sampel yang
diuji.

Sampel Tersensor Tipe 1

Pada uji sampel tersensor tipe 1, percobaan akan dihentikan jika telah
tercapai waktu tertentu (waktu penyensoran). Misalkan Ty, T, ..., T, adalah
sampel acak dari distribusi masa hidup dengan fungsi kepadatan peluang
f(t), fungsi reliabilitas R(t) dan waktu tersensor untuk semua T; yaitu L;
dengan i = 1,2, ...,n. Suatu komponen dikatakan terobservasi jika T; < L;
dan tersensor jika T; > L;. Selanjutnya data sampel masa hidup dicatat
sebagai t; = min( L;, T;) dan:

{1, jikaT; < L;
i =10, jikaT; > L;

Dimana d; adalah nilai sensor pada pengamatan ke-i.
Sampel Tersensor Tipe 2
Suatu sampel dikatakan tersensor tipe 2 jika penelitian dihentikan setelah

kegagalan ke-r telah diperoleh. Misalkan T;, T, ..., T,, adalah sampel acak

dari distribusi masa hidup dengan fungsi kepadatan peluang f(t) dan fungsi



reliabilitas R(t). Percobaan dikatakan telah selesai jika kegagalan ke-r telah

tercapai (r < n). Fungsi likelihood dari Ty, T, ..., T,- (r < n) adalah:

n

! T
—i| Lreoreor 1)

(n

Menurut Mendenhall dan Hader (1958), model untuk populasi kegagalan
campuran juga dapat diterapkan dalam masalah yang melibatkan keandalan
sistem. Ada banyak keadaan dimana hanya objek yang gagal yang dapat dikenali
dalam suatu sub-kumpulan populasi, baik sub-populasi I, sub-populasi Il atau sub-
populasi ke-k. Berdasarkan penyebab kegagalan, kita dapat membagi objek gagal
tertentu sebagai anggota dari sub-populasi | atau sub-populasi Il atau sub-populasi
ke-k. Ini mungkin menunjukkan bahwa dari kegagalan r, ry, ry,..., rx merupakan
kegagalan milik sub-populasi I, sub-populasi Il atau sub-populasi ke-k. Masing-
masing tergantung atas alasan kegagalan. Jadi jumlah observasi tanpa sensor
adalah r = r; + r, + ... + 1, dan sisa pengamatan n-r yang disensor yang tidak
memberikan informasi tentang sub-populasi mana mereka berasal. Sehingga,

fungsi Likelihood untuk keadaan ini dapat ditulis sebagai:

j=1 j=1

L(W|y) x {1_[ p1f1(t1j)} {1_[ piZ(th)} {1_[(1 —P1— P2
j=1
- pi)fi(tij)} RO (2.2)

Dimana  t = (11, t12, ) tirys ta21s b2z ooy bary, i Lijy e, i) @dalah waktu

kegagalan yang teramati untuk pengamatan tanpa sensor.



2.3 Fungsi Kepadatan Peluang Masa Hidup

Menurut Lee dan Wang (2003), fungsi kegagalan dari masa hidup T memiliki
fungsi kepadatan peluang yang didefinisikan sebagai limit dari peluang suatu
individu gagal dalam interval waktu yang sangat pendek t sampai t + At, atau
peluang kegagalan dalam interval kecil per satuan waktu. Yang dijelaskan

sebagai:

[P(objek gagal pada (t,t + At)

f() = lim Ar

At—0

_ o [PE<T <t+a0) .
= At At (23)

Yang mempunyai sifat sebagai berikut:
a. f(t) =0,untuk semuat >0
f(t) =0,untuk t <0

b. Luas daerah antara kurva kepadatan dengan sumbu t sama dengan 1,

[2 f®dt =1
Variabel random T dengan fungsi kepadatan peluang f(t) merupakan variabel
random non negatif, mempunyai fungsi distribusi kumulatif yang didefinisikan
sebagai peluang suatu individu mengalami kejadian sampai dengan waktu t yang

dinyatakan sebagai:

F(t) =P(T<t)= ftf(t)dt (2.4)
0



Dimana:
F(t) = fungsi distribusi kumulatif dari t
P(t) = peluang suatu individu bertahan sampai waktu t

f(t) = fungsi kepadatan peluang dari t

2.4 Fungsi Reliabilitas

Fungsi reliabilitas R(t) didefinisikan sebagai peluang suatu individu dapat
bertahan hidup lebih besar atau sama dengan waktu t. Jika suatu variabel random
T melambangkan masa hidup atau waktu kegagalan suatu sistem, dengan
demikian fungsi reliabilitas pada sistem pada waktu t didefinisikan sebagai
berikut:

RE)=1-P(T <t)=1-F(t) (2.5)

Untuk fungsi yang sama, dengan notasi S(x) = 1 — F(x), disebut fungsi survival

dalam aplikasi biomedis (Bain dan Engelhardt, 1992).

Menurut Kleinbaum dan Klein (2005), secara teori fungsi reliabilitas dapat

digambarkan dengan kurva mulus dan memiliki karakteristik sebagai berikut:

1. Tidak meningkat, kurva cenderung turun ketika t meningat.

2. Untuk t = 0 dan R(t) = 1, adalah awal dari penelitian, karena tidak ada objek
yang mengalami peristiwa, peluang waktu reliabilitas 0 adalah 1.

3. Untuk t = oo dan R(t) = 0, secara teori, jika periode penelitian meningkat
sampai tak berhingga maka tidak ada satu pun yang bertahan, sehingga kurva

reliabilitas mendekati nol.



2.5 Fungsi Hazard Rate

Fungsi hazard dapat diartikan sebagai tingkat kegagalan sesaat, atau bergantung
pada kepadatan dari kegagalan pada saat t, dengan diketahui bahwa sistem telah
bertahan hingga waktu t. Fungsi hazard secara matematik dinyatakan sebagai

berikut:

f@IT=t) =F'(t|T = t)

[F(t+AtIT >t) —F(x|T >t

= lim

At—o0 | At
_ [P[t<T<t+At|T = t]
= lim ]
At—-0 | At
[Pt <T<t+At, T >t]
= lim
At-0 | At P[T = t]
[Pt T<t+Ab)
= lim
At=0| At [1—F(x)]
f(t)
— 2.
1—-F(t) (2.6)
= h(t)

Peningkatan Fungsi Hazard pada waktu t menunjukkan bahwa sistem lebih
mungkin gagal di selisih waktu berikutnya (t, t + At) itu akan berada dalam
interval sebelumnya sama panjangnya. Artinya, unit tersebut usang atau
memburuk seiring bertambahnya usia. Demikian pula, penurunan Fungsi Hazard
berarti unit meningkat (bertambah baik) seiring bertambahnya usia (Bain dan

Engelhardt, 1992).
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2.6 Distribusi Eksponensial

Distribusi Eksponensial merupakan salah satu distribusi kontinu pertama Kali
diperkenalkan oleh Gupta dan Kundu tahun 1999. Distribusi Eksponensial
merupakan suatu fungsi khusus dari distribusi Gamma yang berperan penting
dalam statistika.
Suatu variabel acak kontinu T berdistribusi Eksponensial dengan parameter 60
yang merupakan parameter skala, jika fungsi kepadatan peluang memiliki bentuk:
f(t) =0e7%; 6 >0dant>0 (2.7)
Dengan fungsi distribusi kumulatifnya:
Fit)=1—e79;, 6 >0dant >0 (2.8)

(Gupta dan Kundu, 1999).

Akan dibuktikan untuk f(t; 8) merupakan fungsi kepadatan peluang bagi

distribusi Eksponensial:

[ee} u
f f(t)dt = lim | e %dt
0 u=eJo
u
=6 lim | e fdt

— 00
u 0

1
=0 lim —Ee‘etﬂ)‘

UuU—00
= (—e Ut 4 ¢70%)

= 1 (terbukti)

Fungsi reliabilitas dari distribusi Eksponensial adalah:
R =1-(1—-e%)

R(t) = —e7 0t (2.9)
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Fungsi hazard rate atau laju kegagalan dari distribusi Eksponensial adalah:

He—Ht
MO =T a7y
Be—Gt
h(t) = — o

h(t) = 6 (konstan)

(2.10)

Adapun nilai harapan dan nilai varians dari distribusi Eksponensial (6) adalah:

1.

Nilai harapan distribusi Eksponensial:

o)

E(T) = f t F(t)dt
0

[0e]

E(T) = j t Qe 0t

0
E(T) = ef te 0t
0
Misalkan:

f= s Lar=1ty
= -y > = —
0”7 hied

E(T)—jl be 08 Z 4
=) eY7 T W

(2.11)
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2. Nilai varians distribusi Eksponensial:

Var(T) = E(T?) — (E(T))?

[0e]

Jea-g)

2

2 1
T 92 g2

1
= (2.12)

2.7 Distribusi Generalized Eksponensial

Variabel acak T dikatakan mempunyai Distribusi Generalized Eksponensial jika

fungsi kepadatan peluangnya dinyatakan sebagai:

f(t) =afe P (1—e%1; >0, 6>0dan t>0 (2.13)
dan

Fungsi distribusi kumulatifnya dinyatakan sebagai:
F)=(1-e %% ;a>0,0>0,dan t >0 (2.14)

dengan a = parameter bentuk yaitu jenis khusus dari parameter numerik yang
menunjukkan bentuk dari kurva
0 = parameter skala yaitu jenis khusus dari parameter numerik yang
menunjukkan besarnya distribusi data.
(Gupta dan Kundu, 1999).
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Akan dibuktikan f(t) merupakan fungsi kepadatan peluang untuk distribusi

Generalized Eksponensial:

(o] u
J. f(O)dt = lim | afe (1 —e‘et)a_ldt
0 u—>00
u a—1
= fa lim e‘et(l — e‘et) dt
u—>00
misal:
y = et
dy = —0e~0tdt
—dy
=Ty

Ketikat =0, makay =1

Ketikat = oo, makay =0

B _ " a-1-%
| ot =a [ ya-per

1
= af (1-y)*'dy
0

Misal:
u=1-y
du = —dy
—du =dy

Ketikay =0, makau =1

Ketika y = oo, makau = 0
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J;)oof(t)dt = aflou”‘_1 —du

1 1
AFCOEOY

_1]
=al|—
K04

= 1 (terbukti)

Fungsi reliabilitas dari distribusi Generalized Eksponensial adalah:

R(t) =1-[(1—e)] (2.15)

Fungsi hazard rate atau laju kegagalan dari distribusi Generalized Eksponensial
adalah:

aee—Ht(l _ e—Ht)a—l
=11 - e=7]

h(t) = (2.16)

Adapun nilai harapan dan nilai varians dari distribusi Generalized Eksponensial

(a, 8) menurut Gupta dan Kundu (1999) adalah:

1 EQ) =5 @a+1) - ($@) (2.17)

2. Var(X) = —9—12(¢'(a +1) - @) (2.18)

Dimana 1 adalah fungsi digamma dan )’ adalah derivatif dari fungsi digamma.

(Uraian dari nilai harapan dan nilai varians dijabarkan pada lembar lampiran)
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2.8 Distribusi Mixture

Salah satu model khusus yang dapat digunakan untuk memodelkan data yang
populasinya merupakan susunan dari beberapa subpopulasi atau kelompok. Setiap
subpopulasi merupakan komponen penyusun dari model campuran serta
mempunyai proporsi yang bervariasi untuk masing-masing komponennya.
Distribusi mixture menggabungkan sejumlah komponen yang kemungkinan
berasal dari distribusi yang sama atau berbeda-beda sehingga dapat memberikan
gambaran mengenai sifat-sifat data. Suatu variabel acak dikatakan mengikuti
distribusi mixture berhingga dengan k komponen jika fungsi kepadatan T dapat

ditulis:

k
F©O =) pifi®) (219)
i=1

p; (i =1,2,..., k) adalah sejumlah k proporsi pencampur, yangmana 0 < p; <1
dan 7L, p; = 1. f;(t) adalah sejumlah k komponen fungsi kepadatan.

(Tahir, dkk., 2016).

Berdasarkan definisi ini, distribusi mixture Eksponensial 2 komponen dengan
proporsi pencampur p memiliki fungsi kepadatan peluang dan fungsi distribusi

kumulatif sebagai:
f&;¥) =p6Be 91t + (1 —p)hre b2t (2.20)

FE¥)=p(l—-eH+ 1 -p)1—-eft (221)
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Dimana¥® = (0,,0,,p) ;W =6x; k=1,2.
filt; W) = 0e 950 <t < oo, k=1,2.

Fo(t; W) =1—e % 0<t<oo, k=1,2.

Akan dibuktikan  f(t; p, 6;,6,) merupakan fungsi kepadatan peluang untuk

distribusi Mixture Eksponensial 2 komponen:

o8] [o2]

f() = f p@le_eltdt+f(l—p)@ze_eztdt
0 0

(0]

= p] 0e %tdx + (1 — p)f 0,e 02t dt
0 0

=p(H+ (1 -p)(D)

= 1 (Terbukti)

Fungsi reliabilitas dari distribusi Mixture Eksponensial 2 Komponen adalah:

R®) =1-[p(1—e%) — (1 -p)(1—e )] (2.22)

Fungsi hazard rate atau laju kegagalan dari distribusi Mixture Eksponensial 2

Komponen adalah:

p(gle—elt) _ q(gze—ezt)

[p(1 — e=01t) — g(1 — e~92t)] (2.23)

h(D) = 1=

Adapun nilai harapan dan nilai varians dari distribusi Mixture Eksponensial 2

komponen (p, 8,, 6,) adalah:
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1. Nilai harapan distribusi Mixture Eksponensial 2 komponen:

E(T) = pE(T) + (1 — p)E(T)

p  (1-p)
=— 2.24
0, * 0, (2.24)
2. Nilai varians distribusi Mixture Eksponensial 2 komponen:
Var(T) = E(T?) — (E(T))?
2p 21— p)) (p (1- p))2
Var(T) = 5+ ———| - -+ ——=
( ) (912 922 91 02
2 2(1 - 2 2p(1- 1—p)?
:<_pz+ ( 2P)>_<P_2+ p(L—p)  ( f)> (2.25)
91 92 01 9102 02
2.9 Metode Maximum Likelihood Estimation (MLE)
Misal ty, tp, ... , t, merupakan sampel acak dari suatu distribusi dengan fungsi

kepadatan peluang f(t,0), untuk 6 € Q. Fungsi kepadatan peluang bersama
antara ty, t, ... , ty adalah f(ty;60)f(ty;0) ... f(tn; 0). Jika fungsi kepadatan
peluang bersama tersebut dinyatakan sebagai fungsi terhadap 6 maka dinamakan

fungsi Likelihood yang dinotasikan L atau ditulis:

L(8) =[Ii=, f(t;0),dengan 6 € Q (2.26)

Jika statistik 8 = (ty,t,,...,t,) memaksimumkan fungsi likelihood
L(ty, ty, ..., ty; 0), 6 € Q, maka statistik 8 = (¢, t,, ..., t,) dinamakan Maximum
Likelihood Estimation (MLE) dari 6. Dengan demikian, 8 adalah nilai dari 6 yang

memenuhi;
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fty, ta o ty;0) = Iéleaé(f(tl, ty e, ty; 6) (2.27)

Jika Q ruang parameter yang merupakan interval terbuka dan L(6) merupakan
fungsi yang dapat diturunkan serta diasumsikan maksimum pada  maka

persamaan maksimum likelihood adalah:
g L(6)=0 2.28

Jika penyelesaian dari persamaan (2.18) ada, maka maksimum L(6) dapat
terpenuhi. Apabila penyelesaian dari persamaan (2.18) sulit diselesaikan maka
fungsi L(6) dapat dibuat logaritma naturalnya, dengan ketentuan
memaksimumkan InL(6), sehingga persamaan logaritma natural likelihood

adalah:

]
5ginL@®) =0 (2.29)

(Bain dan Engelhardt, 1992).
2.10 Uji Goodness of fit Kolmogorov-Smirnov

Uji Goodness of fit Kolmogorov-Smirnov adalah sebuah metode untuk uji
kesesuaian distribusi sebuah sampel acak yang belum diketahui distribusinya.
Statistik uji Kolmogorov-Smirnov (KS) didasarkan pada perbedaan maksimum
antara sampel CDF dan CDF yang dihipotesiskan.

Misalkan tq, t,, ..., t,, adalah sampel acak berukuran n yang diambil dari populasi

yang tidak diketahui distribusinya.
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Untuk menguji ditentukan Ho: T ~ F(t)

Dt = max (i/n - F(ti;n)) (2.30)
D~ = max (F(tin) — (i — 1) /n) (2.31)
D =max (D*,D") (2.32)

Setelah ditemukan nilai statistik test T maka langkah selanjutnya dibandingkan
dengan Tabel Kolmogorov-Smirnov dengan tingkat signifikan 1 — «a. Apabila
nilai statistik test T < tabel K-S maka terima Hy dan sebaliknya, (Bain dan

Engelhardt, 1992).

2.11 Metode Newton-Raphson

Metode Newton-Raphson adalah metode pendekatan yang menggunakan satu titik

awal dan mendekatinya dengan memperhatikan slope atau gradien pada titik

tersebut. Misalkan terdapat bentuk implisit dari % = 0 dengan
k

k =1,2,..,p, maka iterasi Newton-Raphson adalah sebagai berikut:

e+l = gn — J(e™)1g(8"), n=0,1,..,q. (2.33)

dengan 6 = (64, 6, ..., 8,) maka,

dlog L(6;t) dlog L(O;t) dlog L(6;t)

— T
9(6) = ( a0, ' 08, " as, ) (2.34)
d%log L(6;t)
](9) = [W ,k,m = 1,2,...,p. (235)

dimana:
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6™*+1 adalah vektor berukuran p x 1 pada iterasi ke n + 1.
J(6™) adalah matriks jacobian pada saat 6

g(6™) adalah vektor p x 1 dari fungsi turunan pertama logaritma natural L(0;t).

(Lee dan Wang, 2003)
2.12 Mean Square Error (MSE)

Dalam statistik, kesalahan kuadrat rata-rata (MSE) dari penduga adalah satu dari
banyak cara untuk mengukur perbedaan antara nilai-nilai dari penduga dan nilai
sebenarnya dari jumlah yang diperkirakan. MSE merupakan dua momen dari
error yaitu menggabungkan varians penduganya dan penduga biasnya. Untuk
penduga yang tak bias, MSE adalah varian. Seperti halnya varian, MSE memiliki
satuan ukuran yang sama dengan jumlah kuadrat yang di estimasi. Semakin kecil
nilai MSE nya maka semakin bagus nilai penduga yang diperoleh karena
mendekati nilai yang diobservasi dan juga sebaliknya.

MSE dari penduga 8 dari estimasi parameter 8 didefinisikan:
~ PS 2
MSE(0) =E [(0 - 6)°] (2.36)

MSE merupakan jumlah dari varian dari parameter dan kuadrat dari penduga

biasnya:

MSE(8) = Var(8) + (Bias (8,0))° (2.37)
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Jika penduganya unbiased atau bias (8,6) = 0 maka MSE dapat didefinisikan
sebagai varian sehingga
MSE(8) = Var(8) (2.38)
(Graybill, Mood, dan Boes, 1963).
Jika F(t;) merupakan penduga dari fungsi distribusi kumulatif (t;), menurut Al

Fawzan (2000) rumus Mean Square Error dapat dinyatakan sebagai berikut:
n
~ ~ 2
MSE(0) = Z[F(ti) - F(ty)] (2.39)
i=1

Dengan F(t;) = % merupakan fungsi distribusi kumulatif empiris.

Apabila parameter populasi diketahui, maka F(t;) merupakan fungsi distribusi

kumulatif parametrik.



I11.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018 di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Pada penelitian ini digunakan data sekunder yaitu data masa hidup suatu sistem

yang menunjukkan waktu kegagalan pada mesin pendingin pesawat 7912.

3.3 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menentukan fungsi distribusi kumulatif, fungsi kepadatan peluang, fungsi
reliabilitas dan fungsi hazard rate terhadap distribusi Eksponensial, distribusi

Generalized Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial
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Menduga parameter (8) pada distribusi Eksponensial dengan menggunakan

metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

a.

b.

Menentukan fungsi Likelihood dari distribusi Eksponensial

Menentukan logaritma natural dari fungsi Likelihood distribusi
Eksponensial

Menentukan turunan persamaan logaritma natural dari fungsi Likelihood
terhadap parameter distribusi Eksponensial

Memaksimumkan fungsi Likelihood dengan membuat hasil turunan dari

persamaan logaritma natural sama dengan nol.

Menduga parameter (a, 8) pada distribusi Generalized Eksponensial dengan

menggunakan metode Maximum Likelihood Estimaton (MLE) dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

a.

Menentukan fungsi Likelihood dari distribusi Generalized Eksponensial
Menentukan logaritma natural dari fungsi Likelihood distribusi
Generalized Eksponensial

Menentukan turunan persamaan logaritma natural dari fungsi Likelihood
terhadap parameter-parameter distribusi Generalized Eksponensial
Memaksimumkan fungsi Likelihood dengan membuat hasil turunan dari

persamaan logaritma natural sama dengan nol.

Menduga parameter (p, 6,,6,) pada distribusi Mixture Eksponensial dengan

menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) dengan

langkah-langkah sebagai berikut:
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Menentukan fungsi Likelihood dari distribusi Mixture Eksponensial
dengan pendekatan berdasarkan sampling yang disensor, dimana dalam
sampling lengkap dapat diperoleh dengan Likelihood yang sama dengan
asumsi waktu sensor tidak terbatas. Dengan fungsi Likelihood

berdasarkan persamaan (2.2), menjadi sebagai berikut:

oo =1] [pan (] [a-pre)trerT G2
j=1 j=1

Untuki=1,2;j = 1,...,7; dan t;; menunjukkan waktu kegagalan dari
satuan yang termasuk dalam sub-populasi sepanjang i.
Menentukan logaritma natural dari fungsi Likelihood distribusi Mixture

Eksponensial

Menentukan turunan persamaan logaritma natural dari fungsi Likelihood
terhadap parameter-parameter distribusi Mixture Eksponensial
Memaksimumkan fungsi Likelihood dengan membuat hasil turunan dari

persamaan logaritma natural sama dengan nol

Mencari penduga dari distribusi yang masih dalam bentuk sistem persamaan

non linier menggunakan metode Newton-Raphson dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

. : 6,° :
1. Menentukan nilai dugaan awal asumsikan 6° = Ié’lol sebagai tebakan
2

awal dari solusi sistem persamaan non linier, dengan dua variabel yang
tidak diketahui

Menentukan sistem persamaan non linier g(6) dan matriks jacobian J(8)
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3. Menghitung 6™*1 =9" —J(0™)"1g(6™) untuk mendapatkan nilai
tebakan ke n + 1

4. Menghentikan proses iterasi dengan syarat | 8™*1 — 6™|< error, dengan
error adalah bilangan positif mendekati nol yang ditentukan. Nilai §™*1
adalah numerik dari sistem persamaan non linier g(6)

6. Melakukan analisis uji Reliabilitas pada data masa hidup suatu sistem
pendingin pesawat yang berdistribusi Eksponensial, berdistribusi
Generalized Eksponensial dan berdistribusi Mixture Eksponensial dengan
langkah-langkah sebagai berikut:

a. Melakukan uji kesesuaian data dengan uji Kolmogorov-Smirnov
b. Mensubtitusikan nilai hasil pendugaan parameter dari setiap distribusi
terhadap masing-masing model untuk data kegagalan.
c. Menggambarkan model untuk data kegagalan dalam bentuk grafik
7. Menentukan pendekatan distribusi yang terbaik melalui indikator Mean

Square Error (MSE).



V. KESIMPULAN

Kesimpulan berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diperoleh adalah

sebagai berikut:

1. Pendugaan parameter distribusi Eksponensial, distribusi Generalized

Eksponensial dan distribusi Mixture Eksponensial dengan menggunakan

metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) adalah sebagai berikut:

a.

Distribusi Eksponensial secara analisis

n

g
Z?:l tl

Dengan mensubtitusikan data masa hidup pendingin pesawat ke dalam
penduga yang dimiliki, maka diperoleh nilai untuk parameter 0, yaitu
6 = 0.01678.

Distribusi Generalized Eksponensial secara analisis

) n
6= . i
it = (@ = DI T (e ™)
dan
n
& =-

Z?zlln(l - e‘ati)
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Pendugaan parameter distribusi Generalized Eksponensial secara
numerik diperoleh dengan menggunakan metode Newton-Raphson pada
Matlab untuk data masa hidup pendingin pesawat, masing-masing
parameter yaitu § = 0.0145dan @ = 0.8093 .

c. Distribusi Mixture Eksponensial 2 komponen secara analisis

Proporsi:
. N
p= n

Dua parameter skala:

~ 12

=g
j=1"1j

dan

~ 1)

92=:Zr1 ¢
j=1 2j

Dengan mensubtitusikan data masa hidup pendingin pesawat ke dalam

penduga yang dimiliki, maka diperoleh nilai penduga bagi masing-

masing parameter, yaitu p = 0.6; 8; = 0.0625; 6, = 0.0072
Berdasarkan indikator Mean Square Error (MSE) dari masing-masing distribusi
diperoleh 0.3122, 0.1767, dan 0.0955. Distribusi yang memiliki nilai MSE
terkecil adalah distribusi Mixture Eksponensial 2 Komponen, menunjukkan
bahwa pendekatan distribusi terbaik bagi data masa hidup pendingin pesawat
adalah distribusi Mixture Eksponensial 2 Komponen. Pada perhitungan nilai
MSE dari ketiga distribusi diperoleh bahwa semakin besar nilai penduga
distribusi kumulatif pada masing-masing distribusi menyebabkan nilai MSE
yang semakin kecil, begitu juga sebaliknya. Pada distribusi Eksponensial dan

perluasannya, penambahan parameter pada setiap perluasan dari distribusi
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Eksponensial menyebabkan terjadinya peningkatan nilai pada penduga distribusi
kumulatif.
Berdasarkan hasil uji reliabilitas pada perbandingan grafik ketiga distribusi
diperolen dari ketiga grafik reliabilitas masing-masing distribusi ini
menunjukkan reliabilitas sistem semakin lama semakin mengalami penurunan
kinerja sistem, seiring dengan bertambahnya waktu dalam pengujian
mengakibatkan reliabilitas yang semakin rendah yang ditunjukkan dengan
pola grafik menurun.

a. Ketika t + 100 (jam) ketiga grafik reliabilitas saling berpotongan, yang
berarti ketiga grafik berada pada nilai peluang keterandalan yang sama,
menunjukkan adanya kedekatan dari model masing-masing distribusi.

b. Ketika t < 100 (jam) grafik untuk distribusi Mixture Eksponensial 2
Komponen memiliki keterandalan yang kurang baik dibandingkan
distribusi lainnya dengan grafik yang cenderung lebih cepat menurun.

c. Ketika t > 100 (jam) distribusi Mixture Eksponensial 2 Komponen
memiliki keterandalan yang lebih baik, ditunjukkan dengan grafik nilai
peluang reliabilitas yang lebih besar terhadap t ketika t meningkat jika
dibandingkan dengan grafik fungsi reliabilitas lainnya.

Berdasarkan hasil uji reliabilitas pada perbandingan grafik hazard rate (laju

kegagalan) ketiga distribusi diperoleh bahwa distribusi Eksponensial memiliki

laju kegagalan yang konstan, artinya semakin meningkat waktu dari suatu
sistem maka laju kegagalannya akan selalu sama sehingga kegagalan suatu
sistem tidak dipengaruhi oleh waktu. Berdasarkan perluasan dari distribusi

Eksponensial, yaitu distribusi Generalized Eksponensial dan distribusi

Mixture Eksponensial menunjukkan menunjukkan pola grafik menurun,
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artinya, semakin meningkat waktu dari suatu sistem maka laju kegagalannya
akan semakin menurun. Pada saat t > 0 menunjukkan nilai peluang laju
kegagalan pada distribusi Mixture Eksponensial lebih kecil dibandingkan

dengan distribusi Generalized Eksponensial.
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