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ABSTRACT

BOOTSTRAP METHOD IN ESTIMATION MEAN SQUARED ERROR
OF BETA-BERNOULLI MODEL

By

NOVILIA ADITYAWATI

Small area estimation is defined as a statistical technique to estimate a small
subpopulation of a certain area. The purpose of this research is to determine
Empirical Bayes (EB) estimator of small area estimation for Beta-Bernoulli model
and to evaluate Mean Squared Error (MSE) with bootstrap method. The result shows
that EB estimator is produces a biased estimator with a small MSE bootstrap value.

Keyword: Small Area Estimation, Empirical Bayes (EB), Beta-Bernoulli Model,
Bootstrap



ABSTRAK

METODE BOOTSTRAP PADA PENDUGAAN MEAN SQUARED ERROR
MODEL BETA-BERNOULLI

Oleh

NOVILIA ADITYAWATI

Pendugaan area kecil didefinisikan sebagai teknik statistika untuk menduga paramater
subpopulasi yang ukuran sampelnya kecil. Tujuan dari penelitian ini adalah
menentukan penduga Empirical Bayes (EB) pada pendugaan area kecil untuk model
Beta-Bernoulli dan mengevaluasi Mean Squared Error (MSE) menggunakan metode
bootstrap. Hasil menunjukkan penduga yang bias dengan nilai MSE bootstrap yang
kecil.

Kata Kunci: Pendugaan Area Kecil, Empirical Bayes (EB), Model Beta-Bernoulli,
Bootstrap
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Otonomi daerah menuntut pemerintah daerah lebih berperan aktif dalam

pelaksanaan pembangunan untuk mengatur dirinya sendiri pada pemerintah

kabupaten/kota. Dengan demikian kebutuhan statistik sampai pada level

desa/kelurahan menjadi suatu kebutuhan dasar. Persoalan muncul ketika survei

untuk mendapatkan informasi daerah yang lebih kecil terbatas, misalnya informasi

pada level desa/kelurahan. Salah satu cara untuk mendapatkan informasi tersebut

adalah dengan menambah sampel yang dapat memperbaiki reliabilitas dari

estimasi secara langsung. Penambahan ukuran sampel menyebabkan biaya yang

diperlukan menjadi mahal dan waktu yang diperlukan untuk survei menjadi lama.

Salah satu upaya untuk mengoptimalkan penggunaan data yang tersedia dan

memperoleh estimasi wilayah kecil adalah dengan mengaplikasikan metode

pendugaan area kecil (small area estimation).

Pendugaan area kecil (small area estimation) merupakan suatu teknik statistika

untuk menduga parameter-parameter subpopulasi yang ukuran sampelnya kecil.

Teknik pendugaan ini memanfaatkan data dari domain besar seperti data sensus

atau data survei sosial ekonomi nasional, untuk menduga peubah yang menjadi

perhatian pada domain yang lebih kecil. Pendugaan area kecil yang didasarkan
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pada penerapan model rancangan penarikan sampel (design-based) disebut

sebagai penduga langsung (direct estimation). Pendugaan ini tidak mampu

memberikan ketelitian yang cukup bila ukuran sampel kecil, sehingga statistik

yang diperoleh akan memiliki ragam yang besar atau bahkan pendugaan tidak

dapat dilakukan karena tidak terwakili dalam survei. Oleh karena itu,

dikembangkan teknik pendugaan alternatif untuk meningkatkan keefektifan

ukuran sampel dan menurunkan galat baku yakni pendugaan tak langsung

(indirect estimation). Pendugaan tak langsung bersifat meminjam kekuatan dari

pengamatan sampel area yang berdekatan dengan memanfaatkan informasi

tambahan yakni dari sensus dan catatan administratif (Rao, 2003).

Berbagai metode pendugaan tidak langsung telah dikembangkan untuk

memperoleh penduga area kecil. Metode tersebut adalah penduga prediksi tak

bias linear terbaik empirik atau Empirical Best Linear Unbiased Prediction

(EBLUP) untuk data kontinu sedangkan untuk data biner atau cacahan yaitu bayes

empirik atau Empirical Bayes (EB) dan bayes hierarkhi atau Hierarchical Bayes

(HB).

Pendugaan pada metode EB didasarkan pada distribusi posterior untuk menduga

paramaternya. Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menduga

parameter adalah metode momen. Konsep pada pendugaan area kecil yaitu

memanfaatkan informasi tambahan yang dikenal sebagai distribusi prior. Dengan

demikian diperlukan distribusi prior yang mengakomodir informasi tambahan ini.

Pada penelitian ini, distribusi prior yang digunakan adalah distribusi Beta.

Sedangkan distribusi sampel yang digunakan adalah distribusi Bernoulli yang
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termasuk keluarga eksponensial.  Jika distribusi sampel yang digunakan berasal

dari keluarga eksponensial, maka salah satu cara menentukan prior dengan

menggunakan prior konjugat (Bolstad, 2007).  Fungsi densitas peluang distribusi

Beta memiliki kesamaan bentuk fungsional dengan likelihood distribusi Bernoulli

atau prior konjugat dan berasal dari keluarga eksponensial.

Penduga Bayes biasanya bersifat bias (Bolstad, 2007), maka dalam penelitian ini

kualitas EB yang diperoleh akan dievaluasi melalui kriteria Mean Squared Error

(MSE).  MSE merupakan suatu besaran untuk mengukur keragaman penduga area

kecil. Semakin kecil MSE suatu penduga maka penduga semakin akurat.

Menurut Efron dan Tibshirani (1993) salah satu metode yang dapat mengoreksi

bias adalah bootstrap. Penelitian tentang penggunaan metode bootstrap telah

dilakukan pada kasus pendugaan area kecil oleh Rao (2007).  Dalam penelitian

tersebut, Rao menjelaskan mengenai estimasi galat baku untuk metode jackniffe

dan bootstrap dalam kasus area kecil.  Sebelumnya, Efron dan Tibshirani (1993)

telah menerangkan keakuratan estimasi titik dan interval dengan menggunakan

sampel bootstrap.  Hal ini dikarenakan estimasi bootstrap lebih mendekati

populasinya dibandingkan dengan pengambilan sampel lainnya.  Keakuratan dari

sampel bootstrap untuk estimasi titik dan intervalnya dievaluasi menggunakan

galat baku. Berdasarkan uraian tersebut, dalam penelitian ini akan digunakan

metode bootstrap untuk mengevaluasi MSE pada model Beta-Bernoulli.
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1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk

1. Menentukan penduga Empirical Bayes pada pendugaan area kecil dengan

model Beta-Bernoulli.

2. Menduga parameter pada model Beta-Bernoulli dengan metode momen dan

mengevaluasi Mean Squared Error (MSE) menggunakan metode bootstrap.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah memberikan informasi tentang penduga

Empirical Bayes pada pendugaan area kecil untuk model Beta-Bernoulli dengan

metode momen dan mengevaluasi Mean Squared Error menggunakan metode

bootstrap.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pendugaan Area Kecil

Pendugaan area kecil (small area estimation) adalah salah satu teknik statistik

yang digunakan untuk menduga parameter subpopulasi dengan ukuran sampel

yang relatif kecil. Istilah area kecil biasanya menandakan suatu area geografis

kecil, seperti suatu daerah kecamatan, maupun kelurahan atau desa. Suatu area

disebut kecil apabila sampel yang diambil tidak mencukupi untuk melakukan

pendugaan langsung dengan hasil dugaan yang akurat (Rao, 2003).

Pendugaan area kecil adalah metode estimasi tidak langsung yang menduga area

yang lebih kecil dan memberikan tingkat akurasi yang lebih baik. Model

pendugaan area kecil dikelompokkan menjadi dua yaitu model level area (basic

area level model) dan model level unit (basic unit level model).

2.1.1 Model Berbasis Area

Model berbasis area merupakan model yang didasarkan pada ketersedian variabel

penyerta yang hanya ada untuk level area tertentu. Paramater yang diamati pada

model ini adalah , dengan merupakan variabel respon. Sehingga model level

area dasar yang menjelaskan hubungan tersebut adalah
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= + ; i=1,2,…,m (2.1)

dengan adalah galat sampel diasumsikan ~ (0, ).
2.1.2 Model Berbasis Unit

Pada model berbasis unit diasumsikan bahwa data variabel penyerta unit

xT
ij=(xij1,xij2,…, xijp)

T tersedia untuk setiap elemen ke-j pada area ke-i selanjutnya

variabel respon yij diasumsikan berkaitan dengan xij sehingga bentuk persamaan

model area kecil berbasis level unit sebagai berikut:

yij =xT
ijβ + eij +vi; j=1,2,…, m; i=1,2,…,n (2.2)

dengan vi merupakan pengaruh acak area, β merupakan koefesien regresi dan

diasumsikan galat sama dengan 0. Namun kadang cukup dengan rata-rata

populasi ̅ ij yang diketahui (Rao, 2003).

2.2 Model Beta-Bernoulli

Model dasar pendugaan area kecil yang digunakan dalam penelitian ini adalah

model berbasis area yang dituliskan sebagai berikut:= + (2.3)

dengan:

= penduga langsung area ke-i

= parameter yang ingin diduga ; ~ Bernoulli ( ) dan ~ Beta (α,β),

i=1,2,3,…,m

= pengaruh acak di dalam area
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Dengan menyatakan banyaknya pengamatan suatu kasus pada area ke-i,

adalah peluang keberhasilan suatu kasus pada area ke-i yang tidak diketahui dan

m menyatakan jumlah area, sedangkan α dan β merupakan parameter yang belum

diketahui.  Tahap pertama diasumsikan bahwa ~ Bernoulli ( ) dan pada tahap

kedua diasumsikan bahwa ~ Beta (α,β).

Menurut Hogg and Craig (1990), distribusi Beta dengan parameter α dan β

memiliki fungsi kepekatan peluang untuk yaitu :

( )( ) ( ) (1 − ) ; α> 0, β > 0 untuk 0 ≤ ≤ 1( )=
0 ; selainnya (2.4)

Menurut Berger (1990), nilai mean dan variansi dari distribusi Beta dengan

parameter α dan β masing-masing adalah

= , dan = ( )( ) (2.5)

Diketahui distribusi Bernoulli mempunyai fungsi kepekatan peluang yaitu :

(1 − ) ; = 0,1untuk 0 ≤ ≤ 1( = | ) =
0 ; selainnya (2.6)

2.3 Metode Empirical Bayes

Metode bayes ditemukan oleh Thomas Bayes dan kemudian dikembangkan oleh

Richard Price pada tahun 1763 dua tahun setalah wafatnya Bayes, kemudian
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Laplace pada tahun 1774 dan 1781 yang memberikan analisis secara rinci,

merupakan metode yang lebih baik untuk statistik bayes sekarang (Gill, 2002).

Bila penduga bayes ini akan digunakan maka harus terlebih dahulu diketahui nilai

parameter sebaran priornya. Namun seringkali informasi mengenai parameter

prior belum diketahui. Pendekatan lain yang dapat digunakan adalah Empirical

Bayes. Empirical Bayes (EB) merupakan metode yang menggunakan inferensia

dari estimasi posterior untuk menduga parameter. Metode EB merupakan metode

yang cocok digunakan dalam menangani data biner dan data cacahan pada

pendugaan area kecil. Misalkan y1, y2,… ,yn merupakan sampel acak berukuran n

dari distribusi yang mempunyai fungsi kepekatan peluang berbentuk f(y1, y2,... ,

yn/ ) dan sebaran dari peubah acak yaitu ( ) sebaran prior. Metode EB

dalam konteks pendugaan area kecil secara ringkas sebagai berikut :

1. Mendapatkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari y1, y2,…,yn

dengan f(y1, y2,..., yn/ ) yang didefinisikan sebagai berikut :

f(y1, y2,..., yn/ ) =
( , ,..., / ) . ( )( , ,..., / ). ( ) (2.7)

2. Menduga parameter model dari fungsi kepekatan peluang marginal.

3. Menggunakan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dugaan untuk

membuat inferensia parameter area kecil yang menjadi perhatian.

2.4 Metode Momen

Menurut Berger (1990), metode momen diciptakan oleh Karl Pearson pada tahun

1800 merupakan metode tertua dalam menentukan estimator titik.  Metode

momen merupakan metode pendugaan dengan cara menyamakan momen ke- k



9

sampel dengan momen ke-k populasi dan menyelesaikan sistem persamaan yang

dihasilkan secara bersama atau simultan yang ditulis sebagai berikut :

m1= ∑ , 1 = E( )

m2 = ∑ , 2= E( )⋮ ⋮
mk= ∑ , 1= E( ) (2.8)

Meskipun metode momen terkenal sebagai metode yang mudah, namun terkadang

terdapat kesulitan dalam mencari bentuk rumus penduganya.

2.5 Ketakbiasan

Menurut Larsen dan Marx (2012), sifat penduga yang baik salah satunya adalah

takbias.  Suatu penduga dikatakan takbias apabila asumsi yang telah ditentukan

terpenuhi, yaitu apabilaY1,Y2,...,Yn merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan

peluang kontinu fy(y; ), dimana merupakan parameter yang tidak diketahui.

Penduga ̂=[h(Y1,Y2,...,Yn )] dikatakan takbias bagi , jika

E( ̂) = (2.9)

2.6 Ragam Minimum dari Penduga Empirical Bayes

Menurut Hogg dan Craig (1995), selain sifat ketakbiasan, penduga parameter

dikatakan baik apabila memenuhi sifat penduga ragam minimum.  Bila U(Y)

merupakan penduga bagi g( ), maka U1(Y) dikatakan sebagai penduga ragam

minimum, jika

( )≤ ( ) (2.10)
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dimana U(Y) merupakan sebarang penduga bagi g( ).  Untuk estimator tak bias,

nilai varian U(Y) akan sama dengan MSE U(Y) tetapi pada pendugaan Empirical

Bayes penduga yang dihasilkan bersifat bias maka performa dari penduga akan

dievaluasi melalui MSE.

2.7 Metode Bootstrap

Metode bootstrap pertama kali diperkenalkan Bradley Efron pada tahun 1979.

Menurut Efron dan Tibshirani (1993) metode bootstrap digunakan dengan

melakukan suatu resampling atau pengambilan data sampel yang dilakukan secara

berulang-ulang, sehingga akan diketahui berapa besar tingkat kesalahannya

dengan menyatakan ukuran sampel bootstrap B sebesar 50-200 telah cukup untuk

melakukan pendugaan terhadap galat baku. Ada dua cara yang digunakan dalam

proses resampling yaitu sampel diambil dengan pengembalian dan sampel diambil

tanpa pengembalian.  Sampling dengan pengembalian mengambil dari sampel dan

kemudian meletakkan kembali dalam sampel untuk kemungkinan dijadikan

sampel lagi.  Sampel tanpa pengembalian mengambil dari sampel, tetapi sekali

diambil tidak dapat dijadikan sampel lagi.

Menurut Butar dan Lahiri (2003), dalam pendugaan area kecil metode bootstrap

merupakan salah satu metode altenatif untuk mendapatkan nilai Mean Square

Error (MSE).  MSE merupakan suatu besaran untuk mengukur keragaman

penduga area kecil. Penentuan MSE dengan metode bootstrap untuk penduga EB

yaitu dengan resampling penduga ragam bayes empirik dan penduga bayes

sehingga
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MSE( ) = 1i + 2i (2.12)

dimana

1i= 2g1i( )- ∑ g ( ( ))
2g1i( ) merupakan penduga ragam bayes empirik dan ∑ g ( ( ))
merupakan penduga empirik hasil resampling sebanyak B kali

dan

2i= ∑ ( ) −
dengan merupakan penduga bayes empirik dan ( ) merupakan penduga

bayes empirik hasil resampling bootstrap sebanyak B kali.



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018,

bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data simulasi yang

dibangkitkan dengan menggunakan software Ri386. Pembangkitan data dalam

simulasi diasumsikan menggunakan distribusi Beta-Bernoulli, yaitu yi ~ Bernoulli

(pi) dan tahap kedua diasumsikan pi ~ Beta (α,1/ α).

3.3 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Menentukan fungsi kepekatan akhir (posterior) dari model Beta-Bernoulli

2. Menentukan penduga Empirical Bayes bagi dari model Beta-Bernoulli

3. Menentukan penduga ∝ dengan menggunakan metode momen berdasarkan

fungsi kepekatan peluang marginal yi
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3. Membuktikan ketakbiasan bagi penduga Empirical Bayes

4. Menentukkan ragam bagi penduga Empirical Bayes

6. Mengevaluasi Mean Squared Error bagi penduga Empirical Bayes dengan

metode bootstrap

Mengevaluasi bias dan Mean Squared Error (MSE) secara empiris dilakukan

melalui kajian simulasi dengan tahapan sebagai berikut :

1. Menetapkan ragam antararea untuk model Beta-Bernoulli masing-masing 1,5,

dan 10 sebagai representasi ragam antararea besar, sedang, dan kecil. Nilai

ragam antararea ditetapkan demikian karena untuk nilai kurang dari 1 akan

menyebabkan nilai-nilai yi yang dibangkitkan dengan distribusi Bernoulli akan

banyak bernilai nol

2. Menetapkan jumlah area yaitu 10, 50, dan 100 sebagai representasi jumlah area

yang berukuran kecil, sedang, dan besar

3. Membangkitkan data pi dengan pi~Beta (α, 1/α)
4. Membangkitkan data yi dengan yi~Bernoulli (pi)

5. Menghitung nilai dugaan bagi dengan metode momen

6. Menghitung nilai dugaan bagi dengan metode Emprical Bayes ( )
7. Menghitung nilai bias

8. Menghitung MSE ̂ dengan metode bootstrap.



V. KESIMPULAN

Dari hasil penelitian ini dapat diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut :

1. Penduga EB pada pendugaan area kecil dengan model Beta-Bernoulli adalaĥ = ( ).
2. Nilai duga parameter pada model Beta-Bernoulli dengan metode momen

adalah = – dan MSE bootstrap nilainya juga semakin kecil dengan

semakin besarnya jumlah area.  Dengan demikian, metode bootstrap mampu

mengoreksi bias pada pendugaan dengan metode EB.
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