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ABSTRAK

Penentuan Banyaknya Graf Terhubung Berlabel Titik Berorde Lima dengan
Garis Paralel atau Loop Maksimal Dua

Oleh

Dracjat Indrawan

Graf G(V,E) disebut graf terhubung (connected graph) jika terdapat sekurang-
kurangnya ada satu path yang menghubungkan sepasang titik di G. Jika ada n
titik dan m garis maka banyak graf terbentuk, baik yang terhubung atau tak
terhubung. Dalam penelitian ini akan dibahas tentang formula untuk menentukan
banyaknya graf terhubung berlabel titik dengan garis paralel atau loop maksimal
dua jika diberikan n = 5 dan m > 4. Notasikan g sebagai banyaknya garis yang
menghubungkan pasangan titik yang berbeda dan N( Gy, ., 4) adalah banyaknya
graf terhubung berorde 5 dengan m garis dan g. Dari hasil penelitian diperoleh
rumus sebagai berikut :

125

a. N(Gsma) = — (m = 3)(7m? — 56m + 114)

b. N(Gsms) == (m — 3)(m — 4)(21m? — 203m + 502)

C. N(Gsme) =3, (m — 3)(m — 4)(m — 5)(21m? — 238m + 692)

d. N(Gsmys) = ﬁ(m —3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(7m? — 91m + 304)

@

N(Gsmg) = 7c (m — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(m — 7)(3m? — 44m + 166)
f. N(Gsmps) = 5= (m — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(m — 7)(m — 8)(3m? — 49m
+206)
9. N(Gsmo0) = m("l —3)(m—4)(m—5)(m —6)(m —7)(m — 8)
(m —9)(7m? — 126m + 584)

Kata Kunci : graf, graf terhubung, loop, garis paralel



ABSTRACT

Determination of the Number of Connected Vertex Labeled Graph of Order
Five with Maximum Parallel or Loop Edges is Two

By

Dracjat Indrawan

Graph G (V,E) is called a connected graph if there at least one path that connects
a pair of vertex on G. If there are n vertices and m edges then many graphs are
formed, either connected or not connected. In this research will be discussed about
the formula to determine the number of connected graphs of order five with
maximum parallel edges or loops is two if given n = 5 and m > 4. Let g as the
number of edges connecting different pairs of vertices and N( Gy g4) is the
number of connected graphs with of order of 5 with m edges and g. The
following formula obtained from the result:

8. N(Gsma) === (m — 3)(7m? — 56m + 114)

b. N(Gsms) == (m — 3)(m — 4)(21m? — 203m + 502)

c. N(Gsme)= g(m —3)(m — 4)(m — 5)(21m? — 238m + 692)

d. N(Gsmy) =, (m = 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(7m? — 91m + 304)

@

N(Gsms) = 7= (m — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(m — 7)(3m?* — 44m + 166)

f. N(Gsmps) = 5 (m — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(m — 7)(m — 8)(3m? — 49m
+206)

8. N(Gsmi10) = Too== (M — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)(m — 7)(m — 8)

(m —9)(7m? — 126m + 584)

Keyword : graph, connected graph, loop, parallel edges
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu kajian matematika yang memiliki banyak
terapannya diberbagai bidang sampai saat ini.  Graf digunakan untuk
merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut.
Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek sebagai noktah,
bulatan, vertex atau titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan

garis atau edge.

Teori graf merupakan suatu pokok bahasan yang muncul pertama kali pada tahun
1736, yakni ketika Leonhard Euler mencoba untuk mencari solusi dari
permasalahan jembatan Konigsberg, Kaliningrad, Rusia. Di kota tersebut terdapat
sungai Pregal yang membelah kota menjadi empat daratan terpisah. Daratan
tersebut dihubungkan oleh tujuh jembatan. Warga kota tersebut ingin melewati
setiap jembatan tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat awal. Dengan
mempresentasikan titik sebagai daratan dan garis sebagai jembatan, Euler
menyatakan bahwa tidak mungkin melewati tiap jembatan tersebut tepat sekali.
Hal itu dapat terjadi jika jumlah jembatan yang menghubungkan tiap — tiap

daratan adalah genap.



Penerapan teori graf dalam kehidupan sehari-hari sangatlah luas, sehingga teori

graf semakin berkembang. Banyak cabang ilmu pengetahuan yang menggunakan
aplikasi teori graf diantaranya kimia, biologi, ilmu komputer, ekonomi dan lain-
lain. Graf G (V,E) dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda di
G,ada suatu path yang menghubungkan titik tersebut. Sebaliknya jika tidak ada
path yang menghubungkan maka G dikatakan graf tidak terhubung. Dalam suatu
teori graf dikenal istilah loop. Loop adalah suatu garis dalam suatu graf yang

memiliki titik awal dan titik akhir yang sama.

Graf berlabel adalah suatu graf yang titik atau sisinya memiliki label atau nama.
Jika titik-titiknya yang diberi label, maka pelabelannya disebut pelabelan titik.
Jika sisi-sisinya yang diberi label, maka pelabelannya disebut pelabelan sisi,
sedangkan jika keduanya, titik dan sisi, yang diberi label, maka pelabelannya
disebut pelabelan total (pelabelan titik dan garis). Menurut Deo (1989),
banyaknya graf berlabel, khususnya tree (pohon) berlabel, yang dapat dibentuk

bila diberikan n titik dengan n > 2 adalah n™2.

Pada tahun 2017 Prayoga melakukan penelitian tentang menghitung graf
terhubung berlabel titik tanpa loop dengan garis paralel dengan n =5 dan m > 4

dan dapat dirumuskan secara umum, yaitu :

IV(Gﬁnn) = :E: Iv(x;pnﬂmg)

gzn—1



dengan:

n = banyaknya titik pada graf

m = banyaknya garis pada graf

g = banyaknya garis bukan paralel

Pada penelitian ini didiskusikan tentang banyaknya graf terhubung dengan garis
paralel atau loop maksimal dua yang terbentuk jika di berikan n = 5 serta m > 4

dan menentukan rumus dari pola-pola tersebut untuk menghitung banyaknya graf.

1.2 Tujuan Penelitan

Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan banyaknya pola-pola yang terbentuk
dan jumlah graf terhubung berlabel titik dengan garis paralel atau loop maksimal

dua yang terbentuk bila diberikan n titik dan m garis, dengan n = 5 dan m > 4.

1.3 Manfaat Penelitian

1. Memperluas pengetahuan pengembangan keilmuan khususnya dalam
bidang ilmu matematika mengenai perkembangan dari teori graf, yaitu
tentang graf terhubung.

2. Sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian
selanjutnya dan dapat memberikan motivasi dalam mempelajari dan

mengembangkan ilmu matematika dibidang teori graf.



II. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang berhubungan

dengan penelitian yang akan dilakukan.

2.1. Konsep Dasar Teori Graf

Istilah-istilah dan definisi yang digunakan pada subbab ini diambil dari Deo
(1989). Graf ¢ = (V, E) didefinisikan sebagai pasangan tak terurut suatu
himpunan (V(G), E(G)) dengan V(G) = {v4,v,,... } merupakan himpunan titik,
V(G) # @, dan E(G) = {eq,e,, ... } merupakan himpunan sisi atau garis dari

pasangan tak terurut V(G).

Gambar 2.1. Graf dengan 5 titik dengan 6 sisi

Suatu sisi atau garis yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut /loop,
sedangkan garis paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan titik-
titik yang sama. Graf sederhana adalah graf yang tidak memuat loop atau garis
paralel, sedangkan jika memuat loop atau garis paralel, maka disebut graf tak

sederhana.



V;

v, L%]

(a)

Vi Vs

(b)

Gambar 2.2 (a) Graf dengan garis paralel (b) Graf dengan /oop

Pada Gambar 2.3 dapat dilihat bahwa gambar (a) merupakan contoh graf

sederhana dengan tiga titik dan dua garis, sedangkan gambar (b) merupakan graf

tidak sederhana dengan loop e, dan garis paralel e; dan e,. Misalkan v;

merupakan titik ujung garis e; pada suatu graf G, v; dan e; dikatakan incidence

(menempel) satu sama lain. Dua garis tak paralel dikatakan adjacent (bertetangga)

jika keduanya menempel pada suatu titik yang sama. Dua titik dikatakan adjacent

(bertetangga) jika terdapat garis yang menghubungkan keduanya.

L1

V3

(@)

e

21 v,
e
es e
()
Uy e, !
(b)

Gambar 2.3 (a) Contoh graf sederhana (b) Contoh graf tidak sederhana



Misalkan pada Gambar 2.3 (a) garis a menempel pada titik v; dan titik v,, dan
garis ¢ menempel pada titik v,dan v;. Titik v, bertetangga dengan titik v,, titik

v, bertetangga dengan v, dan vs, serta titik v5 bertetangga dengan v,.

Walk adalah barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang dimulai dan diakhiri
dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik sebelum dan
sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut closed
walk. Walk yang melewati titik yang berbeda-beda disebut sebagai path (lintasan).
Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle. Suatu graf G
disebut graf terhubung (connected graph) jika terdapat sekurang-kurangnya ada
satu path yang menghubungkan sepasang titik di G. Suatu graf tidak terhubung G

merupakan graf yang terdiri dari dua atau lebih graf terhubung.

Derajat (degree) dari suatu titik v pada graf G dinotasikan dengan deg(v), adalah
banyaknya garis yang menempel pada titik v dengan /oop dihitung dua. Untuk
contoh dapat dilihat pada Gambar 2.4 bahwa deg(v,) = 4, deg(v,) =0, dan

deg(vs) = 1.

Gambar 2.4 Graf dengan 1 titik terasing dan 1 titik pendant

Titik terasing merupakan titik yang memiliki derajat nol, sedangkan titik pendant

(daun) adalah titik yang memiliki derajat satu.



Dua graf dikatakan ekuivalen (dan disebut isomorfis) jika keduanya memiliki
ciri-ciri yang sama pada istilah dalam teori graf. Dua graf G dan G’ dikatakan
isomorfis jika ada korespondensi 1-1 antara vertex pada kedua graf tersebut dan
antara edge keduanya sehingga jika sisi e bersisian dengan titik « dan v pada G
maka sisi e’ pada G’ juga bersisian dengan simpul #’ dan v’. Dua graf isomorfis
harus memiliki

1. Jumlah vertex yang sama.

2. Jumlah edge yang sama.

3. Mempunyai jumlah vertex yang sama berderajat tertentu
Perlu diperhatikan bahwa dua graf yang mempunyai sifat 1 sampai dengan 3,

belum tentu kedua graf tersebut isomorfis.

ul u2 u3 vl

ud us ué v5 v4

Gambar 2.5 Contoh graf yang saling isomorfis

2.2 Konsep Dasar Barisan

Barisan merupakan suatu fungsi yang semua domainnya merupakan bilangan

bulat (Rosen, 2012 ).

Secara umum, barisan dinotasikan sebagai berikut :

Ay A 1r A2y woe wee we wee Ay



Barisan yang sering digunakan adalah barisan aritmatika dan barisan geometri.
Barisan aritmatika adalah barisan yang berbentuk a,a + d,a + 2d,..,a + nd, ..,
dengan a dan d adalah bilangan rill, dimana d merupakan beda. Barisan yang
memiliki pola a, ar, ar?, .....,ar™, ...., dengan a dan r adalah bilangan riil dimana

r merupakan rasio (beda) disebut barisan geometri (Rosen,2012).

Secara umum barisan bilangan dapat dinotasikan dengan (a,) =
(ai,ay, as, .. ... ,a, ...). Beda dari suku yang berurutan adalah selisih tiap dua
suku yang berurutan. Misalkan suatu barisan (a,) = (3,4,8,15,25,38,...).

Selisih setiap suku yang berurutan sebagai berikut :

an 3 4 8 15 25 38
V7N T A 7 77
b, 1 4 7 10 13
V7N 7 7
Beda 3 3 3 3

Jika diperhatikan barisan (a,) tingkat dua menghasilkan barisan (b,,) tingkat satu
sebagai barisan aritmatika yang memiliki beda hasil = 3. Sehingga (a,) di-

namakan barisan aritmatika tingkat dua (Imail,2012).

2.3. Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Beberapa konsep dasar teknik pencacahan yang banyak digunakan antara lain ada-

lah faktorisasi, permutasi, dan kombinasi.



1. Faktorisasi
Hasil kali semua bilangan bulat antara n sampai 1 didefinisikan sebagai
besaran n! sering di sebut n faktorial, dan dinotasikan dengan
n=nn-1Dn-2).... 1

(Ayres dan Schmidt,2004)

2. Permutasi
Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan » objek yang diambil
dari n objek yang berbeda yang dapat dibentuk. Secara umum, permutasi

r objek dari n buah objek dapat dihitung dengan persamaan

(n—1)!

P(n,7) =

Jika r = n, maka persamaan menjadi

n! n!

Pvm) === o

=n!

P(n,n) sering disebut permutasi n objek karena permutasi tersebut

menyusun keseluruhan objek yang ada (Siang, 2002).

3. Kombinasi
Misalkan himpunan S memiliki |S| = n elemen. Banyaknya himpunan
bagian S yang terdiri dari r (r < n) disebut kombinasi n objek yang di-

ambil sebanyak r objek sekaligus. Simbolnya adalah (Z) atau C(n,r) atau

2Cr . Banyaknya kombinasi yang dimaksud dapat dinyatakan dalam

n!

persamaan (Z) = . Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan

ri(n-r)!



kemunculan anggotanya tidaklah diperhatikan.

adalah objek yang muncul.
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Hal yang diperhatikan



I11.  METODE PENELITIAN

3.1. Perhitungan Dasar Graf

Diberikann,m € N dengan 0<m<(})
1. Graf g, dengan n sebagai titiknya merupakan graf sederhana, maka
banyaknya graf g,, adalah :
g, = 26)
2. Graf g, (m) dari graf sederhana yang memiliki n titik dan m garis,

maka banyaknya graf g,, adalah :

gn(m) = ((};))

(Agnarsson dan Raymond, 2007)

Diberikann,m € N. Graf g,, (m) tidak memiliki loop dimana n sebagai titik dan

m sebagai garis, maka banyaknya graf g,, (m) adalah :

)

m

gn(m) = <

(Agnarsson dan Raymond, 2007)
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3.2 Penelitian yang Berhubungan dengan Enumerasi Graf yang Telah

Dilakukan

Wamiliana, dkk. (2016) melakukan penelitian tentang graf tak terhubung berlabel
tanpa garis paralel dengan n =5 dan m > 1 dapat dirumuskan secara umum,

yaitu :

6

N(Gsm) = N(Gi ) + Z (e

g=1
m+ 4
= (—4 ) + N(Gém1) + N(GE ) + N(Géms) + N(Géma)
+ N(Gé,m,s) + N(Gé,m,s)

m+ 4 m+ 3 m+ 2 m+1
() 110 (P2 s (P2 4120 x

+30x(m_1)+5><(m—2)
4 4

)+85x(%)

Dengan :
N(Gg’m) = Jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk

n=5danm > 1.

Selanjutnya, Amanto dkk. (2017), melakukan penelitian untuk menentukan
banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde maksimal empat dengan hasil

sebagai berikut :

N(G‘i,m;gi) = N(G‘Lm'go) + N(G‘Lm'éh) + N(G‘i.m;gz) + N(G‘Lm'gs)

N(Ghma) = ("7 %) +;m(m3+ Nras(MF 3 +a(mF3)
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dengan ketentuan sebagai berikut.

n = banyaknya titik

m = banyaknya garis

g; = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu
i=0123

Gnm,g, = graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop dengan
n titik, m garis, dan g; = banyaknya garis bukan loop pada G dengan

garis paralel dihitung satu.

3.3 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada tahun ajaran 2017/2018 di Jurusan Matematika

Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.

3.4 Metode Penelitian

Adapun langkah — langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut :

1. Mengumpulkan bahan literature serta studi pustaka yang berhubungan
dengan graf.

2. Menentukan banyaknya titik dan garis yang akan dicari banyaknya graf
terhubung berlabel titik dengan garis paralel atau dengan loop maksimal
dua.

3. Menggambar graf terhubung dengan garis paralel atau loop maksimal

dua, dengan n adalah banyaknya titik dan m adalah banyaknya garis.
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Mengelompokkan graf terhubung untuk n titik dan m garis yang sama.
Menghitung jumlah graf terhubung untuk setiap n titik dan m garis.
Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat
dibentuk dari n titik dan m garis.

Menentukan rumus secara umum untuk menghitung jumlah graf
terhubung berlabel titik dengan garis paralel atau loop maksimal dua
untuk n titik dan m garis.

Membuktikan rumus yang terbentuk.

Menarik kesimpulan.



V. KESIMPULAN

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil konstruksi graf-graf terhubung berlabel titik berorde lima

dengan garis paralel atau loop maksimal dua, maka diperoleh kesimpulan bahwa :

Jumlah graf-graf terhubung berlabel berorde lima dengan garis paralel atau loop

maksimal dua untuk n = 5, m > 4, diperoleh rumus yaitu:

a. N(GS,mA) =
125
T(m —3)(7m? —56m + 114)
b. N(GS,m,S) =
37
T(m —3)(m — 4)(21m? — 203m + 502)
C. N(GS,m,G) =
41
ﬁ(m —3)(m —4)(m —5)(21m? — 238m + 692)
d. N(Gsm7) =

%(m —3)(m—-4)(m—-5)(m — 6)(7m? —91m + 304)

e. N(Gsms) =

%(m —3)(m—-4)(m—-5)(m —6)(m —7)(3m? — 44m + 166)
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f. N(GS,m,9) =
5_;6("1 —3)(m—4)(m—-5)(m—6)(m — 7)(m — 8)(3m? — 49m + 206)
g. N(GS,m,lo) =
50960 (™~ 3 = H(m —5)(m — 6)(m ~ 7)(m — 8)

(m —9)(7m? — 126m + 584)

dengan :

N (Gn,m,g) = banyaknya graf terhubung berlabel dengan garis paralel berorde n

dengan m garis dan g adalah banyaknya garis yang

menghubungkan pasangan titik yang berbeda.

5.2 Saran

Penelitian dapat di lanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf

terhubung berlabel berorde dengan garis paralel atau loop maksimal dua untuk

n=6.
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