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ABSTRACT

THE PARTITION DIMENSION OF A GENERAL PETERSEN GRAPH
Py, FOR k > 2

By

TITIN AWALATUN KHOLIFAH

Let G be a connected graph G = (V,E), with V(G) # @ denotes the set of vertex
and E(G) denotes the set of edge. The distance v to S for v € V(G) and S
V(G) is defined d(v,S) = min{d(v,x)|x € S}. For an ordered k-partition
n=5,,S,..,5, of veV(G), then representation of v with respect to II is
defined as the k-vector r(v|IT) = (d(v,S1),d(®,S,), ... ,d(v,S,)). The partition
IT is called a resolving partition if the k-vector r(v|IT) are distinct. The minimum
for which there is a resolving k-partition of V(G) is the partition dimension
pd(G) of G. In this study, the partition dimension of generalized Petersen Graph
Py, fork =2and k =3 is3,and for k > 4 is 4.

Keyword : graph, partition dimension, Petersen graph.



ABSTRAK

DIMENSI PARTISI GRAF PETERSEN DIPERUMUM Py, UNTUK k > 2

Oleh

TITIN AWALATUN KHOLIFAH

Diberikan suatu graf terhubung G = (V,E), dengan V(G) # @ menyatakan
himpunan titik dan E(G) menyatakan himpunan sisi. Jarak titik v terhadap S
untuk v € V(@) dan S c V(G) yang didefinisikan d(v, S) = min{d(v, x)|x € S}.
Untuk suatu k-partisi I1 = S;,S,, ..., S, dari v € V(G), maka representasi dari v
terhadap I didefinisikan sebagai r(v|IT) = (d(v,51),d(,S,), ... ,d(v,5;)). T
disebut partisi pembeda jika r(v|IT) berbeda. Kardinalitas minimum dari
k-partisi pembeda terhadap V(G) disebut dimensi partisi dari G, dinotasikan
dengan pd(G). Pada penelitian ini telah diperoleh dimensi partisi graf Petersen
diperumum P, , untuk k = 2 dan k = 3 adalah 3, dan untuk k > 4 adalah 4.

Kata kunci : graf, dimensi partisi, graf Petersen.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika memiliki peranan yang sangat penting dalam kehidupan sehari-hari.
Persoalan-persoalan yang terjadi dalam kehidupan dapat diterapkan dalam
pemodelan matematika. Salah satu pokok bahasan yang menarik dalam ilmu
matematika untuk dikaji lebih dalam adalah teori graf. Permasalahan yang sering
menggunakan teori graf sebagai solusi penyelesaiannya adalah pencarian lintasan

terpendek, optimisasi penjadwalan, dan lain-lain.

Teori graf adalah salah satu bidang ilmu matematika yang penerapannya banyak
diterapkan pada kehidupan sehari-hari. Pada tahun 1736, Leonhard Euler
memperkenalkan teori graf pertama kali ketika mendiskusikan mengenai
persoalan Jembatan Konisberg yang terjadi di kota Kaliningrad Rusia, yaitu
tentang bagaimana caranya agar seseorang dapat menyebrang ke semua jembatan
tanpa harus melewati jembatan lebih dari satu kali. Publikasi dari permasalahan

ini dan usulan solusinya dikenal sebagai permasalahan dari teori graf.

Permasalahan teori graf itu sendiri sangatlah menarik, karena teori graf hanya

mempelajari titik dan garis namun memiliki penerapan yang sangat luas dan



banyak peneliti yang tertarik untuk melakukan penelitian tentang teori graf.
Diantara topik penelitian tersebut adalah pelebelan, pewarnaan, bilangan
kromatik, dimensi metrik, dan dimensi partisi. Konsep dimensi partisi
diperkenalkan oleh Chartrand, dkk pada tahun 1998. Konsep ini merupakan
bentuk lain dari konsep dimensi metrik yang sebelumnya sudah diperkenalkan
oleh Slater pada tahun 1975 yang menyatakan bahwa himpunan pembeda pada W
sebagai titik-titik di graf G sedemikian hingga untuk setiap titik di G diperoleh
jarak yang berbeda terhadap setiap titik di W. Dimensi metrik juga disebut
sebagai kardinalitas minimum dari himpunan pembeda di W. Selanjutnya, Harary
dan Melter pada tahun 1976 pada jurnal yang berjudul on the metric dimension of
a graph menyatakan bahwa konsep dimensi metrik ini muncul yaitu dengan

memperoleh himpunan pembeda (dan himpunan pembeda minimum).

Berdasarkan uraian diatas, penulis tertarik untuk menentukan dimensi partisi graf
Petersen diperumum P, ,; k = 2, karena sampai saat ini permasalahan dimensi
partisi pada suatu graf merupakan permasalahan yang cukup sulit dikarenakan
belum adanya teorema yang dapat digunakan untuk menentukan dimensi partisi

pada sembarang graf.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan dimensi partisi graf

Petersen diperumum Py, untuk k > 2.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1.  Menambah wawasan mengenai dimensi partisi pada suatu graf khususnya
graf Petersen.

2. Memberikan pemahaman tentang dimensi partisi graf Petersen diperumum
Pyy o untuk k > 2.

3. Sebagai bahan referensi untuk penelitian lanjutan mengenai dimensi partisi

pada graf-graf lainnya.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Graf adalah salah satu pokok bahasan matematika diskrit yang telah lama
dikenalkan dan banyak diaplikasikan pada berbagai bidang. Dalam
mempresentasikan visual dari suatu graf yaitu dengan menyatakan objek dengan
simpul, noktah, bulatan, titik ataupun vertex. Sedangkan hubungan antara objek

yang satu dengan lainnya dinyatakan dengan garis, sisi, atau edge (Harary, 1969).

Graf G adalah himpunan terurut (V(G),E(G)), dengan V(G) menyatakan
himpunan titik yang tak kosong dari G dan E(G) menyatakan himpunan sisi yakni
pasangan tak terurut dari V(G). Banyaknya himpunan titik V(G) disebut orde dari
graf G. Misalkan v dan w adalah titik pada graf, jika v dan w dihubungkan oleh
sisi e, maka v dan w dikatakan bertetangga (adjacent). Sisi e = (v,w)
dikatakan menempel (incident) dengan titik v dan w demikian juga titik v dan w
menempel pada sisi e. Lingkungan (Neigborhood) dari suatu titik v,
dinotasikan dengan N(v) adalah himpunan titik-titik yang bertetangga dengan v

(Deo, 1989).



Gambar 1. Graf dengan 6 titik dan 8 sisi

Pada Gambar 1, Graf G(V,E) dengan V(G) = {vq, vy, V3, Vs, Us, V), dan
E(G) ={es, ey,e3,e4,65,6¢,€7,e5}.  Titik v, bertetengga dengan titik v,
sedangkan v, dan v, menempel dengan e,. Derajat (degree) dari v adalah
banyaknya sisi yang menempel pada titik v. Derajat dari titik v € V(G)
dinotasikan d(v). Daun (pendant vertex) adalah titik digraph yang berderajat
satu. Pada Gambar 1 d(v;) =2, d(v,) = 2,d(v3) =4, d(v,) = 3,d(v5) =4,

d(ve) = 1.

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel
adalah sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama. Graf yang tidak memiliki
sisi paralel atau loop disebut graf sederhana. Graf pada Gambar 1 bukan
merupakan graf sederhana karena terdapat loop, yaitu pada titik vs dan sisi
paralel pada titik v; dan v,. Pada graf terhubung G, jarak antara dua titik x dan y
adalah panjang lintasan terpendek diantara kedua titik tersebut, dinotasikan
dengan d(x,y). Istilah lain yang sering muncul pada pembahasan graf adalah
jalan (walk), lintasan (path) dan sirkuit (circuit). Jalan (walk) adalah barisan

berhingga dari titik dan sisi dimulai dan diakhiri sedemikian sehingga setiap sisi



menempel dengan titik sebelum dan sesudahnya. Contoh jalan berdasarkan
Gambar 1 adalah vg —eg—vs —e; —vs—eg— V3 —€, —V; —e; —Vy, —e3 —

v4—e4—173—e6—175—6’8—v6.

Lintasan adalah jalan yang melewati titik yang berbeda-beda. Graf G dikatakan
graf terhubung jika terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua titik yang
berbeda. Pada Gambar 1 contoh lintasan vy —eg —vs —eg — V3 — e, — vy —

€1 — Uy — €3 — V4.

Sirkuit adalah lintasan tertutup, yaitu lintasan yang memiliki titik awal dan titik
akhir yang sama. Sirkuit dibedakan menjadi dua macam, yaitu sirkuit genap dan
sirkuit ganjil. Sirkuit genap adalah sirkuit dengan banyaknya titik genap, dan
sirkuit ganjil adalah sirkuit dengan banyaknya titik ganjil. Contoh sirkuit

berdasarkan pada Gambar 1 adalah v; —e; —v, —e; —v, — e, — V3 — e, — V5.

Lemma 2.1.1. (Deo, 1989) Jumlah derajat semua titik pada graf G adalah genap,

yaitu dua kali jumlah sisi pada graf tersebut. Dengan kata lain jika G (V, E'), maka

rLd() = 2e (1)

Jumlah derajat seluruh titik pada Gambar 1 adalah d(v;) + d(v,) +d(v3) +

d(wy) +d(ws) +d(wg) =2+2+4+3+4+1=16 (duakali jumlah sisi).

Teorema 2.1.1. (Deo, 1989) Untuk sembarang graf G, banyaknya titik yang

berderajat ganjil, selalu genap.



Bukti : Misalkan Vyepnqp dan Vg, j; masing-masing adalah himpunan-himpunan
titik yang berderajat genap dan berderajat ganjil pada G(V,E). Persamaan (1)
dapat ditulis sebagai berikut :

= d(vy) = ngenap d(v;) + nganﬁl d(Vi) 2)

Karena d(v;) untuk setiap v; € Vjengp, Maka suku pertama dari ruas kanan
persamaan harus bernilai genap. Ruas kiri persamaan juga harus bernilai genap.
Nilai genap pada ruas kiri hanya benar bila suku kedua dari ruas kanan juga harus
genap. Karena d(vy) untuk setiap vy € Vygapqji, Maka banyaknya titik vy di
dalam Vgqnji; harus genap agar jumlah seluruh derajatnya bernilai genap. Jadi

banyaknya titik yang berderajat ganjil selalu genap.

2.2 Dimensi Partisi Graf

Sebelumnya akan diberikan definisi dari dimensi dan partisi secara umum.
Dimensi didefinisikan sebagai jumlah minimal koordinat yang dibutuhkan untuk
menentukan titik-titik yang ada dalam suatu ruang atau objek. Sedangkan partisi
didefinisikan sebagai pengelompokkan anggota himpunan dimana setiap
kelompok memiliki anggota yang berbeda dan setiap anggota masuk dalam satu
kelompok tertentu. Dimensi partisi yaitu minimum panjang lintasan terpendek
antara titik pada suatu graf terhadap k-partisi, adapun panjang lintasan yaitu
banyaknya jumlah sisi yang dilewati antara titik pada suatu graf terhadap k-

partisi. Selanjutnya, akan diberikan definisi dimensi partisi pada suatu graf,



teorema-teorema dan beberapa contoh graf yang sudah diperoleh dimensi

partisinya.

Diberikan suatu graf terhubung G = (V,E), dengan V(G) # @ menyatakan
himpunan titik dan E(G) menyatakan himpunan sisi. Ambil sembarang titik u
dan v di V(G), jarak d(u,v) antara titik u dan v pada graf G adalah panjang
lintasan terpendek dari kedua titik tersebut. Sedangkan jarak terpanjang antara
dua titik pada V(G) didefinisikan sebagai diameter dari graf G, yang dinotasikan
diam(G). Misalkan terdapat titik v € V(G) dan S adalah himpunan bagian dari
V(G). Jarak titik v terhadap S adalah d(v,S) = min{d(v,x)|x € S} dengan
d(v, x) adalah jarak dari titik v ke x. Misalkan {S;, S,, ..., S} adalah partisi dari
V(G) dengan S;,S,, ..., S adalah kelas-kelas dari 71. Representasi v terhadap IT
yang dinotasikan dengan r(v|), adalah k-pasang terurut
(d,8,),d(,S,), ... ,d(v,S)). Selanjutnya, IT disebut partisi pembeda dari
V(G) jika r(u|ll) # r(v|I) untuk setiap dua titik berbeda u,v € V(G).
Kardinalitas minimum dari k-partisi pembeda terhadap V(G) disebut dimensi

partisi dari G, dinotasikan dengan pd (G).



Teorema 2.2.1 (Chartrand dkk, 1998) Dimensi partisi graf siklus C,, untuk n > 3
adalah 3.

Bukti :

Gambar 2. Dimensi Partisi Graf Siklus C,

Graf siklus C, dipartisi sedemikian sehingga diperoleh IT = {S,, S,, S5} dengan
S, ={vy, V5, V3,04, Vs, ., U2}, S, ={v,_1}, S3 ={v,}. Perhatikan bahwa
r(v,|l) = (0,2,1), r(v,|) = (0,3,2), r(vs|l) = (0,4,3), r(v,|l) = (0,5,4),
r(vs|l) = (0,6,5), ... , 71w,/ =1(0012), rv,_1M)=(101),
r(v,[IT) = (1,1,0). Karena representasi dari semua titik berbeda, maka IT adalah

partisi pembeda dari graf siklus C,, dan pd(C,) < 3.

Untuk menunjukkan pd(C,) = 3, andaikan terdapat partisi pembeda IT = {S;, S,}
dari C, dengan S; = {vy,v,, V3, V4, Vs, ..., Vn_1}, So = {v,,}, maka titik v; dan
v,—1 akan memiliki representasi yang sama yaitu (0,1), hal ini kontradiksi dengan

pengandaian. Jadi, pd(C,) = 3, akibatnya pd(C,,) = 3. |

Misalkan  diberikan  graf  siklus genap C,,, n =2 dengan

V(CZTL) = {170, 7.71, ey UZn_l} dan E(CZTL) = {Ul'vi+1|i = 0,1,2, ,Zn - 2} U
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{van_1v0}.  Untuk mengkonstruksi graf gir G,,, tambahkan satu titik baru,
notasikan dengan c, yang bertetangga dengan n titik di C,,, dengan ketentuan,
untuk =0 atau 1, tambahkan sisi-Sisi cv;, CVjyz, CVisg, o) CVit(2n—2)-
Jadi V(Gyp) = {v;li = 0,1,...,2n — 1} dan E(Gy,) = {cvj|j =0,2,..,2n — 2} U
E(C,,). Dapat dilihat bahwa banyaknya titik graf gir G,, adalah 2n + 1,
sementara banyaknya sisi graf gir G,, adalah 3n. Pada Gambar 3 berikut

diberikan gambar C,,, dan G,,, sebagaimana yang telah didefinisikan di atas.

Vo Uy

vy vy

V2n-3
Vzn-3 V2

Vop-
Van-1 V3 Zn—1

Van-2 vy Vzn-2 vy

Gambar 3. Graf siklus genap C,,, dan graf gir G,,,

Definisi 2.2.1 dan Definisi 2.2.2 berikut memberikan pengertian dari jarak antara

dua titik dan jarak antara satu titik terhadap suatu himpunan pada suatu graf.

Definisi 2.2.1. Misalkan G = (V, E) adalah graf terhubung dan misalkan S € V.
Misalkan terdapat suatu titik v € V. Maka jarak titik v terhadap S didefinisikan

sebagai d(v,S) = min{d(v,x)|x € S}.

Definisi 2.2.2. Misalkan G = (V, E) adalah graf terhubung dan u, v € V adalah
dua titik sebarang di G. Diameter G didefinisikan sebagai jarak maksimum antara

setiap dua titik di G, dinotasikan diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V(G)}.
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Contoh :
v, v
1e ®2
C
1
3@ 3
V3 L]

Gambar 4. Konstruksi Graf Gir G,

Graf gir dipartisi sedemikian sehingga diperoleh II = {S;,S,,S3} dengan
S: ={c, v}, S, ={v1}, S35 ={v,,v3}. Akan ditunjukkan bahwa pd(G,) = 3.
Ambil titik ¢ € S; maka representasi titik ¢ terhadap IT adalah (c|IT) = (d(c, S,),
d(c,S,),d(c,S3)) = (0,2,1). Selanjutnya ambil titik v, €S; maka
r(ve|I) = (0,1,1). Dengan cara yang sama diperoleh :

r(v,|I) = (1,0,1)

r(v,|I) = (1,1,0)

r(vg|I) = (1,2,0)
Dapat dilihat bahwa untuk sebarang titik v di G, mempunyai representasi r(v|IT)

yang berbeda, maka haruslah pd(G,) = |II| = 3. [

Teorema 2.2.2 Diketahui x,y,z € R. Diperoleh pernyataan-pernyataan di bawah
ini bernilai benar :

(i) Jikax <ydany <z makax < z.

(i) Tepatsatu terjadi, x < y,y < x atau x = y.

(i) Jikax < ydany < x, makax = y.
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Bukti :

(i) x<ydany<xeoy—x€ePdanz—-yeEPeSz—x=0z—-y)+
(y—x)EP=>x<z

(i)  menurut sifat trikhotomi himpunan P, tepat satu terjadi y — x € P,
—(y —x) € P,atau y — x = 0 yang ekuivalen dengan x < y, y < x, atau
xX=1y.

(iii) Diketahui x < y dan y < x. Andaikan x # y, tentu x < y dan y < x, suatu

kontradiksi.

2.3 Graf Petersen

Graf Petersen adalah graf yang memiliki 10 titik, 15 sisi, dan setiap titiknya
berderajat 3 dengan 5 titik diluar dan 5 titik di dalam yang dihubungkan dengan 5

sisi (Watkins, 1969).

Gambar 5. Graf Petersen
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2.4  Graf Petersen Diperumum

Misalkan {u;,u,,...,u,} menyatakan banyaknya titik lingkaran luar dan
{vi,v,, ..., v, } menyatakan banyaknya titik lingkaran dalam untuk n > 3. Graf
Petersen diperumum dinotasikan dengan P, =3,1<k < [nT_l] ,1<i<n
adalah graf yang memiliki 2n titik {u;}U{v;} dan sisi {w; - u;41} U

{vi = visr} U {w, v}

wy

Ug

N
XX
\¢

Uz

U,

4

Gambar 6. Graf Petersen Py ,

Pada Gambar 6 diatas merupakan salah satu jenis graf Petersen yang telah

diperumum berderajat 3 dengan n = 6, dan k = 2.



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2018/2019 di Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah :

1.  Mempelajari dan memahami materi-materi tentang dimensi partisi dan graf
Petersen.

2. Mengkonstruksi graf Petersen P, , untuk k > 2.

3. Memilih titik tertentu pada graf Petersen P,; , yang akan dijadikan sebagai
titik awal .

4. Menentukan batas bawah dari pd (P, ;) untuk k > 2 dengan pembuktian
kontradiksi.

5. Menentukan batas atas pd (P, ) untuk k > 2. Batas atas dari pd(Pyy,2),

dapat diperoleh dengan mengkonstruksi graf Petersen P, , untuk k > 2.
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Himpunan titik pada graf P,,, dikelompokkan ke dalam beberapa kelas
partisi pembeda. Dari jumlah minimum partisi pembedanya itulah batas
atas dari dimensi partisi graf Petersen (P, ) untuk k > 2.

Mencari perumusan umum dari dimensi partisi graf Petersen (P, ,) untuk

k = 4.



V. KESIMPILAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut :
1.  Dimensi partisi graf Petersen P, , dan P, adalah 3.

2. Dimensi partisi graf Petersen diperumum P, , untuk k > 4 adalah 4.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan dimensi partisi dari graf

Petersen Py, untuk k > 2.
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