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ABSTRACT

INVERSE MOORE - PENROSE MATRIX NON - SQUARE

By
Afrisca Hartianeza

Determinants are an important concept in finding the inverse of a matrix.
Based on the research that has been done about the concept of determinant in a
non — square matrix, it shows that the inverse value of a non — square matrix can
also be determined. Inverse Moore — Penrose is the inverse of a non — square
matrix denoted by A*. The purpose of this study is to determine the inverse
Moore — Penrose of a non — square matrix and apply it to the system solution of
linear equations using the Gauss — Jordan elimination method and the Moore —
Penrose inverse method.

From the discussion it can be concluded that non — square matrix inverses
can be determined if they fulfill the four conditions of Moore — Penrose. Not all
sguare inverse properties also apply to the Moore — Penrose inverse. In the samne
system of linear equations, namely the marix m x n withm <n orm > n using
the Jordan Gauss elimination method the solution obtained are many, single or no
solutions whereas the inverse method of Moore — Penrose the solution obtained is
single and there is no solution.

Keyword : Determinants, Inverse Moore — Penrose, Matrix non — square



ABSTRAK

INVERS MOORE - PENROSE MATRIKS NON - BUJUR SANGKAR

Oleh
Afrisca Hartianeza

Determinan merupakan suatu konsep penting dalam mencari invers suatu
matriks. Berdasarkan penditian yang telah dilakukan mengenai konsep
determinan pada matriks non — bujur sangkar, menunjukkan bahwa nilai invers
dari matriks non bujur sangkar juga dapat ditentukan. Invers Moore — Penrose
adalah invers dari matriks non bujur sangkar yang dinotasikan dengan A™. Tujuan
dari pendlitian ini adalah menentukan Invers Moore Penrose dari suatu matriks
non-bujur sangkar dan mengaplikasikannya pada solusi sistem persamaan linier
menggunakan metode eliminasi Gauss — Jordan dan metode invers Moore —
Penrose.

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa invers matiiks non - bujur
sangkar dapat ditentukan jika memenuhi keempat syarat dari Moore — Penrose.
Tidak semua sifat invers bujur sangkar juga berlaku pada invers Moore — Penrose.
Pada sistem persamaan linear yang sama yaitu matriks m x n dengan m < n atau
m >n menggunakan metode eliminasi Gauss - Jordan solusi yang dideapatkan
adalah banyak,tunggal atau tidak ada solusi sedangkan dengan metode invers
Moore — Penrose solusi yang didapat adalah tunggal dan tidak ada solusi.

Kata Kunci : Determinan, Invers Moore — Penrose, Matriks non — bujur sangkar
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matriks merupakan salah satu bidang kgian dalam matematika yang lebih
dikhususkan dalam kagian ajabar linear. Konsep determinan yang selama ini
dikena hanya berlaku untuk matriks bujur sangkar, kini telah dikembangkan
konsep tentang determinan pada matriks non-bujur sangkar. Melalui definisi

(Radic, 2005) matriks non-bujur sangkar dapat ditentukan determinannya.

Determinan merupakan suatu konsep penting dalam mencari invers suatu matriks.
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan (Andi, 2014) mengenai konsep
determinan pada matriks non — bujur sangkar, menunjukkan bahwa nilai invers

dari matriks non bujur sangkar juga dapat ditentukan.

Invers Moore — Penrose adalah invers dari matriks non bujur sangkar yang
dinotasikan dengan A™. Invers Moore — Penrose merupakan perluasan dari konsep
invers matriks. Maka dalam tugas akhir ini akan dibahas lebih lanjut mengenai

Invers Moore — Penrose pada matriks non — bujur sangkar m x n yang kemudian



akan diaplikasikan ke dalam sistem persamaan linier dan akan dibahas apakah

sifat — sifat Invers juga berlaku pada Invers Moore — Penrose.

1.2 Tujuan Pendlitian

Adapun penédlitian ini bertujuan untuk menentukan Invers Moore Penrose dari

suatu matriks non-bujur sangkar dan mengaplikasikannya untuk mencari solusi

sistem persamaan linier.

1.3 Manfaat Pendlitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1

2.

Untuk mengetahui apakah matriks non - bujur sangkar memiliki invers
Dapat menentukan invers moore penrose suatu matriks non-bujur sangkar.
Mengetahui apakah sifat — sifat Invers juga berlaku pada Invers Moore —
Penrose.

Bertambahnya pengetahuan mengenai invers matriks non — bujur sangkar.
Dapat menentukan solusi sistem persamaan linier menggunakan invers

M oore — Penrose.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempat. Bilangan — bilangan
dalam susunan itu disebut anggota dalam matriks tersebut.

Beberapa contch matriks adzalah

-
=2

1 2 T e
3 0,2 1 0 =31 3 : ‘.,11[4]
[—1 4‘ [ 2 ° [;J

0 0

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris ( garis horizontal ) dan kolom ( garis
vertikal ) yang dikandungnya. Misalnya, matriks pertama dalam contoh diatas
mempunyai tiga baris dan dua kolom, sehingga ukurannya adalah 3 kali 2
(ditulis3 x 2 ). Dalam suatu uraian ukuran, angka pertama selalu menyatakan
jumlah baris dan angka kedua menyatakan jumlah kolom. Sebuah matriks dengan
hanya satu kolom disebut matriks kolom, dan sebuah matriks dengan hanya satu

baris disebut matriks baris ( Anton, 2000 ).



2.2 Operas Aljabar Matriks
2.2.1 Penjumlahan dua matriks

A4+ B = [ﬂ” +b”)

A—B =(a; — by)
Syarat penjumlahan dua matriks atau pengurangan dua matriks adalah mempunyai
ordo yang sama.

Contoh 2.2.1

Diketahui Ay ; = | 7] dan By = [

5 6
8 3 4
Maka, €3yx3 = Agwz + Bz

567J

= o 674J=111311J

'r:EKT*:[ 1 9 2 9 12 6

|

2.2.2 Perkalian Bilangan Skalar dengan Suatu Matriks

Masing — masing elemen matriks tersebut dikalikan dengan bilangan skalar.

Contoh 2.2.2. Misalkan hilangan scalar k = 3, dan Matriks A, = E 2 é]

Maka, HE)‘CH - Jrl: X AZKH

Hzx?.=3x[2 . 1]

4 5 6 [6 y 3J

12 15 18



2.2.3 Perkalian Dua Matriks

Perkalian 2 matriks
A : matriks berukuran 1t x ke
B : matriks berukuran k » n

A.B= "1mxh' X B.ll‘)-cn; = A'E:rrlxn

Jikamatriks A berukuran m x n dan B berukuran p X gmaka.:
1. Perkalian matriks AB berordo m x g bisadibentuk hanyajikan = p
2. Perkalian matriks BA berordo p > n bisa dibentuk hanyajika g = m

3. AB tidak selalu ssmadengan BA (walaupunm =n = p = g)

Syaratnya adalah setiap baris pada matriks pertama harus dikalikan pada setiap
kolom pada matriks kedua dan banyaknya kolom pada matriks pertama harus

sama dengan banyaknya baris pada matriks kedua ( Gazali, 2005 ).

2.3 Rank Matriks

Rank suatu matriks dapat digunakan untuk menentukan ada tidaknya suatu solusi
solusi dari sistem persamaan linier. Apabila besarnya rank matriks 4 sama dengan
jumlah baris atau kolom maka persamaan itu mempunyai solusi yang unik (unique
solution) dan matriks A disebut Full Rank Matrix. Akan tetapi apabila besarnya
nilai rank itu lebih kecil daripada banyak baris atau kolom maka persamaan itu

tidak mempunyai pemecahan dan matriks koefisien A disebut Non Full Rank



Matrix. Nilai rank dari suatu matriks dapat dicari menggunakan transformasi

elementer. Dengan caraini besarnyarank suatu matriks dapat diketahui dengan

melihat determinan yang tak nol dari minor matriks dengan jumlah baris dan

kolom tertentu. Jumlah baris atau kolom itulah yang menentukan besarnya nilai

rank ( Supranto, 2003:112 ).

2.4 Transpose suatu matriks

Menurut (Anton, 2000}, jika A adalah sebarang matriks m x> n. maka transpose A,

dinyatakan dengan A” . didefinisikan sebagai matriks n x m yang didapatkan

dengan mempertukarkan baris dan kolom dari A: yaitu, kolom pertama dari

A" adalah baris pertamadari A, dan seterusnya.

Berikut ini adalah beberapa contoh matriks dan transposnya.

Ty 3
A=|q d
3y 3z

EI'] 1

i3

2y

a3
Qg
33

Q14
(e
HR‘]

fl34
Lo
g3
3y

]h

2 3
1 4} €=[1 3 51 D=[4]
5 6

tl3q

1
3z T 2 1 5 y i =
o |B _[3 p 6Jr‘ -H D = [4]
I3y

Amati bahwa tidak hanya kolom dari A” menjadi baris A, tetapi baris dari A” juga

menjadi kolom A. Jadi, anggota dalam baris i dan kolom j dari A” adalah anggota

dalam baris j dan kolom i dari 4 , vaitu,

(AT:I” = ('4},1'4



2.4.1 Sifat — sifat Transpose Matriks

Sifat — sifat transpose matriks adalah sebagai berikut.

a. Transpose dari trenspose suatu matriks adalah matriks itu sendiri atau
matriks aslinya. [AT]" = A.
Bukti:
Misanyad = [a,-}-l. maka= AT = [ﬂ}'ll,_‘iﬂhiﬂgga (AT = '1:';'] = A.
b. Transpose dari suatu jumlah atau selisih matriks adalah jumlah atau selisih
matriks masing — masing transpose.
[A+B]T =AT +B7
Bukti:
[A+B]"=AT £+ BT

Terbukti bahwa [4 + B]" = A" + B
c. Transpose dari suatu hasil kali matriks adalah perkalian dari transpose —
transpose dalam urutan terbalik.

[AB]" = BTAT atau [ABC]" = CTBTAT



Bukti:

Misalnya A = (a;;) dan B = (b;;) maka lemen pada baris ke — i dan
kolom ke — j dari AB adalah:

aj by + apbp + - + agby,;, yang merupakan jugaelemen pada baris
ke—j dan kolom ke—i dari (A8)7. Di lain pihak, bariske-j dari BT adalah

kolom ke—j dari B yaitu (b1 g, hn;’) dan kolom ke—i dari A" adalah
iy

0l
bariske—i dari A yaitu "3 . Jadi, elemen padabaris ke—j dan kolom

Uin
i
a..
k(?—f dari BTAT ﬁdﬁlﬁh I_b-_”, hy_f, ek bllj] ;3 — hl_,fﬂi-i + hz;‘l‘]iz + -+
iy

bpj@pm = @by j+ aizbyj + o + by

Hal ini benar untuk semua i dan j sehingga (AB)" = BT A" (Abdul, 2014).
2.4.2 Transpose Konjugate

Menurut Harini (1985), bilamatriks 4 = (a;;) adalah suatu matriks
kompleks, kita mengenalmsmaya tmmepose hermitian (conjugate
transpose), ditulis A" = (a,,)’ = ().

Jmaka:‘-l”: %t: ;j

3+1i

Contoh 2.3.2. BilaA = [2_'{." ;



25 Matrikslnvers

Sebuah matriks bujur sangkar A berordo n :

4 fyz 0
Az dgz - day
yy  Oyz o Opp

Disebut mempunyai invers bilaada suatu matriks B, sehingga ABE = BA = [,,.
Matriks B disebut invers matriks A, ditulis A, merupakan matriks bujur sangkar

berordo n { Suryadi, 1984 ).

1 2 3 6 -2 -3
Contoh 2.4. MatriksA = {1 3 3| mempunyai inversA™ ={-1 1 0
1 2 4 -1 0 1

1 0 O
karena 441 =A‘1A=[D 1 0‘=!
D 0 1

2.5.1 Sifat —sifat Invers

a. Jika B dan € kedua — duanya adalah invers dari matriks A maka, B = €.
b. Matriks A = [a 3_' invertibel jika ad — bec # 0, dan inversnya dapat
c

dihitung sesuah dengan rumus:

d b
A1 = 1 [d “-f?J = [ ad -Cbc _ada— be

Tad —bel—¢ @

ad — bc  ad — be
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c. Jika A dan B adalah matriks — matriks vang invertibel dengan ukuran yang

sama, maka AR invertibel dan (AB)™1 = B~1A™! ( Anton & Rorres, 2004 ).

2.6 InversMoore - Penrose

Invers Moore — Penrose adalah invers dari matriks non bujur sangkar yang
dinotasikan dengan A™. Invers Moore — Penrose merupakan perluasan dari konsep
invers matriks. Jikainvers matriks yang sudah di kenal adalah invers dari suatu
matriks bujur sangkar dan non singular (determinannyatidak nol), maka Invers
Moore — Penrose ada untuk setiap matriks baik matriks bujur sangkar yang

singular maupun yang non bujur sangkar { Thomas, 2007 ).

Definisi 2. Misalkan A suatu matriks m x n. Matriks A dikatakan mempunyai
Invers Moore — Penrose jika terdapat matriks X vang memenuhi:
(H)AXA=A
(2) XAX = X
(3)(AX)" = AX

(4)(XA)" = XA

A" di atas merupekan conjugare transpose dari matriks A. jika anggota - anggota
dari A € R makaA® = A" ( A" dibaca A Hermitian ) serta X di atas merupakan

invers matriks dari 4.
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2.7 Determinan matriksmn X n

Determinan adalah suatu fungsi khusus yang mengasosiasikan suatu bilangan real

dengan suatu matriks bujursangkar.

A=t Y

dapat dibalik jikaad — be # (0. Pernyataan ad — be begitu sering muncul dalam
matematika sehingga mendapat sebutan determinan dari matriks 4 dan

dinyatakan sebagai det(A4).
det(4) = +ay g .ty
/ Ljy B2z == Bnjy

di manaZ manunju<kan bahwa suku — suku harus dijumlahkan untuk semua

permutas (jy, fz, ..., j )} dan tanda + atau - dipilih untuk setiap suku tergantung

pada apakah permutasinya genap atau ganjil (Anton, 2004).
2.8 Determinan matriksm X n

Pada penelitian yang telah dilakukan oleh Andi Saparuddin Nur yaitu konsep
determinan matriks non — bujur sangkar menggunakan metode dari Radic

(Amiry, Fathy, Bayat, 2010) dengan definisi sebagai berikut.

Definisi 1 ( Definis Radic )

JikaA = (a; ;) berordo m x n dengan m < n, de:(A4) diberikan oleh:
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H-L.J:'l ﬂlfﬂi
Det (A) = l : ]

18 jq << fyy =1

(—1]"”&&! :
H"mj-_; " a”l'irrn

Dimana ji,jz, ... jm EN,T =142+ - +mdans = j, +j, + -+ jy

Jikam = n didefinisikan det(A) = 0.

Contoh:

. . @y dz 3
Tentukan determinan dari P = 5. b, B !
1 2 3

Jawab :

i - i . i -
Det P = (-4 0gee [ (2] 4 (-1)ar2asgee [ 1

+ (=142 @+ geg Ig" ES]
TG 3

= det [Ell Ei] — det [ :;: gj] + det [gj gﬂ

= ﬂlh;;_ e tI;s_hl e alh_'.j. + ﬂ_‘.].hl 'I"’ ﬂzh_—i = ﬂ_‘.]_hz

2.9 Matriks Adjoin (Classical Adjoint)

Menurut Suryadi (1984), jika kita pandang matriks A = (a; ;) - kita sebut kofaktor
dari elemen a;; sebagai A;;. makatranspose dari matriks (4;;) disebut Matriks
Adjeia dari A.

Ay Ay o Ap

adj. A = Ayg Ayz oo Ay

‘411‘1 AE]‘I AFJ.JL
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Contoh 2.7.

2 3 -4
Kita akan mencari mariks adjoin dari 4 = [D -4 2 ‘
1 =1 5

Maka kofaktor dari kesembilan e/lemen dari A adalah sebagai berikut:

A=+ |1 Y=-18 . An=|] =-2,

wmt [ Y=t o =3 Hem
et | Ao et s
Ay =+ ]_1 ‘;‘|=—10 , Aﬂz—g ‘24=_4,

m=-lt =0,

-18 —-11 -10
Jdiadja=| 2 14 —4
4 5 -8

Dengan pertolongan matriks adjoin kita dapat mencari invers suatu matriks,

menggunakan rumus

-1 _ adj A
" det(4)

, dengan syarat det(A) = 0.

2.10 Sistem Persaman Linier dengan Matriks

Suatu persamaan linier dalam n peubah (variab/e) adalah persamaan dengan
bentuk

44 + daX 4+ 4 Xy = b

Dimana a4, ay, ..., a,, dan b adalah bilangan — bilangan real dari xy, x5, ..., x,
adalah peubah. Dengan demikian maka suatu sistem linier dari m persamaan
dalam n peubah adalah satu sistem berbentuk:



14

Ay F A%+ .+ QpXa=b

34X + yaly 4+ ...+ QynXy — h?_

Q1 Xy + QoXa + oot QX = by (L)

di mana a;; dan b; semuanya adalah bilangan — bilangan real.
Dapat dilihat bahwa sistem persamaan linier tersebut dapat di representasikan
sebagal persamaan perkalian matriks Ax = b, denjan

fyy gz - thyp
ftz; Gz v Ogp
A= : : . | berukuran m x n,
cfmt Eme 7 g
X4 b,

Matriks x = x? dan matriks b = b:z adalah matriks kolom. Untuk selanjutnya
Xn hln

jikadisebut sistem Ax = b berarti ekuivalen dengan menyebutkan Sistem

persamaan linier dengan n variabel dan m persamaan yang dapat dipresentasikan

sehagal Sistem persamaan perkalian matriks Ax = b. lika by, b, ..., b, semuanya

nol maka sistem ini d sebut sistem persamaan finier homogen. Jika terdapat

b; 0,1 < i = n makadisebut sistem persamaan linier tak homogen. Sistem —

sistem bentuk (1) disebut sebagai sistem linier m x n. Berikut adalah contoh
sistem linier:

a X1+2x1:5
EX1+3x2:B
b. X1_XZ+I3:2

2%, +x; —x3 =4

C X t+x=2
X-l-.l'p_-—-l
Xy =4
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Sistem (a) adalah sistem 2 x 2, (b) adalah sistem 2 x 3, dan (c) adalah sistem
3 x 2. Jika sistem linier tidak memiliki penyelesaian makan dikatakan bahwa
sistem tersebut tak konsisten. Jika sistem linier mempunyai paling sedikit satu
penyelesaian, maka dikatakan bahwa sistem tersebut konsisten. Himpunan
semua penyelesaian dari sistem linier disebut himpunan penyelesaian dari
sistem. Jika suatu sistem takkonsisten , maka himpunan penyelesaiannya
adalah himpunan kosong. Suatu sistem konsisten akan memiliki suatu

himpunan penyelesaian yang tak kosong (Leon, 2001:1-2).

Teorema 2.10.1

Jika A adalah suatu matriks yang invertioel, maka untuk setiap matriks

b,n x 1, sistem persamaan Ax = b memiliki tepat satu solusi, yaitu x =

A™'h (Anton & Rorres, 2004).

BuKii:

Kareng AA™*h = b, makax = A™'b adalah solusi untuk Ax = b. Untuk
menunjukkan bahwa ini merupakan satu — satunya solusi, dapar diasumsikan
bahwa x, adalah solusi sembarang, maka Ax,; = b. Dengan mengalikan kedua
sis A™!, diperoleh x, = A~ 'h.



[11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Pendlitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil, tahun garan 2018/2019 di Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan 1lmu Pengetahuan Alam (FMIPA),

Universitas Lampung.

3.2 Data Pendlitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini diperoleh dengan mengkaji jurnal dan

buku-buku teks yang berkaitan dengan bidang yang diteliti.

3.3 Metode Pendlitian

Pendlitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literature secara sistematis

yang diperoleh dari buku — buku, jurnal, maupun medialain untuk mendapatkan
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informasi sebanyak mungkin guna mendukung penulisan skripsi ini. Adapun

langkah — langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Mengumpulkan studi kepustakaan yang berhubungan dengan matriks dan
invers.

2. Mempegari dan memahami definisi dan teorema yang berkaitan dengan
penelitian ini.

3. Menentukan invers dari matriks non — bujur sangkar.

4. Menentukan Invers Moore — Penrose dari matriks non — bujur sangkar.

5. Memeriksa apakah syarat Invers Moore — Penrose terpenuhi.

6. Memeriksa apakah Invers Moore —Penrose juga memenuhi sifat — sifat
Invers pada matriks bujur sangkar.

7. Mengaplikasikan invers Moore — Penrose untuk mencari solusi pada

sistem persamaan linier dengan jumlah persamaan dan variabel berbeda.



V. SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Berdasarkan hasil pembahasan tentang Invers Moore Penrose pada matriks non —

bujur sangkar m X n, dapat disimpulkan, yaitu sebagai berikut.

1. Invers dari suatu matrik non — bujur sangkar dengan rumus

et ) adj(A),bukan Invers Moore — Penrose dari matriks non — bujur

sangkar tersebut.

2. Pada invers Moore — Penrose berlaku At = AT (AAT)™1 untuk m < n dan
AT = (ATA)71AT untuk m > n, kedua rumus tersebut juga berlaku untuk
matriks kompleks non bujur sangkar.

3. Sifat — sifat Invers pada matriks Invers Moore — Penrose

a. Sifat AA™1 = A7'A =1 tidak berlaku pada Invers Moore Penrose.
b. Invers Moore — Penrose bersifat tunggal dan sifat pada invers yaitu
jika B dan C kedua — duanya adalah invers dari matriks A maka,

B = C juga berlaku pada Invers Moore — Penrose.
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c. Pada matriks Invers Moore — Penrose (AB)~! # B4~ maka
sifat (AB)™! = B~1A~1 tidak berlaku untuk matriks Invers Moore
— Penrose.

4. Konsep invers Moore — Penrose juga dapat digunakan untuk
menyelesaikan solusi dari sistem persamaan linier yang berbentuk Ax = b
dengan matriks A invertibel dan berukuran m x n sehingga x = A*b.

5. Pada penyelesaian sistem persamaan linear dengan metode eliminasi
Gauss -Jordan yang memiliki solusi banyak, tunggal dan tidak punya
solusi sedangkan jika diselesaikan dengan metode Moore — Penrose

hanya akan diperoleh solusi tunggal dan tidak ada solusi.

5.2 Saran

Berdasarkan kesimpulan di atas disarankan untuk penelitian berikutnya dapat
dibahas tentang Invers Moore — Penrose matriks non — bujur sangkar m X n dan

sifat — sifat Invers dengan cara yang lainnya.
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