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ABSTRACT

RUANG BARISAN SELISIH I3/5(45)

by
Aulia Rahman

One of study fields in mathematics is the field of analysis. In this field, the
concept of sequence space is included as often discussed. In sequence space as
one of the concepts in the field of analysis, it discusses the sequence space where
[, is a collection of sequence spaces that supysq |x;| < o, ¢y is a collection of
number sequence converges to 0, c is a collection of all convergent sequences and
Ly is Y-y |x|” < co. The row space itself is a space that contains sequences while
the joint sequence is a function whose domain is a real number that has a real
value. In this research, a sequence space difference in sequence space l3,, will be
constructed with certain norms. In this study will show the nature of the sequence
space difference I3/, , I3/, (), I3,2(4;) is a limited sequence space, covergen and
is a Banach space. Furthermore, from this study itself will show that the sequence
space difference l5,,(4,) is a banach space.

Key Words : Bernorm Space, Difference Sequence, Banach Space.



ABSTRAK
RUANG BARISAN SELISIH I3/,(A;)
oleh

Aulia Rahman

Salah satu bidang kajian yang berada pada matematika adalah bidang analisis.
Dalam bidang ini, konsep ruang barisan termasuk yang sering dibicarakan. Pada
ruang barisan sebagai salah satu konsep yang ada di bidang analisis, membahas
tentang ruang barisan yang dimana [, adalah koleksi ruang barisan
yang supysq |xx| < o, ¢, adalah koleksi barisan bilangan yang konverken ke-0,
c adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan [, adalah Y3, [xx|° < co.
Ruang barisan sendiri merupakan ruang yang isinya barisan sedangkan barisan
sendiripun merupakan suatu fungsi yang domainnya bilangan asli yang bernilai
real. Dalam Penelitian ini akan dikonstruksikan ruang barisan selisih pada ruang
barisan [3,, dengan norma tertentu. Pada penelitian ini akan menunjukan sifat
ruang barisan selisih l3,, , I3, (4), l3/2(A;) adalah ruang barisan terbatas,
kovergen dan merupakan ruang banach. Selanjutnya dari penelitian ini sendiri
akan menunjukan bahwa ruang barisan selisih l5,,(A,) merupakan ruang banach.

Kata Kunci : Ruang Bernorm, Ruang Barisan Selisih, Ruang Banach.
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu pasti memiliki peranan penting dalam perkembangan
maupun kemajuan sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran ahli matematika
digunakan sebagai dasar pemikiran, perhitungan dalam pengambilan keputusan.

Oleh karena itu, perkembangan ilmu matematika sangat dibutuhkan.

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis. Bidang ini
merupakan bagian dari matematika. Dalam bidang ini, konsep ruang barisan
termasuk yang dibicarakan. Pada ruang barisan sebagai salah satu konsep yang
ada di bidang analisis, membahas tentang ruang barisan yang dimana [, adalah
koleksi ruang barisan yang supysq |xx| < o, ¢, adalah koleksi barisan bilangan
yang konvergen ke-0, ¢ adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan [,
adalah Y5>, |x,|° < oo. Kemudian dari pemikiran dasar tersebut digunakan oleh
Colak R. (1995), dengan menambahkan sebuah kondisi ke dalam ruang barisan
tersebut sehingga menjadi ruang barisan [, (4), c(4),co(4),dan l,(A). Dari
pemikiran tersebut penulis mencoba mempelajari lebih dalam tentang salah satu

ruang barisan, yaitu barisan I3, (4,).



1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah untuk menunjukan ruang barisan selisih I3/, ,
l32(4), dan I3,,(A;), adalah ruang barisan terbatas , konvergen dan

merupakan ruang Banach.

1.3 Manfaat penelitian

Manfaat penelitian ini selain memahami sifat dan masalah pada ruang barisan
l3/,, ruang barisan selisih l3,,(A), dan ruang barisan selisih I5,,(4;), juga
dapat memberi ide bagi penulis lain untuk meneliti lebih lanjut ruang barisan

selisih yang lebih umum.



1. Tinjauan Pustaka

2.1 Barisan Bilangan Real

Definisi 2.1.1

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat
positif. Misal terdapat bilangan bulat positif 1,2,3,..,k, ... yang bersesuaian
dengan bilangan real x, tertentu, maka x;, x,, ..., X, ... dikatakan barisan. (Mizrahi

dan Sulivan, 1982)

Definisi 2.1.2

Bilangan-bilangan c;, c,, c3, ..., ¢, disebut barisan bilangan tak hingga c, disebut
suku umum dari barisan. Bilangan n,(n = 1,2,3,...) adalah nomor urut atau
indeks yang menunjukkan letak bilangan tersebut dalam barisan. (YYahya, Suryadi,

Agus, 1990)

Definisi 2.1.3

Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas. (Martono, K 1984)
Bukti :

Misalkan barisan bilangan real {a,} konvergen ke a, akan ditunjukkan terdapat

suatu bilangan real M > 0 sehinga |a,| < M untuk setiap n € N. Karena {a,}



konvergen ke a, maka terapat suatu n, € N sehingga n > ny, = |a, —a| < 1.
Akibatnya |a,| = |a, —a + a| < |a, —a| + |a| < 1 + |a| untuk setiap n > n,,.
Ambillah M = maks(la,l, |a,l, ..., |an,|, lal + 1), maka setiap n € M berlaku

la,| < M, yang berarti bahwa barisan bilangan real {a,} terbatas.

Definisi 2.1.4
Suatu barisan yang mempunyai limit dinamakan barisan konvergen dan barisan

yang tak konvergen dinamakan barisan divergen. (Martono, K 1984)

Definisi 2.1.5
Diberikan w yaitu koleksi semua barisan bilangan real. (Darmawijaya, 2007)
jadi :
w = {X = {x,}: x, € R}
a. Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p < oo didefinisikan

P = {x € {x,} € w:ZIxnlp < 00}

n=1

dan norm pada [P yaitu

b.  Untuk p = oo didefinisikan

lo = {9? = {x,} € w:sup|x,| < 00}

nz1

dan norm pada [, yaitu

llxllec = suplxyl.
n=1



2.2 Ruang Bernorm

Ruang Bernorm merupakan suatu fungsi dari vektor x ke rR ||.|| =x - R yang

mempunyai sifat-sifat :

i. |lx]l = 0 untuk setiap x € X
ii. |lx]| = 0, jika dan hanya jika x = 0, (0 vektor nol)
iii.  |lax|| = || - ||x]| untuk setiap skalar « dan x € X.

iv. |lx+ yll < x|l + l|y]l untuk setiap x,y € X

disebut norma(norm) pada X dan bilangan nonnegatif ||x|| disebut norma vektor x.
Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ||-|| disebut ruang bernorma
(norm space) dan dituliskan singkat dengan X, ||-|| atau X saja asalkan normanya

telah diketahui. (Darmawijaya, 2007)
Definisi 2.2.1

Dalam ruang linear bernorma X berlaku |[x]|| — ||yl < llx — yl| untuk setiap

x,y € X. (Maddox, 1970)

Bukti :

untuk setiap x,y € X diperoleh :

lxll =yl = llx =y + yll = llyll < llx =yl + llyll = llyll = llx = ¥lI.

Definisi 2.2.2 Barisan {x.} di dalam ruang bernorma X dikatakan konvergen

(convergent) jika ada x € X sehingga untuk setiap bilangan asli € > 0 terdapat



bilangan asli n, (bergantung pada €), sehingga untuk setiap bilangan asli n > n,
berlaku.

I, — x|l <e
Jika demikian halnya, dikatakan barisan {x»} konvergen ke x atau barisan {x»}
mempunyai limit x untuk n — oo dan ditulis dengan

lim, e ||, —x|| <€

atau dapat ditulis dengan lim x,, = x. Sedangkan titik x disebut titik limit barisan

n—oo

{x»} . (Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.2.3 Barisan {x.} di dalam ruang bernorma (X, ||.||) disebut barisan
Cauchy atau barisan fundamental jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat
bilangan asli n,, sehingga untuk setiap dua bilangan asli m,n > n, berlaku ||x,,—

x,|| < € . (Robert and Ronald, 2000)

Teorema 2.2.4 Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma X, .

merupakan barisan Chaucy. (Robert and Ronald, 2000)

Definisi 2.2.5 Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan

Cauchy di dalamnya konvergen. (Robert and Ronald, 2000)

Definisi 2.2.6
Misal p, q € (1, o) dengan % + % = 1 (q konjugat p), untuk x € [, dan y € L,

(XnYn)nen € 17 dan Yoy |x,y,| < [lx[[P|lyll? . (Darmawijaya, 2007)



Teorema 2.2.7
[P(1 < p < o) merupakan ruang bernorma terhadap norm ||. ||,,. (Darmawijaya,

2007)

2.3 Ruang Banach
Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai
ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorma X berlaku kondisi

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen. (Darmawijaya, 2007)

Teorema 2.3.1 ( Ketaksamaan Ho’lder )

L. untuk setiap ¥ = {x,} € £;dany = {y,} € £, benar bahwa
> i
n=1

dengan ||X||; = |x,| dan ||y]| = sup |yy|

n=1

co
< ) 1l < 171 151
n=1

o)

n=1

ii. jika 1 < p,q < ocodan %+$= 1,maka untuk setiap X = {x,}€

t,,dany = {y,} € ¢, benar bahwa

PES2
n=1
%) l 0 1
P q
dengan [|X||, = {lenlp} dan ||y, = {lenlq}
n=1 n=1

(Robert and Ronald, 2000).

oo

< z|xnyn| < 1%l 11l

n=1




Teorema 2.3.2 ( Ketaksamaan Minkowski )
Jikal < p < oomakauntuksetiapX = {x,},J = {y,} € £, benar bahwa
IX+3 1, < lIxll, + 117,

(Robert and Ronald, 2000).

Teorema 2.3.3

Jika bilangan real p dengan 1 < p < oo, maka (fp,ll.llp) merupakan Ruang
Banach. (Darmawijaya, 2007)

Definisi 2.3.4

Ruang barisan, himpunan dari barisan bilangan yang memiliki syarat

L, = {x =(x,)EX: lekl < 00}
k=1

L, koleksi barisan bilangan yang Y., | x| < oo.
L,(8) = {x = (xp): Ax € 1)}

L,(A) koleksi barisan bilangan yang Ax € 1,
Ly(Ap) = {x = (xp): Apx € 1)}

L,(A) koleksi barisan bilangan yang A, x € L,

(H.Kizmaz, 1981)

2.4 Ruang Barisan Selisih

Definisi 2.4.1
Ruang barisan selisih merupakan barisan yang dibentuk dari selisih antar

komponen. Diperlihatkan barisan selisih bilangan sebagai berikut :



Jika ¥ = {x;} suatu barisan bilangan dan
AX = {x;41 — x;} untuk setiap k € N

AX disebut barisan selisih pertama terhadap barisan ¥ = {x}

Mm% = {BAm %y = 2o (=1)" () Xk4m—i}, Untuk setiap k € N

A, % disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan ¥ = {x;}

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan

AX = {Axy }, A% = {Ayxp ), .., Apxr = {Anxi}  yang disebut dengan barisan
selisih pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m.

(H.Kizmaz, 1981)



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2018/2019 di jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode studi literatur.

Dengan langkah-langkah sebagai berikut:

Diawali dengan studi sejumlah konsep tentang barisan, ruang barisan, ruang
Bernorm, dan ruang Banach. Selanjutnya dikonstruksikan langkah-langkah untuk
menunjukan bahwa ruang I, l3/,(4), 13,2(A;), merupakan ruang Bernorm yang

konvergen, sehingga menjadi ruang Banach.



V. KESIMPULAN

Hasil dari penelitian ini dapat disimpulkan bahwa Ruang barisan (l3/2,||.||3/2) ,

(L3/2(8), - llaz/2y)  dan (Ls/2(82), Il lla,3/29) Yang normanya masing — masing

1
adalah |lxll3/, = {Zizalxe 272, lxllas/zy = 12| + 1A%, dan [xlay/2) =

|1 | + |x2| + ||Az%]5,, merupakan ruang Banach.
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