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ABSTRAK

DIMENSI PARTISI GRAF PETERSEN DIPERUMUM , UNTUK n GANJIL

OLEH

DEBY ANASTASYA

Dimensi partisi diperkenalkan oleh Chartrand pada tahun 1998. Misalkan suatu
graf, dengan titik ∈ ( ) dan ⊂ ( ). Titik-titik tersebut dibagi menjadi -
partisi, dinotasikan , , … , .  Himpunan ∏ = { 1, 2, … , } adalah
himpunan -partisi terurut.  Representasi untuk setiap ∈ ( ) terhadap ∏
adalah jarak minimum dari suatu titik ke dengan 1 ≤ ≤ , dinotasikan
dengan ( |∏) = ( ( , ), ( , ), … , ( , )). Jika setiap titik memiliki
representasi yang berbeda, maka ∏ disebut partisi pembeda dengan -partisi
pembeda. Nilai k terkecil dari -partisi pembeda terhadap ( ) disebut dimensi
partisi dari , dinotasikan dengan ( ). Pada penelitian ini diperoleh, dimensi
partisi graf Petersen diperumum , adalah 3.  Selanjutnya dimensi partisi
operasi tertentu graf Petersen diperumum , untuk layer = 1,2 adalah 3,
sedangkan untuk layer≥ 3 adalah 4.

Kata Kunci : Graf, Dimensi Partisi, Graf Petersen Diperumum



ABSTRACT

PARTITION DIMENSION OF GENERALIZED PETERSEN GRAPHS ,
FOR ODD

By

DEBY ANASTASYA

The partition dimension was introduced by Chartrand in 1998. Let be a
connected graph, with ∈ ( ) dan ⊂ ( ). Those vertices are divided into

-partition, denoted by , , … , . Set of ∏ = { 1, 2,… , } be an ordered
set of -partition. The representation of every ∈ ( ) with respect to ∏ is a
minimum distance of a vertex to with 1 ≤ ≤ , denoted by ( | ∏) =( ( , ), ( , ), … , ( , )). If every vertex has distinct representation, ∏ is
called a resolving -partition. The minimum for which there is a resolving -
partition of ( ) is called the partition dimension of , denoted by ( ). The
partition dimensions of generalized Petersen graph are , is 3 for odd.
Furthermore, certain operation of partition dimensions of generalized Petersen
graph , for layers = 1,2 is 3, while for layer ≥ 3 is 4.
Keyword : Graph, Partition Dimension, Generalized Petersen Graph
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam ilmu matematika.  Pada awalnya,

teori graf diperkenalkan oleh Leonard Euler pada tahun 1736 dalam bukunya

Solution Problematics Ad Geometriam Situs Pertinentis. Buku tersebut berisi

tentang penyelesaian masalah jembatan Konigsberg yaitu kasus transportasi

dimana hanya melewati sekali jalan dari empat daerah yang dihubungkan oleh

tujuh jembatan dan kembali ke tempat awal.  Berdasarkan representasi graf yang

digunakannya, Euler membuktikan bahwa tidak mungkin melewati setiap

jembatan tepat satu kali dan kembali ke posisi awal.

Gambar 1.  Jembatan Konisberg

Saat ini, perkembangan teori graf maju pesat.  Teori graf banyak digunakan untuk

menyelesaikan masalah yang ada dalam kehidupan.  Tidak hanya untuk bidang
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matematika saja, namun juga bidang ilmu yang lainnya. Salah satu kajian dalam

teori graf adalah dimensi partisi.  Dimensi partisi diperkenalkan oleh Chartrand

pada tahun 1998.  Dimensi partisi merupakan hasil pengembangan dari dimensi

metrik.

Misalkan G graf suatu graf, dengan ∈ ( ) dan ⊂ ( ). Jarak dari titik v ke

himpunan , dinotasikan dengan ( , ) adalah { ( , ), ∈ } dengan( , ) adalah jarak antara titik dan . Misalkan ∏ = { 1, 2, … , } adalah

partisi dari ( ) dengan , , … , kelas kelas dari ∏. Representasi v terhadap

∏ dinotasikan dengan ( | ∏ ), adalah k-pasangan terurut( ( , ), ( , ), … , ( , )). ∏ disebut partisi pembeda dari ( ) jika( | ∏ ) ≠ ( | ∏ ) untuk setiap 2 titik berbeda , ∈ ( ). Dimensi partisi

dari graf , dinotasikan dengan ( ) adalah nilai k terkecil sehingga

mempunyai partisi pembeda dengan k kelas (Chartrand dkk., 1998). Banyak

penelitian tentang dimensi partisi pada graf yang telah dilakukan oleh Chartrand

dkk., diantaranya pada graf lintasan, graf lingkaran, graf bintang ganda, dan lain-

lain.

Penelitian tentang dimensi partisi juga dilakukan oleh Asmiati pada tahun 2012,

mengenai dimensi partisi graf amalgamasi bintang.  Graf amalgamasi bintang

, adalah graf yang diperoleh dari buah graf bintang , dengan

menyatukan sebuah daun dari setiap graf bintang tersebut (Asmiati, 2012). Misal

∏ adalah partisi pembeda dari graf , , , ≥ 2, dengan |∏| ≥ − 1.  Partisi

pembeda ∏ adalah hasil partisi dari graf , jika dan hanya jika dan , =
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dalam kelas yang sama pada kelas kombinasi { | = 1,2, … , − 1} dan jika{ | = 1,2, … , − 1} adalah pembeda (Asmiati, 2012).

Graf Petersen adalah graf yang memiliki 10 titik, 15 sisi, dan setiap titiknya

berderajat 3 dengan 5 titik di luar dan 5 titik di dalam yang dihubungkan dengan 5

sisi (Watkins, 1969). Graf Petersen diambil dari nama Peter Christian Julius

Petersen untuk menghargainya. Banyak topik pada teori graf yang bisa dikaitkan

dengan graf Petersen, antara lain masalah Eulerian, Hamiltonian, faktorisasi,

Planaritas, hingga automorfisma suatu graf.

Berdasarkan uraian di atas, akan dilakukan penelitian tentang dimensi partisi pada

graf Petersen diperumum , .  Menentukan bentuk umum dimensi partisi pada

graf Petersen merupakan permasalahan yang rumit, karena belum adanya teorema

yang dapat digunakan untuk menentukan dimensi partisi pada graf Petersen

diperumum. Setelah menentukan dimensi partisi graf Petersen diperumum , ,

selanjutnya akan ditentukan hasil operasi pada graf Petersen diperumum , ,

dengan adalah banyaknya lapisan graf Petersen.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah :

1. Menentukan dimensi partisi graf Petersen diperumum , untuk n ganjil.

2. Menentukan dimensi partisi dari operasi tertentu graf Petersen diperumum

, untuk ganjil.
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1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang didapat dari penelitian ini adalah :

1. Mengembangkan wawasan mengenai teori graf terutama tentang dimensi

partisi dari graf Petersen , .

2. Sebagai referensi lanjutan untuk penelitian mengenai dimensi partisi pada

graf lainnya.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Graf adalah himpunan terurut ( ( ), ( )) dengan ( ) menyatakan

himpunan titik (vertex) tak kosong dan ( ) menyatakan himpunan sisi (edge)

yakni pasangan tak terurut dari ( ).  Banyaknya himpunan titik ( ) disebut

orde dari graf .  Misalkan dan adalah titik pada graf , jika dan

dihubungkan oleh sisi , maka dan dikatakan bertetangga (adjacent),

sedangkan titik dan dikatakan menempel (incident) dengan sisi e, demikian

juga sisi e dikatakan menempel dengan titik dan .  Himpunan tetangga

(neighbourhood) dari suatu titik , dinotasikan dengan ( ) adalah himpunan

titik-titik yang bertetangga dengan (Deo, 1989). Berikut contoh graf dengan 5

titik dan 7 sisi.

Gambar 2. Contoh Graf dengan 5 Titik dan 7 Sisi
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Banyaknya himpunan titik ( ) disebut orde dari graf jika titik dan

dihubungkan oleh sisi , maka titik u dan dikatakan bertetangga (adjacent),

sedangkan titik dan menempel (incident) dengan sisi e, demikian juga sisi e

dikatakan menempel pada titik dan .  Himpunan tetangga dari v dinotasikan

dengan ( ) adalah himpunan titik-titik yang bertetangga dengan v.  Pada

Gambar 2, titik bertetangga dengan dan .  Sisi menempel pada titik

dan .  Derajat (degree) dari v adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik

v.  Derajat pada titik ∈ ( ) dinotasikan dengan ( ).  Daun (pendant vertex)

adalah titik yang berderajat satu.  Pada Gambar 2, ( ) = 3, ( ) = 2,( ) = 3, ( ) = 3, ( ) = 1 dan pada graf tersebut terdapat daun yaitu

pada titik .

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama.  Pada

Gambar 2 terdapat loop pada titik yaitu . Sedangkan dan merupakan

sisi paralel.  Sisi paralel adalah sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama.

Graf sederhana adalah graf yang tidak memiliki dua atau lebih sisi yang

menghubungkan dua titik yang sama (multiple edge) atau loop.  Graf pada

Gambar 2 bukan merupakan graf sederhana karena terdapat loop ( ) dan sisi

paralel ( dan ). Suatu graf disebut graf lengkap (complete graph) jika graf

tersebut merupakan graf sederhana dan setiap titik terhubung ke setiap titik yang

lain.  Sedangkan pada graf tak lengkap terdapat pasangan titik yang tidak

dihubungkan oleh sisi.
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Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari titik dan sisi yang dimulai dan diakhiri

dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan

sesudahnya.  Lintasan (path) adalah jalan yang melewati titik-titik yang berbeda.

Contoh lintasan dapat ditunjukkan pada Gambar 2 yaitu , , , , , , .
Siklus (cycle) adalah lintasan tertutup (closed path), yaitu lintasan yang memiliki

titik awal dan titik akhir yang sama.  Contoh siklus pada Gambar 2 adalah, , , , , , , , .
Suatu graf dikatakan terhubung jika terdapat sekurang-kurangnya satu lintasan

untuk sembarang dua titik berbeda.  Jika tidak demikian, graf disebut graf tak

terhubung.  Berikut contoh dari graf terhubung dan tak terhubung. Pada Gambar

4 tidak terdapat lintasan dari titik a,b,c ke titik d,e.f sehingga graf tak terhubung.

Gambar 3. Contoh Graf Terhubung Gambar 4. Contoh Graf Tak Terhubung

2.2 Graf Petersen yang Diperumum

Menurut Watkins (1969), graf Petersen diperumum merupakan graf teratur

berderajat tiga.  Misalkan { , , … , }menyatakan banyaknya titik lingkaran

luar dan { , , … , } menyatakan banyaknya titik lingkaran dalam untuk ≥ 3.
Graf Petersen diperumum dinotasikan dengan , , ≥ 3,1 ≤ ≤ , 1 ≤ ≤
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adalah graf yang memiliki 2 titik { } ∪ { } dan sisi { } ∪ { } ∪{ }.

Gambar 5.  Contoh Graf Petersen ,
2.3 Operasi Tertentu Graf Petersen Diperumum

Misalkan terdapat s buah graf Petersen diperumum , . Titik luar , =1, 2, … , untuk graf Petersen yang ke-t , = 1, 2, … , , ≥ 1 dinotasikan dengan

.  Titik dalam , = 1, 2, … , untuk graf Petersen diperumum yang ke-t ,= 1, 2, … , , ≥ 1 dinotasikan dengan .  Graf Petersen diperumum ,
diperoleh dari ≥ 1 graf , , yang mana setiap titik luar , ∈ [1, ], ∈ [1, ]
dihubungkan oleh suatu lintasan ( ), = 1, 2, … , − 1, ≥ 2.
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Gambar 6. Contoh Graf Petersen 3 ,

2.4 Dimensi Partisi Graf

Misalkan G graf suatu graf, dengan v ∈ V (G) dan S ⊂ V (G). Jarak antara v dan

S, dinotasikan dengan d(v, S) adalah min {d(v, x), x ∈ S } dengan d(v, x) adalah

jarak antara v dan x. Misalkan ∏ = {S1, S2, …, Sk} adalah partisi dari V(G) dengan

S1, S2, …, Sk kelas kelas dari ∏. Representasi v terhadap ∏, dinotasikan dengan

r(v|∏), adalah k-pasangan terurut (d(v, S1), d(v, S2), … , d(v, Sk)). ∏ disebut partisi

pembeda dari V(G) jika r(u|∏) ≠ r(v|∏) untuk setiap 2 titik berbeda u, v ∈ V(G).

Dimensi partisi dari G, dinotasikan dengan pd(G) adalah nilai k terkecil sehingga

G mempunyai partisi pembeda dengan k kelas (Chartrand dkk., 1998).

Berikut ini akan diberikan contoh dimensi partisi pada suatu graf.

Gambar 7.  Graf dengan 4 titik dan 5 sisi

Ambil ∏ ={S1, S2}, dengan S1 = {v1}; S2 = {v1, v2, v3}, sehingga representasi

titiknya adalah r(v1|∏) = (0,1); r(v2|∏) = (1,0); r(v3|∏) = (1,0); r(v4|∏) = (1,0).

Karena ada representasi titik yang sama untuk ∏ = {S1, S2}, maka ∏ = {S1, S2}
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bukan partisi pembeda. Sehingga banyaknya anggota himpunan ∏ = {S1, S2}

tidak dapat dikatakan dimensi partisi. Oleh karena itu, ambil ∏ yang lain. Ambil

∏ = {S1, S2, S3} dengan S1 = {v1}, S2 = {v2, v3}, S3 = {v4} sehingga representasi

titiknya adalah r(v1|∏) = (0,1,1); r(v2|∏) = (1,0,1); r(v3|∏) = (2,0,1); r(v4|∏) =

(1,1,0).

Karena representasi setiap titiknya berbeda untuk ∏ = {S1, S2, S3}, maka ∏ = {S1,

S2, S3} merupakan partisi pembeda. Selain itu banyaknya anggota basis ini

merupakan yang minimum sehingga banyaknya anggota ∏ = {S1, S2, S3} dapat

dinyatakan sebagai dimensi partisi dari graf tersebut. Sehingga dimensi partisi

dari graf tersebut adalah tiga.

Berikut ini Chartrand dkk. (1998) telah memberikan teorema dari dimensi partisi

graf lingkaran.

Teorema 2.4.1 (Chartrand dkk., 1998) Misalkan ≥ 3, maka dimensi partisi

graf lingkaran adalah 3.

Berikut ini adalah contoh dari penentuan dimensi partisi pada graf lingkaran .

Diberikan graf lingkaran akan ditentukan bahwa ( ) = 3.
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Gambar 8.  Dimensi Partisi Graf Lingkaran

Graf lingkaran dipartisi sedemikian sehingga diperoleh Π = { , , },
pemberian label pada graf adalah : = { , , , , }; = { };= { };
Maka representasi dari semua titik adalah :( |Π) = (0,1,3); ( |Π) = (1,0,2); ( |Π) = (0,1,1);( |Π) = (1,2,0); ( |Π) = (0,3,1); ( |Π) = (0,3,2);( |Π) = (0,2,3). Karena representasi dari setiap titik berbeda, maka Π adalah

partisi pembeda dari graf lingkaran dan ( ) ≤ 3.
Untuk menunjukkan ( ) ≥ 3, andaikan terdapat partisi pembeda Π = { , },
dengan = { , , , }; = { , , }, maka titik , , memiliki

representasi yang sama yaitu (1,0), hal ini kontradiksi dengan pengandaian.  Jadi( ) ≥ 3.  Akibatnya, ( ) = 3.



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung.  Waktu untuk dilakukannya penelitian

adalah pada semester ganjil dan genap tahun ajaran 2018-2019.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah untuk menentukan bentuk umum dimensi partisi graf Petersen

, dengan berbilangan ganjil adalah :

1. Mengkonstruksi graf Petersen , tertentu.
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2. Memilih titik tertentu dalam graf Petersen , sebagai titik awal dalam graf

Petersen , .

3. Memberi label pada kelas-kelas partisi dengan partisi seminimal mungkin.

4. Menentukan dimensi partisi graf Petersen diperumum , untuk ganjil.

 Metode yang dilakukan untuk menentukan dimensi partisi graf Petersen

diperumum , untuk ganjil adalah dengan menentukan batas bawah

dan batas atas dari ( , ).
 Batas bawah dimensi partisi graf Petersen diperumum untuk ganjil

dibutuhkan sekurang-kurangnya 3 partisi pembeda, berdasarkan Teorema

2.4.1. Hal ini disebabkan karena graf Petersen diperumum , memuat

lingkaran.

 Batas atas dimensi partisi graf Petersen diperumum untuk ganjil dapat

ditentukan dengan mengkontruksi partisi-partisi yang memenuhi

persyaratan dimensi partisi pada graf Petersen diperumum.  Kontruksi

dapat diawali dari pemberian label partisi pada titik-titik graf Petersen

diperumum, sehingga diperoleh partisi pembeda graf tersebut.  Hal ini

dilakukan dengan memperlihatkan struktur graf Petersen tersebut.

5. Menentukan dimensi partisi dari operasi tertentu beberapa graf Petersen

diperumum , untuk ganjil.

 Metode yang dilakukan adalah mendefinisikan graf Petersen diperumum

dengan operasi tertentu, yaitu , . Misalkan terdapat s buah graf

Petersen diperumum , . Titik luar , = 1, 2, … , untuk graf

Petersen yang ke-t , = 1, 2, … , , ≥ 1 dinotasikan dengan .  Titik

dalam , = 1, 2, … , untuk graf Petersen diperumum yang ke-t ,
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= 1, 2, … , , ≥ 1 dinotasikan dengan .  Graf Petersen diperumum

, diperoleh dari ≥ 1 graf , , yang mana setiap titik luar , ∈[1, ], ∈ [1, ] dihubungkan oleh suatu lintasan ( ), =1, 2, … , − 1, ≥ 2. Notasi dapat juga disebut layer dari graf Petersen

diperumum , .

 Menentukan dimensi partisi dari operasi tertentu graf Petersen

diperumum , adalah dengan menentukan batas bawah dan batas atas

dari ( , ).
 Batas bawah dimensi partisi dari operasi tertentu graf Petersen

diperumum , untuk ganjil dibutuhkan sekurang-kurangnya 3 partisi

pembeda untuk = 1,2 dan sekurang-kurangnya 4 partisi pembeda untuk≥ 3. Hal ini disebabkan graf Petersen diperumum memuat lingkaran

(Teorema 2.4.1).

 Batas atas dimensi partisi dari operasi tertentu graf Petersen diperumum

, untuk ganjil dapat ditentukan dengan mengkontruksi partisi-

partisi yang memenuhi persyaratan dimensi partisi pada graf Petersen

diperumum.  Kontruksi dapat diawali dari pemberian label partisi pada

titik-titik operasi tertentu graf Petersen diperumum, sehingga diperoleh

partisi pembeda graf tersebut.  Hal ini dilakukan dengan memperlihatkan

struktur graf Petersen tersebut.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dimensi partisi graf Petersen diperumum , untuk ≥ 3 ganjil adalah 3.

Selanjutnya dimensi partisi operasi tertentu graf Petersen diperumum , untuk≥ 3 ganjil dan = 1,2 adalah 3, sedangkan untuk ≥ 3 adalah 4.

5.2 Saran

Penelitian ini memberikan masalah terbuka untuk penelitian selanjutnya, yaitu

menentukan dimensi partisi graf Petersen , dengan > 1.
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