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ABSTRACT

RUANG BARISAN SELISIH L,(A2)

by

Della Kharisma

Row is & function whose domain is @ set of natural numbers. A linear space
consisting of ranksis called a row room. One of the frequently studied row spaces
isthe L, space defined 1, = {i =({x,)CR: {E:’:llxnﬁ‘}% < oot withl < p < co.
In this study, arow space differencein the [, sequerice space is corstructed with
certain norms. The row of the difference in spaceis L,,(A), and L,(4;) . Inthis
study the properties of the row space of the difference are shown. The results

show that space L, 1,(A), dan [,,(A;) are banach spaces.

Key Words: Bernorm Space, Difference Row Space, Banach Space.



ABSTRAK

RUANG BARISAN SELISIH Ly(A;)

oleh
Ddla Kharisma

Barisan adalah suatu fungsi yang domamnnya adalah himpunan bilangan asi.
Ruang linier yang beranggotakan barisan disebut ruang barican. Salah satu ruang

barisan yang sering dikaji adalah ruang [,, vang didefinisikan [, = {i =(x, ) cR:

(Z',T_llx,llf‘?!*' < 00} dengan 1 < p < oo . Daiam penelitian ini dikonstruksikan
ruang barisan selisih pada ruang barisan [,, dengan norma tertentu. Ruang barisan
selisih yang dimaksud adalah [,,(4), dan 1,(4;). Pada penelitian ini ditunjukkan
sifat-sifat dar ruang barisan selisih tersebut. Hasil menunjukkan bahwa ruang

Ly Ly(4), dan 1,(A; ) merupakan ruang banach.

Kata Kunci : Ruang Bernorm, Ruang Barisan Selisih, Ruang Banach.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Semakin berkembangnya teknologi, para matematikawan juga semakin
mengembangkan teori-teori yang ada. Salah satu teori matematika yang banyak
dikembangkan yaitu cabang keilmuan analisis. Analisis merupakan salah satu
cabang matematika yang terus menerus mengalami perkembangan dari analisis
klasik menjadi analisis modern. Analisis klasik berbicara tentang sistem bilangan,
kekonvergenan suatu barisan maupun deret, kekontinuan, pendiferensiadan, serta
pengintegralan. Sedangkan analisis modern itu sendiri berbicara tentang konsep
ruang yang bersifat abstrak. Salah satunya yaitu membahas tentang konsep ruang

barisan.

Ruang barisan yang akan dibahas kali ini yaitu ruang barisan selisih kedua yang
dinotasikan 1,,(4;). Sebelum kita menunjukkan bahwa [,(4;) merupakan ruang
Banach (ruang bernorma lengkap) maka perlu diketahui terlebih dahulu apakah

barisan tersebut ruang bernorma, konvergen dan terbatas.

Menurut Darmawijaya (2007), ruang bernorma adalah ruang linear X yang

dilengkapi dengan suatu norma ||. || dan mempunya sifat-sifat:



i. |lx|l = 0 untuk setigpx € X
ii. |lx|l = 0.jikadan hanyajikax = 0, (0 vektor nol)
iii.  |lax|| = |a| - ||x|| untuk setiap skaler a dan x € X.

iv. lx+ ¥l <= |lx|l + |||l untuk setiagp x, v € X

Dari konsep tersebut penulis mencoba mengkaji lebih dalam tentang ruang

Banach salah satu ruang barisan, yaitu barisan I, , 1,,(A] , dan 1,,(Ay).

1.2 Tujuan Pen€litian

Adapun tujuan penelitian ini yaitu menunjukkan bahwa [,, [,(A], dan [,(4;)

merupakan ruang Banach.

1.3 Manfaat penelitian
Adapun tujuan pendlitian ini diantaranya:

1. Memahami sifat-sifat ruang bernorm pada L, ,L,,(A), dan 1,,(4;)

2. Memahami kekonvergenan dan masalah ruang barisan selisih L, , 1,,(A],
dan L,(A;)

3. Dapat menunjukkan L, ,1,(A), dan [,(A,) merupakan ruang Banach

4. Dapat memberi ide bagi penulis lain untuk meneliti lebih lanjut ruang

barisan sdlisih.



1. Tinjauan Pustaka

2.1 Barisan

Definisi 2.1.1

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan asli.
Misal terdapat bilangan bulat positif 1,2,3,..,n,...yang bersesuaian dengan
bilangan real x, tertentu, maka x;, x5, X3, ..., X, .. dikatakan barisan (Mizrahi

dan Sullivan, 1982).

Contoh 2.1.1

(%) merupakan barisan (barisan bilangan real dengan unsur ke-n ) adalah
() = (%) Jika barisan itu dipandang sebagai fungsi g: N - R maka
gt = (x) = (3)

{x,} = {%} dan jika barisan itu dipandang sebagai himpunan terurut dapat ditulis

sebagai berikut: (1%% )



Definisi 2.1.2

Misal L adalah suatu bilangan real dan {x,} suatu barisan, {x,} konvergen ke L
jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat suatu bilangan asli N, sehingga |x,, —
L| < € untuk setiapn > N

Suatu bilangan L dikatakan limit dari suatu barisan takhingga x, x,, ... jika ada
bilangan real positif € sehingga dapat ditemukan bilangan asli N yang tergantung
pada e sehingga |x, — L| < € untuk setiap n > N, dan suatu barisan dikatakan

konvergen jika ia mempunyai nilai limit (Mizrahi dan Sulivan, 1982).

Contoh 2.1.2

Tunjukkan barisan ("TH) konvergen ke 1.
Untuk menunjukkan barisan ("T“) konvergen ke 1, ambil sebarang € > 0 maka
1>0
&
- 1 1
Pilih ny, = - untuk n = ny = -

Berlaku |nT+1— 1| = |

n+1—n| 1 1
n

Dengan kata lain terbukti bahwa barisan (nTH) konvergen ke 1 atau

. n+1
lim,,_ o —= 1

Teorema 2.1.3

Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas (Martono, 1985).



Bukti :

Misalkan barisan bilangan real {a,} konvergen ke a, akan ditunjukkan terdapat
suatu bilangan real M > 0 sehinga |a,| < M untuk setiap n € N. Karena (an)
konvergen ke a, maka terapat suatu n, € N sehingga n > ny, = |a, —a| < 1.
Akibatnya |a,| = |a, —a + a| < |a, —al| + |a|] < 1 + |a| untuk setiap n > n,.
Ambillah M = maks(la,l, |a,l, ..., |an,|, lal + 1), maka setiap n € M berlaku

la,| < M, yang berarti bahwa barisan bilangan real {a,} terbatas.

Contoh 2.1.3

Diberikan barisan X = (a,,) dengan (a,) = (%)

Apabila M = 0sehingga |a,,| < M, pilihM =1

Untuk setiapn = 1,2,3, ... ...

Dengan kata lain (x,) = (%) barisan terbatas.

Definisi 2.1.4
Suatu barisan x = (x,) dikatakan terbatas jika dan hanya jika terdapat suatu
bilangan M > 0 sehingga |x,| < M Vvn € N. Himpunan dari semua barisan

terbatas dilambangkan dengan [, (Maddox, 1970).

Definisi 2.1.5
Suatu barisan (x,,) dikatakan mempunyai limit L bila untuk setiap bilangan € > 0

dapat dicari suatu nomor indeks n, sedemikian sehingga untuk n > n, berlaku



L—¢<x, <L+ ¢ (atau |x,, — L| < €) artinya jika L adalah limit dari (x,,) maka

x, mendekati L jika n mendekati takhingga (Yahya, Suryadi, Agus, 1990).

Contoh 2.1.5

Diberikan barisan (x,) = (%) mempunyai limit L = 0 atau ditulis

lim x, =0
n—o0o

1
lim —=0
n-o N

Definisi 2.1.6
Suatu barisan yang mempunyai limit dinamakan barisan konvergen dan barisan

yang tak konvergen dinamakan barisan divergen (Martono, 1985).

Contoh 2.1.6
Diberikan barisan (x,) = (n) dengan € N , maka

lim x, = limn = oo
n—-oo n—-oo

Yang artinya setiap ditunjukkan bilangan M > 0 selalu terdapat bilangan asli
n sehingga

n>M
Atau setiap bilangan k yaitu lim,,_,, n # k

Sehingga (x,) = (n) merupakan barisan divergen.



2.2 Ruang Vektor

Definisi 2.2.1

Misalkan V himpunan yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian

dengan skalar bilangan riil V disebut ruang vektor atau ruang linier, jika

memenuhi aksioma-aksioma berikut:

8.

9.

u+v evV

u + v = v + u ( sifat komutatif)

u+ (v +w) = (u+v)+w (sifat assosiatif)

Ada sebuah vektor 0 € X sehingga0 +u=u+0

VudiV terdapat vektor balikan dari u atau — u sehinggau + (—u) =
(—w)+u=0

Jika k skalar dan u sebarang benda vektor di V maka ku berada di ku €V
k(u + v) = ku + kv (sifat distributif)

(k+Du=ku+1u

k(lw) = (kD (W)

10. Untuk sebarang real 1 dan untuk setiap u € V berlaku 1u = u

(Anton, 2002).

2.3 Ruang Bernorm

Definisi 2.3.1

Diberikan ruang linear X. Fungsi x € X — ||x|| € R yang mempunyai sifat-sifat :

lx]| = 0 untuk setiap x € X

llx|| = 0, jika dan hanya jika x = 0, (0 vektor nol)



iii.  |lax|| = |a]| - ||x]| untuk setiap skalar a dan x € X.

iv. |lx + yll < |lx]l + |ly]l untuk setiap x,y € X

disebut norma (norm) pada X dan bilangan nonnegatif ||x|| disebut norm vektor x.
Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norm |[|. || disebut ruang bernorma
(norm space) dan dituliskan singkat dengan X, ||. || atau X saja asalkan norm nya

telah diketahui (Darmawijaya, 2007).

Lemma 2.3.2

Dalam ruang linear bernorma X berlaku ||x|| — [|ly|l < [lx — y|| untuk setiap

x,y € X (Maddox, 1970).

Bukti :

untuk setiap x,y € X diperoleh :

Il =Myl = llx =y + yll = llyll < llx =yl + Iyl = llyll = llx = ¥l

Definisi 2.3.3
Barisan (x,,) di dalam ruang bernorma X dikatakan konvergen (convergent) jika
ada x € X sehingga untuk setiap bilangan asli € > 0 terdapat bilangan asli n,
(bergantung pada ¢), sehingga untuk setiap bilangan asli n > n, berlaku.

X, —x[| <&
Jika demikian halnya, dikatakan barisan (x,) konvergen ke x atau barisan
(x,) mempunyai limit X untuk n—co dan ditulis dengan

im0 |lx, — x| = 0



atau dapat ditulis dengan lim x,, = x. Sedangkan titik x disebut titik limit barisan
n—>oo

{x»} (Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.3.4

Barisan (x,) di dalam ruang bernorma (X, ||.||) disebut barisan Cauchy atau
barisan fundamental jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan asli n,,
sehingga untuk setiap dua bilangan asli m,n > n, berlaku ||x,,— x,|| < € (Robert

and Ronald, 2000).

Teorema 2.3.5

Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma X merupakan barisan

Chaucy (Robert and Ronald, 2000).

Bukti:

Misalkan (x,) adalah barisan di X dengan lim,,_, x, = x, dan misalkan ¢ < 0
maka terdapat bilangan asli N € N sedemikian hingga berlaku d(x,x,) <§

untuk setiap n > N, akibatnya untuk n,m = N berlaku d(x,, x,;,)< d(x;,, x) +

d(x,) < &, jadi (x,) barisan Cauchy.

Definisi 2.3.6
Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan Cauchy di

dalamnya konvergen (Robert and Ronald, 2000).
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Definisi 2.3.7 Ruang Banach
Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai
ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorma X berlaku kondisi

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen (Darmawijaya, 2007).

2.4 Ruang Barisan
Definisi 2.4.1
Diberikan w yaitu koleksi semua barisan bilangan real (Darmawijaya, 2007).
jadi :
w={X=(x):x, €R}

Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p < oo didefinisikan

L, = {'JZ = (x,) € w: lenlp < 00}
n=1

dan norm pada [, yaitu
1
ot P
Iell, =1 ) lal?
n=1

Contoh 2.4.1

Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p < oo didefinisikan

l, = {f — (x,) € a):lenll < oo}
n=1

dan norm pada [, yaitu

el = {imv}

n=1
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Definisi 2.4.2
Ruang barisan [, merupakan himpunan dari barisan bilangan yang memiliki syarat

Ly ={%= Ca) €X 2 ) P < oo}

=1

L, koleksi barisan bilangan yang ;71 |x,| < o.
L(8) = (& = (x,): Ax € L)}

1,(A) koleksi barisan bilangan yang Ax € [,
[,(A) = {X = (x): Apx € L)}

1,(A;) koleksi barisan bilangan yang A,x € 1,

(H.Kizmaz, 1981).

Definisi 2.4.3

Diperlihatkan barisan selisi bilangan sebagai berikut :
Jika X = (x,,) suatu barisan bilangan dan

AX = {xp4+1 — x,} Untuk setiapn € N

AX disebut barisan selisih pertama terhadap barisan ¥ = (x;,,)

A% = {0 Xy = Ti2o(—= D! (T)Xpsm—i}, Untuk setiap n € N

A, X disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan X = (x,,)

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan
AX = {Ax,}, 0% = {Ayxy ), .. Ax, = {Ax,}  Yang disebut dengan barisan
selisih pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m

(H.Kizmaz, 1981).
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Contoh 2.4.3

Diberikan barisan (x,,) = (l)

Akan dicari AX = {x,,41 — xn}

Untuk setiapn = 1,2,3, ... ....

AX = {(X1+1 - xl)l (x2+1 - xz); (x3+1 - X3), }
A% = {(x; — x1), (x3 — x3), (X4 — X3), evreur .. }
-{G-1)-G-2G-3)
= 2 ) 3 2 ) 4 3 ) vee was wan
_ ( 1 11 )
- 2, ,12,............
Sehingga terbentuklah barisan selisih yang pertama yaitu:
A% = ( ! )
=\ Te

Teorema 2.4.4
L, (1 < p < o0) merupakan ruang bernorma terhadap norm |[. || ,.

(Darmawijaya, 2007).

Bukti :
Akan dibuktikan bahwa [, merupakan ruang bernorma terhadap . [|,.
Untuk setiap skalar a dan X = (x,,), (3,) € 1, diperoleh:

1

[ee]
P
. x|, = {lenlpl > 0 karena |x,| = 0 untuk setiap n.

n=1
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1
%], = {Xnr=1lxn|P}» = 0 maka |x, | = 0 untuk setiap n

sehingga ¥ = {0} =0

1 1
i ol =1 ) JaxalPl = lal] Y laxalP} = lallxl,
n=1 n=1

1
karena {};_1]x,|P}? < oo maka ||aX|[, = a||x||, < oo atauaX € I,

1 1
> P > P
i) %+ 3l < I8l + 151, =] ) laxalPt +1 lay P} <o
n=1 n=1

berdasarkan i), ii) dan iii) terbukti bahwa merupakan ruang linear dan

norm [|X||,, pada L,. Dengan kata lain (lp, ||9?||p) ruang bernorma.

Teorema 2.4.6
Jika bilangan real p dengan 1 <p < oo, maka (1, |I%|l,) merupakan Ruang

Banach (Darmawijaya, 2007).

Teorema 2.4.7 ( Ketidaksamaan Young)
Diketahui 0 < p,q < oo sehingga % + % = 1 untuk sebarang dua bilangan « dan g
Benar bahwa

la? 1814
ap| =—+—
japl <2+

Bukti:

S 4= 1di = pg,2 = dan ¢ = —~ diambi
Karenap+q 1 diperolehp + g Pq L = danp p_ldlambll kurva

y = xP~1; jadi x = y971. Oleh Karena itu diperoleh |af| =luas persegi panjang

< luas I + luas Il yaitu
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laB| < folal xP~ldx + folﬁl yildy = % + %

(Darmawijaya, 2007).

Teorema 2.4.8 ( Ketaksamaan Ho’lder )

L. Untuk setiap ¥ = (x,,) € £; dany = (y,) € £, benar bahwa

> i
n=1
1
(o] oo p
dengan I3l = Y x| dan I71], = {Elynlp}
= n=1

n=1

co
< D bl < 71171,
n=1

ii. Jika 1 < p,q < oodan %+%= 1, maka untuk setiap ¥ = (x,) €

t,,dany = (y,) € £, benar bahwa

Z xnyn
n=1
%] l o] l
D q
dengan ||X||,, = {Z|xn|p} dan [|¥|l, = {Zb’nlfl}
n=1 n=1

(Robert and Ronald, 2000).

co
< ) 1wl < 1715 151
n=1

Bukti :

i. Jikax= {x,} €l dany = {y,} € l, cukup jelas bahwa

(o] [ee] (o]
|Z XnYn| = Z Xn¥n = Z |xn|- |yn|

< Sozalxal p3ilynl = 1211 1171l

ii. Jikax = {x,}€l,dany = {y,} € I, cukup jelas bahwa
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0o
n=1

1 1
Karena-+-=1,
14 q

[ee] (o]
< Z Xn¥n = Z |xn|- |yn|

Tinggal membuktikan bahwa

£ IYnI

Tr=alal- 1yal < 1%l 171lq atau T5z, g2 1250 <

Dengan teorema young diperoleh

S pie < 2 G ) 5 (5]

:%2;?=1<|:;ﬁl) +2n= (u'iﬁl)

Teorema 2.4.9 ( Ketaksamaan Minkowski )
Jikal < p < oo makauntuksetiap ¥ = {x,},5 = {y,} € £, benar bahwa
X+ 3, < X, + 17,

(Robert and Ronald, 2000).

Bukti :
Jikap = oo, diperoleh
”55 + 57”00 = Supnzllxn + ynl < Supnzl{lxnl + Iynl}

S Suppaq|xnl + supnz1lynl = [1Xlleo + 17 1l
Jika p = 1 diperoleh

X + ¥ [l1 = Zn=alxn + vl < Xnzalxnl + Xa=1lynl

= 1%l + I¥lly
Jikal<p <o

10 + YnlP = Iy + Yl 0 + yulP7E < x|y + 9 P70 + Iyl I + 9 |P71



Untuk setiap n dijumlahkan untuk seluruh n dan kemudian memanfaatkan

ketidaksamaan Holder, diperoleh

E % + Y|P < g lxn . 12 + Y P71 + g lynl. 12 + ¥ P71
n=1 n=1 n=1
1 1
” p—11q 7 ” p—11q 7
< llxllp. 1{|xn+yn| e+ lylly. 1{|xn+yn| }
n=

n=

1
= (%1, + 1Fl,)- Zyo=a{ |xn + yulPYe atau

1
1 + 3 1l = a=allxn + ¥ P71 < NIZl, + 171,
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1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun garan 2018/2019 di jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Pendlitian
Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini antaralain :

1. Menunjukkan [, merupakan ruang bernorma terhadap ||.||,. dan ruang
Banach

2. Menunjukken [, (A) merupakan ruang bernormaterhadap
%/l = Il x; | + [|AZ], . dan ruang Banach

3. Menunjukkan I,,(A;) merupaken ruang bernorma terhadap

€lla,p = Il X1 Il +1 xz I| + [|AZ],. dan ruang Banach.



V. KESIMPULAN

5.1 Kessmpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, maka dapat ditarik

kesimpulan sebagai berikut:

1. Ruang Barisan (1, ||.|l,,) dengan norm ||x||,, = (Zﬁ__lrxnzl”}fl? merupakan
ruang Banach

2. Ruang Barisan Selisih (i,,(4), [|%][ (2 »)) dengan norm
1 Zllap = Il x4 I| + [|A%||, merupakan ruang Banach

3. Ruang Barisan Selisih (£, (Ay), 1%l (4, »)) dengan norm

& la,p =12y I +1 2z I + ||A%|,, merupakan ruang Banach.

5.2 Saran

Ruang Barisan Selish 1,,1,(A),1,(4;) yang telah dibahas dapat dilanjutkan
kembali oleh pembaca yang ingin meneliti bidang analisis matematika modern
terutama ruang barisan. Pembaca dapat melanjutkan hingga [,(4,,) ataupun

meneliti analisis modern lainnya yang berhubungan dengan ruang barisan.
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