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ABSTRACT 
 

 

 

 

THE METHOD OF THE EMPIRICAL BEST LINEAR UNBIASED 

PREDICTION AND SPATIAL EMPIRICAL BEST LINEAR UNBIASED 

PREDICTION IN SMALL AREA ESTIMATION 

 

 

By 

 

 

Dhenty Dwi Oktafiani 
 
 
 
 

The National Social Economic Survey (SUSENAS) conducted by the Central 

Statistics Agency (BPS) aims to determine the level of welfare of the population 

in the economic field. The welfare of the population in the economic field can be 

measured by per capita expenditure. The lack of information in estimating per 

capita expenditure makes direct estimates unusable. This problem can be 

overcome by using a small area estimation by adding additional information about 

the number of births of the population which has a significant effect on per capita 

expenditure. The Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP) method is 

one of the small area estimation methods used in continuous data by substituting 

unknown variety components into BLUP estimators. EBLUP estimator by 

considering the spatial influence or location as the weighting is called Spatial 

EBLUP (SEBLUP). The method used to estimate the parameters in the EBLUP 

and SEBLUP estimators is Restricted Maximum Likelihood Estimation (REML) 

and Generalized Least Square (GLS). In this study the quality of estimators of 

EBLUP and SEBLUP can be evaluated with Mean Square Error (MSE). The 

results in the study indicate that the SEBLUP estimator produces a MSE value 

that is smaller than the EBLUP method in estimating per capita expenditure. 
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Oleh 

 

 

Dhenty Dwi Oktafiani 

 

 

 

 

Survei Sosial Ekonomi Nasional (SUSENAS) yang dilakukan oleh Badan Pusat 

Statistika (BPS) bertujuan untuk mengetahui tingkat kesejahteraan penduduk di 

bidang ekonomi.  Kesejahteraan penduduk di bidang ekonomi dapat diukur 

dengan pengeluaran per kapita.  Adanya keterbatasan informasi dalam menduga 

pengeluaran perkapita membuat pendugaan langsung tidak dapat digunakan.  

Masalah tersebut dapat diatasi dengan menggunakan pendugaan area kecil yaitu 

dengan menambahkan informasi tambahan mengenai jumlah kelahiran penduduk 

yang berpengaruh secara  signifikan terhadap pengeluaran per kapita.  Metode 

Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP) merupakan salah satu 

metode pendugaan area kecil yang digunakan pada data kontinu dengan 

mensubstitusikan komponen ragam yang tidak diketahui ke dalam penduga 

BLUP.  Penduga EBLUP dengan memperhatikan pengaruh spasial atau lokasi 

sebagai pembobotnya disebut dengan Spasial EBLUP (SEBLUP).  Metode yang 

digunakan untuk menduga parameter pada penduga EBLUP dan SEBLUP adalah 

Restricted Maximum Likelihood Estimation (REML) dan Generalized Least 

Square (GLS).  Pada penelitian ini kualitas dari penduga parameter EBLUP dan 

SEBLUP dapat dievaluasi dengan Mean Square Error (MSE). Hasil dalam 

penelitian menunjukkan bahwa penduga SEBLUP menghasilkan nilai MSE yang 

lebih kecil dibandingkan metode EBLUP dalam menduga pengeluaran per kapita. 

 

 

Kata kunci: Pendugaan Area Kecil, Empirical Best Linear Unbiased Prediction, 

Restricted Maximum Likelihood Estimation, Generalized Least Square, Mean 

Square Error. 
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I. PENDAHULUAN 
 
 
 
 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Istilah survei sering kali dijumpai pada bidang statistika, salah satunya yaitu 

survei Sosial Ekonomi Nasional (SUSENAS) yang dilakukan oleh Badan Pusat 

Statistika (BPS) yang bertujuan untuk mengetahui tingkat kesejahteraan penduduk 

di bidang ekonomi.  Menurut Badan Pusat Statistika (BPS), kesejahteraan 

penduduk  dapat diukur dengan pengeluaran rumah tangga.  Setiap rumah tangga 

yang menjadi sampel, mempunyai data total pengeluaran (makanan dan non 

makanan) sebulan (dalam rupiah), tetapi data total pengeluaran ini belum dapat 

secara langsung mengukur kesejahteraan karena harus dilihat terlebih dahulu 

berapa jumlah anggota rumah tangganya.  Adanya informasi sampel yang terbatas 

mengenai jumlah anggota rumah tangga mengakibatkan pendugaan langsung 

tidak dapat digunakan.   

 

Pendugaan langsung pada suatu area kecil dengan keterbatasan informasi pada 

sampel akan menghasilkan penduga tak bias namun memiliki ragam yang besar.  

Suatu area dikatakan kecil apabila sampel yang diambil pada area tersebut tidak 

mencukupi untuk melakukan pendugaan langsung dengan hasil yang akurat.   

Oleh sebab itu diperlukan metode yang dapat digunakan untuk mendapatkan hasil 
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yang lebih baik dalam menduga parameter subpopulasi dengan adanya 

keterbatasan informasi yaitu pendugaan area kecil (Small Area Estimation) (Rao, 

2003).  

 

Pendugaan area kecil (Small Area Estimation) sangat dibutuhkan untuk 

mendapatkan informasi-informasi pada area kecil, misalnya pada ruang lingkup 

kota/kabupaten, kecamatan, ataupun desa/kelurahan.  Pendugaan tidak langsung 

merupakan salah satu upaya untuk meminimumkan ragam pada area kecil dengan 

memanfaatkan informasi dari area sekitarnya yang berhubungan dengan 

parameter yang diamati.  Salah satu metode yang dapat digunakan dalam 

pendugaan area kecil adalah Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(EBLUP). 

 

Metode EBLUP merupakan teknik penyelesaian model pengaruh campuran yang 

meminimumkan Mean Square Error (MSE) yang dihasilkan dengan asumsi 

komponen varian yang tidak diketahui.  Henderson (1975) mengembangkan 

teknik penyelesaian model linier campuran, yaitu metode prediksi tak bias linier 

terbaik (best linier unbiased prediction, BLUP).  Pada metode ini terlebih dahulu 

dilakukan pendugaan komponen ragam dengan metode kemungkinan maksimum 

terkendala (restricted maximum likelihood), sehingga disebut prediksi tak bias 

linier terbaik empiris (Empirical Best Linear Unbiased Prediction, (EBLUP).   

 

Metode-metode yang terdapat pada pembahasan Small Area Estimation  (SAE) 

merupakan penduga tak langsung, yaitu penduga yang diperoleh dengan 
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pembobotan berdasarkan nilai variabel acak dari suatu domain tertentu untuk 

meningkatkan efektifitas ukuran sampel dan menurunkan keragaman.  Keragaman 

suatu area dapat dipengaruhi oleh area sekitarnya, sehingga efek spasial dapat 

dimasukkan ke dalam pengaruh acak.  Efek spasial merupakan hal yang terjadi 

antara satu area dengan area yang lain, ini berarti bahwa area yang satu 

mempengaruhi area lainnya.  Dalam statistika, model yang dapat menjelaskan 

hubungan antara suatu area dengan area sekitarnya disebut dengan model spasial. 

 

Penduga EBLUP dengan memperhatikan pengaruh acak area yang berkorelasi 

spasial dikenal dengan istilah penduga Spasial EBLUP (Spatial Empirical Best 

Linear Unbiased Prediction.  Dalam penelitian ini metode EBLUP dan SEBLUP 

diterapkan untuk menduga pengeluaran perkapita sebulan di Provinsi Lampung 

dengan mengambil informasi domain level kabupaten.  Kualitas dari penduga 

akan dievaluasi berdasarkan nilai Mean Square Error (MSE).  Metode pendugaan 

parameter EBLUP yang digunakan delam penelitian ini adalah metode Restricted 

Maximum Likelihood Estimation (REML).  

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah: 

1. Menentukan penduga Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP) 

dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction (SEBLUP). 
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2. Menentukan dan mengevaluasi nilai MSE Empirical Best Linear Unbiased 

Prediction (EBLUP) dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(SEBLUP). 

3. Menerapkan pendugaan area kecil dengan metode Empirical Best Linear 

Unbiased Prediction (EBLUP) dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased 

Prediction (SEBLUP) pada kasus data pengeluaran perkapita rumah tangga  

sebulan tahun 2017 di masing-masing kabupaten/kota yang ada di Provinsi 

Lampung. 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

Adapun manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah: 

1. Diharapkan dapat memberikan informasi yang akurat mengenai tingkat 

pengeluaran perkapita pada masing-masing  kapubaten di Provinsi Lampung. 

2. Menambah wawasan mengenai Small Area Estimation pada metode 

Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP) dan Spatial Empirical 

Best Linear Unbiased Prediction (SEBLUP). 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 
 
 
 

 

2.1 Pendugaan Area Kecil 

 

Pendugaan area kecil adalah suatu teknik statistika untuk menduga parameter-

parameter sub populasi yang ukuran sampelnya kecil.  Area kecil didefinisikan 

sebagai himpunan bagian dari populasi dimana suatu peubah menjadi perhatian.  

Area kecil tersebut dapat berupa kota, kabupaten, kecamatan, dan desa/kelurahan. 

Pendugaan area kecil bertujuan untuk meningkatkan keakuratan penduga suatu 

parameter, yaitu dengan menggunakan pendugaan tidak langsung.  Pendugaan 

tidak langsung dapat dilakukan dengan “meminjam kekuatan” atau memanfaatkan 

peubah-peubah tambahan dalam menduga parameter.  Peubah pendukung ini 

berupa informasi tambahan yang didapatkan pada area lain dari survei yang sama, 

dari area yang sama pada survei yang terdahulu, atau peubah lain yang 

berhubungan dengan peubah yang menjadi perhatian pada area kecil (Rao, 2003). 

 

Pendugaan langsung yang digunakan untuk menduga parameter dari sampel yang 

berukuran kecil akan menghasilkan penduga yang tidak bias namun memiliki 

ragam yang besar.  Oleh sebab itu diperlukan metode lain yang dapat menangani 

masalah tersebut, yaitu dengan menggunakan penduga area kecil (Rao, 2003). 

Penduga yang diperoleh dari model area kecil ini adalah Empirical Best Linear 
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Unbiased Prediction (EBLUP), Empirical Bayes (EB), dan Hierarchical Bayes 

(HB). 

 

 

2.2 Analisis Data Spasial 

 

Data spasial adalah data yang memuat adanya informasi lokasi atau geografis dari 

suatu wilayah.  Secara umum analisis spasial membutuhkan suatu data 

berdasarkan lokasi dan memuat karakteristik dari lokasi tersebut.  Analisis spasial 

terdiri dari tiga kelompok yaitu visualisasi, eksplorasi, dan pemodelan.  

Visualisasi adalah menginformasikan hasil analisis spasial.  Eksplorasi adalah 

mengolah data spasial dengan metode statistika.  Sedangkan pemodelan adalah 

menunjukkan adanya konsep hubungan sebab akibat dengan menggunakan 

metode dari sumber data spasial dan data non spasial untuk memprediksi adanya 

pola spasial (Pfeiffer, et. al, 2008).  Lokasi pada data spasial harus diukur agar 

dapat mengetahui adanya efek spasial yang terjadi.  Menurut Kosfeld (2006), 

informasi lokasi dapat diketahui dari dua sumber yaitu hubungan kedekatan 

(neighborhood)  antar lokasi dan jarak (distance) yaitu lokasi yang terletak dalam 

suatu ruang tertentu dengan adanya garis lintang dan garis bujur menjadi sebuah 

sumber informasi.  Informasi inilah yang digunakan untuk menghitung jarak antar 

titik yang terdapat dalam ruang.   
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2.3 Model Area Kecil 

 

Model area kecil merupakan model dasar dalam pendugaan area kecil.  Dalam 

pendugaan area kecil terdapat dua jenis model dasar yang digunakan, yaitu model 

berbasis area (Tipe A) dan model berbasis unit (Tipe B) (Rao 2003). 

1. Model Berbasis Area (Tipe A) 

Model berbasis area merupakan model yang didasarkan pada ketersediaan data 

pendukung yang hanya ada untuk level area tertentu, misalkan   
  

(             )
   dengan parameter yang akan diduga adalah    yang merupakan 

fungsi dari rata-rata peubah respon dan diasumsikan mempunyai keterkaitan 

dengan   
  .  Data pendukung tersebut digunakan untuk membangun model 

      
                                                    (2.1) 

   adalah konstanta bernilai positif serta   (       )
  adalah vektor dari 

koefisien regresi berukuran      .  Selain itu,    adalah efek acak daerah yang 

diasumsikan berdistribusi normal dan independen dengan   (  )     dan 

   (  )    .  Kesimpulan mengenai    dapat diketahui dengan mengasumsikan 

bahwa model penduga langsung    telah tersedia yaitu: 

                                                                      (2.2) 

dimana     adalah error dari pemilihan daerah sampel yang berdistribusi normal  

dengan   (   )     dan    (   )        Lalu dengan mensubstitusikan 

persamaan (2.1) ke persamaan (2.2) diperoleh model gabungan yang disebut 

sebagai model berbasis area, yaitu: 

          
                                                        (2.3) 

dengan asumsi    dan    saling bebas (Rao, 2003). 
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Pada tahun 1979, Fay dan Herriot memperkenalkan suatu kasus khusus dari model 

tingkat area, yaitu dengan asumsi bahwa kontribusi efek acak    terhadap taksiran 

   sama untuk masing-masing area.  Sehingga dengan substitusi      pada 

persamaan (2.3) diperoleh:  

              
           ,                       (2.4) 

Model gabungan (mixed model) tersebut dikenal sebagai model Fay-Heriot, 

dimana keragaman variabel respon di dalam area kecil diasumsikan dapat 

diterangkan oleh hubungan variabel respon dengan informasi tambahan (variabel 

penyerta) yang disebut sebagai model pengaruh tetap (fixed effect models).  Selain 

itu terdapat komponen keragaman spesifik area kecil yang tidak dapat diterangkan 

oleh informasi tambahan (variabel penyerta), kemudian disebut sebagai 

komponen pengaruh acak area kecil (random effect).  Gabungan dari dua asumsi 

tersebut membentuk model pengaruh campuran atau model linier campuran 

(Kurnia, 2009). 

 

2. Model Berbasis Unit (Tipe B) 

Basic Unit Level Model atau model berbasis unit merupakan suatu model dimana 

data pendukung yang tersedia bersesuaian secara individu dengan data respon.  

Pada model berbasis unit ini diasumsikan bahwa data variabel penyerta unit 

   
 =(               )

  artinya untuk masing – masing anggota populasi   dalam 

masing – masing area ke- .  Selanjutnya variabel respon     diasumsikan berkaitan 

dengan     sehingga bentuk persamaan model area kecil berbasis unit sebagai 

berikut: 

        
          ,                           (2.5) 
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dengan      (    
 ) adalah pengaruh acak area yang berdistribusi normal dan 

independen,   merupakan koefisien regresi dan diasumsikan galat bernilai 0 (Rao, 

2003). 

 

 

2.4 Metode Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP) 

 

BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) merupakan penduga parameter yang 

meminimumkan mean squared error yang dihasilkan dengan asumsi komponen 

varian yang telah diketahui.  Namun dalam prakteknya, komponen varian sangat 

sulit untuk diketahui, untuk itu diperlukan pendugaan terhadap komponen varian 

melalui data sampel.  Metode yang dapat mensubstitusikan komponen varian yang 

tidak diketahui dengan nilai penduganya yaitu metode EBLUP atau Empirical 

Best Linear Unbiased Prediction (Rao, 2003).  

 

Asumsi dasar dalam pengembangan untuk model pendugaan area kecil adalah 

keragaman di dalam area kecil peubah respon dapat diterangkan oleh hubungan 

keragaman yang bersesuaian pada informasi tambahan yang disebut pengaruh 

tetap.  Asumsi lainnya yaitu bahwa keragaman spesifik area kecil tidak dapat 

diterangkan oleh informasi tambahan dan merupakan pengaruh acak area kecil. 

Gabungan dari dua asumsi tersebut membentuk model pengaruh campuran.  Salah 

satu sifat yang menarik dalam model campuran adalah kemampuan dalam hal 

menduga kombinasi linear dari pengaruh tetap dan pengaruh acak.  Henderson 

(1975) mengembangkan teknik penyelesaian model pengaruh campuran untuk 

memperoleh prediksi tak-bias linear terbaik (Best Linear Unbiased Prediction / 
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BLUP).  Menurut Rao (2003), BLUP merupakan suatu pendugaan parameter yang 

meminimumkan Mean Squared Error (MSE) diantara kelas-kelas pendugaan 

parameter linear tak bias lainnya. BLUP dihasilkan dengan asumsi bahwa 

komponen ragam diketahui.  Model dasar dalam pengembangan pendugaan area 

kecil didasarkan pada bentuk model linier campuran sebagai berikut : 

                  
           ,                                (2.6) 

dimana: 

       nilai pendugaan langsung berdasarkan rancangan survei 

  
     variabel penyerta, yaitu variabel yang memiliki pengaruh langsung  

             terhadap variabel yang akan di duga 

       koefisien regresi 

       pengaruh acak area kecil dimana        (   ) 

       sampling error yang tidak terobservasi dengan asumsi        (    ) 

 

Menurut Rao (2003) penduga BLUP yang terbentuk bagi       
       adalah: 

 ̂ 
        

  ̃   ̂     
  ̃     (      

  ̃)                   (2.7)  

Penduga BLUP pada persamaan (2.7) bergantung pada komponen ragam   yang 

pada prakteknya tidak diketahui nilainya.  Dengan mensubsitusi  ̂  ke   pada 

persamaan (2.7)  diperoleh penduga EBLUP bagi       
       adalah: 

 ̂ 
         

  ̂   ̂     
  ̂     (      

  ̂)                   (2.8)  

Menurut Prasad dan Rao (1990), misalkan   merupakan suatu parameter dan 

 ̂  merupakan taksiran dari parameter     MSE dari  ̂  didefinisikan sebagai berikut: 

   . ̂ 
     

/   ( ̂ 
     

   )
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     . ̂ 
    

/   ( ̂ 
     

  ̂ 
    

)                           (2.9) 

Nilai MSE dari suatu taksiran parameter memiliki peranan penting untuk 

diketahui, diantaranya adalah untuk mengukur seberapa baik taksiran parameter 

yang diperoleh.   

 

 

2.5 Perluasan Model Berbasis Area: Model Spasial  
 

Menurut Rao (2003), metode spasial merupakan metode untuk mendapatkan 

informasi pengamatan yang dipengaruhi efek ruang atau lokasi.  Pengaruh efek 

ruang tersebut disajikan dalam bentuk koordinat lokasi (longitude dan latitude) 

atau pembobotan.  Berdasarkan tipe data, pemodelan spasial dapat dibedakan 

menjadi pemodelan dengan pendekatan titik dan area.  Pada model spasial 

berbasis area yaitu model dasar Fay-Herriot (2.3) mengasumsikan    berdistribusi 

normal.  Pada model spasial,    digunakan ketika terdapat “Neighbouring” antar 

area.  Contoh model yang memiliki korelasi antar    yaitu, korelasi yang 

bergantung pada kedekatan geografis dalam konteks penyebaran penduduk dan 

kemiskinan. 

 

Model Small Area Estimation dengan memasukkan korelasi spasial antar area 

pertama kali diperkenalkan oleh Cressie (Cressie 1991 diacu dalam Rao 2003), 

dengan mengasusimsikan ketergantungan spasial mengikuti proses Conditional 

Autoregresive (CAR).  Pada model CAR vektor pengaruh acak      memenuhi: 
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   (    
 (    )  ) 

                                                      (2.10) 

Koefisien   dalam persamaan (2.10) adalah koefisien autoregresif spasial yang 

menunjukan kekuatan dari hubungan spasial antar pengaruh acak.  Nilai   

berkisaran    hingga 1.  Nilai      menunjukkan bahwa suatu area dengan 

nilai parameter yang tinggi dikelilingi oleh area dengan nilai parameter yang 

tinggi pula dan sebuah area dengan nilai parameter yang rendah dikelilingi oleh 

area dengan nilai parameter yang rendah pula.  Disisi lain,      menunjukkan 

bahwa suatu area dengan nilai parameter yang tinggi dikelilingi oleh area lain 

dengan nilai parameter yang rendah, atau sebaliknya  (Savitz dan Raudenbush, 

2009).     dinotasikan sebagai matriks pembobot spasial yang menggambarkan 

struktur ketetanggaan dari area kecil dalam bentuk standarisasi baris (jumlah 

setiap baris pada matriks   adalah 1),   adalah pengaruh acak area dan   adalah 

vektor galat dari peubah acak area dengan rata – rata sama dengan nol dan ragam 

  
 .  Matriks   menunjukan apakah area tersebut berbatasan atau tidak.  Dengan 

mendefinisikan       dan 0, dikatakan        jika wilayah ke-  berbatasan 

dengan wilayah ke-   dan dikatakan       jika    jika wilayah ke-   tidak 

berbatasan dengan wilayah ke-  (Wall, 2004). 

 

Menurut Upton dan Fingleton (1985), perbedaan diantara model spasial SAR 

(Simultaneously Autoregresive) dan CAR (Conditional Autoregresive) terdapat 

pada struktur kovarian.  Pada model CAR matriks kovarian adalah   
 (  

  )  .  Didalam model CAR matriks   merupakan matriks simetris dan 
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(    ) merupakan matriks definit positif.  Sehingga pada model CAR spasial 

BLUP yaitu: 

 ̂ 
     (  

   )     
     

 *  
 (    )  +   

      *    (  )    
 (    )  +  (    

  )                         (2.11) 

dengan   
  adalah vektor berukuran      (               )  dengan 1 

menunjukkan pada lokasi ke- .  Penduga SEBLUP  . ̂ 
      ( ̂ 

   ̂)/ diperoleh 

dari Spasial BLUP dengan mengganti nilai   
  dan   dengan penduganya.  Asumsi 

kenormalan dari pengaruh acak digunakan untuk menduga parameter   
  dan   

menggunakan prosedur REML dengan fungsi log-likelihood.  Hasil penduga 

tersebut kemudian digunakan untuk melakukan pendugaan terhadap SEBLUP , 

dengan rumus penduga SEBLUP adalah: 

 ̂ 
      ( ̂ 

   ̂)     
  ̂    

 * ̂ 
 (    )  + 

      *    (  )   ̂ 
 (    )  +  (    

  ̂)                  (2.12) 

 

 
2.6 Matriks Pembobot Spasial 

 

Hal yang sangat penting dalam analisis spasial adalah adanya pembobot atau 

sering disebut sebagai matriks pembobot spasial.  Matriks pembobot spasial 

digunakan untuk menentukan bobot antar lokasi yang diamati berdasarkan 

hubungan ketetangga antar lokasi.  Menurut Kosfeld (2006), grid umum 

ketetanggaan dapat didefinisikan dalam beberapa cara, yaitu: 

a. Rook contiguity 

Daerah pengamatannya ditentukan berdasarkan sisi-sisi yang saling 

bersinggungan (berbatasan) dan sudut tidak diperhitungkan.  Ilustrasi rook 
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contiguity dilihat pada Gambar 1, dimana unit B1, B2, B3, dan B4 merupakan  

tetangga dari unit A. 

 

     

  Unit B2   

 Unit B1 Unit A Unit B3  

  Unit B4   

     

Gambar 1.  Rook Contiguity 

 

b. Bishop contiguity  

Daerah pengamatannya ditentukan berdasarkan sudut-sudutdaerah yang saling 

bersinggungan (berbatasan) dan sisi tidak diperhitungkan.  Ilustrasi untuk bishop 

contiguity dilihat pada Gambar 2, diantara unit C1, C2, C3, dan C4 merupakan 

tetangga dari unit A. 

 

     

 Unit C1  Unit C2  

  Unit A   

 Unit C4  Unit C3  

     

Gambar 2.  Bishop Contiguity 
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c.  Queen contiguity 

Daerah pengamatannya ditentukan berdasarkan sisi-sisi yang saling 

bersinggungan (berbatasan) dan sudut juga diperhitungkan.  Ilustrasi untuk queen 

contiguity dapat dilihat pada Gambar 3, dimana unit B1, B2, B3, dan B4 serta C1, 

C2, C3, dan C4 merupakan tetangga dari unit A. 

 

     

 Unit C1 Unit B2 Unit C2  

 Unit B1 Unit A Unit B3  

 Unit C4 Unit B4 Unit C3  

     

Gambar 3.  Q ueen Contiguity 

 

Pada umumnya ketetanggaan antar lokasi didasarkan pada sisi-sisi utama bukan 

sudutnya.  Menurut Kosfeld (2006), matriks pembobot spasial W dapat diperoleh 

dari dua cara yaitu matriks pembobot terstandarisasi (standardize contiguity 

matrix   ) dan matriks pembobot tak terstandarisasi (unstandardize contiguity 

matrix ).   Matriks pembobot terstandarisasi (standardize contiguity matrix   ) 

merupakan matriks pembobot yang diperoleh dengan cara memberikan bobot 

yang sama rata terhadap tetangga lokasi terdekat dan yang lainnya nol, sedangkan  

matriks pembobot tak terstandarisasi (unstandardize contiguity matrix) 

merupakan matriks pembobot yang diperoleh dengan cara memberikan bobot satu 

bagi tetangga terdekat dan yang lainnya nol. 
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2.7 Restricted Maximum Likelihood (REML) 

 

Metode pendugaan maximum likelihood (ML) pada komponen varians, pada 

umumnya bias.  Thompson (1962) mengajukan metode, yang selanjutnya 

dilengkapi oleh Patterson dan Thompson (1971), yang dikenal sebagai restricted 

maximum likelihooad (REML).  Metode REML menghasilkan pendugaan 

komponen varians yang unbiased.   

 

Jiang (1996) menunjukan bahwa penduga REML konsisten dan secara asimtotik 

berdistribusi normal bahkan ketika asumsi kenormalan di linear mixed model 

tidak dipenuhi.  Pada sebaran data memerlukan asumsi seperti binomial atau 

poisson untuk data diskrit dan normal atau log normal untuk data kontinu.  Setiap 

sebaran data melibatkan paling tidak satu parameter yang tidak diketahui yang 

harus di duga dari data.  Pendugaan dilakukan untuk mendapatkan suatu nilai 

parameter yang memaksimumkan likelihood.  

 

Menurut Searle, dkk (1992) metode REML digunakan untuk menaksir nilai   

yang merupakan varians antar area.  Dengan metode REML, diperlukan fungsi 

likelihood yang merupakan fkp dari   dengan  ( )      dan     ( )        

Karena    dan    berdistribusi normal maka   juga berdistribusi normal dan dapat 

ditulis sebagai: 

   (    (   )) 

Sedangkan fkp dari    diperoleh: 

 ( )   
 

(  )
 
 ⁄ (   )

 
 ⁄
   0 

 

 
((      ) (   )  (      ))1            (2.13) 
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dengan fungsi log-likelihood sebagai berikut: 

   ( )     
 

 
  (  )  

 

 
  | |   

 

 
*(    )    (    )+                   (2.14) 

dimana  

       (
     
     
     

) 

Penaksiran REML adalah solusi dari persamaan 

  ( )

  
 
 

 
,   ( ) ( )    ( ( ) )-                        (2.15) 

yaitu 

   ( ) ( )    ( ( ) ) 

dengan 

           (      )        

    
        (      )        ) 

 

Persamaan (2.12) tidak dapat diselesaikan secara analitik, oleh karena itu 

diperlukan metode numerik untuk penyelesaiannya, yaitu Newton - Rapshon (NR) 

atau scoring alghorithm .  Untuk menjalankan algoritma NR, diperlukan bentuk 

mariks informasi Fisher sebagai berikut :   

    ( )  
 

 
   (      ) 

 ( )     
 

 
(
   (    )   (    )
  (    )   (    )

)                                                          (2.16) 

dimana   (  )        dan   (  )        

 

Selanjutnya iterasi ke-  algoritma NR untuk pendugaan komponen ragam adalah : 

  (   )    ( )   [  ( ( ))]
  
  ( ( ))                    (2.17) 
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dimana  ( ( ))  
 

 
,   ( ) ( )    ( ( ) )-    Dengan   merupakan nilai 

dari iterasi yang telah ditentukan nilai awal    , serta   merupakan vektor score 

yaitu vektor yang elemennya merupakan turunan pertama fungsi ln-likelihood 

terhadap masing – masing parameter.  

 

 

2.8  Generalisasi Kuadrat Terkecil (Generalized Least Squares) 
 

Metode estimasi kuadrat terkecil berkembang menjadi beberapa metode, salah 

satunya adalah  metode Generalized Least Squares (GLS).  Ada beberapa asumsi 

klasik yang harus dipenuhi salah satunya adalah asumsi homoskedatisitas.  

Penanganan kasus variansi galat tidak homogen (heteroskedastisitas) diikuti 

munculnya penyimpangan asumsi lainnya akan efisien apabila  menggunakan 

metode General Least Square (GLS).  Metode GLS sebagai salah satu bentuk 

least square estimation yang merupakan bentuk estimasi yang dibuat untuk 

mengatasi sifat heteroskedastisitas yang memiliki kemampuan untuk 

mempertahankan sifat efisiensi estimasinya tanpa harus kehilangan  sifat unbiased 

dan kosistensinya (Kariya dan Kurata, 2004). 

 

Perhatikan model linier 

                                                                    (2.18) 

Diasumsikan matriks kovariansnya ∑   (     ) dengan    adalah parameter 

yang tidak diketahui nilainya dan   adalah matriks definit positif     dengan 

trase matriks sama dengan  .  Jika suatu matriks    adalah simetrik definit positif 
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maka   non singular atau     ada, dan karena itu ada matriks     nonsingular P 

sedemikian rupa sehingga : 

                                                               (2.19) 

Matriks   adalah simetriks dan definit positif sehingga non-singular, karena itu 

ada suatu matriks     nonsingular   sehingga         .  Pada model linear 

kalikan kedua ruas dengan matriks   ini: 

                                                          (2.20) 

Penerapan metode kuadrat terkecil pada model (2.20) akan menghasilkan 

persamaan normal sebagai berikut: 

                                                          (2.21) 

dengan   adalah penduga kuadrat terkecil untuk   berdasarkan model di atas.  

Karena        adalah matriks definit positif jika   mempunyai peringkat 

kolom penuh (full column rank) sehingga        adalah nonsingular dan 

         maka solusi persamaannya adalah: 

                                                         (2.22) 

atau 

  (       )                                                (2.23) 

Persamaan terakhir ini dinamakan penduga kuadrat terkecil umum (Generalized 

Least Squares) untuk   selanjutnya disingkat dengan GLS (Usman dan Warsono, 

2009). 
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III. METODE PENELITIAN 
 
 
 
 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019 yang 

bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam, Universitas Lampung.  

 

 

3.2 Data Penelitian  

 

Data yang digunakan pada penelitian ini adalah data pengeluaran rumah tangga di 

masing – masing kabupaten/kota di Provinsi Lampung tahun 2017 yang diperoleh 

dari buku publikasi Badan Pusat Statistika (BPS) Provinsi Lampung tahun 2018.  

Adapun variabel penyerta yang digunakan dalam penelitian ini adalah jumlah 

kelahiran penduduk (  ) di Provinsi Lampung pada setiap kabupaten/kota tahun 

2017.  Penentuan variabel penyerta ini didasari pada penelitian Ningtyas, dkk 

(2015) yang menyatakan jumlah kelahiran penduduk berpengaruh secara 

signifikan terhadap pengeluaran perkapita di Provinsi Jawa Tengah Kabupaten 

Brebes. 
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Tabel 1.  Data Pengeluaran Rumah Tangga Sebulan di Provinsi Lampung  

 Berdasarkan Level Kabupaten/Kota Tahun 2017 

 

Kabupaten/Kota 

Pengeluaran 

Rumah Tangga 

Sebulan  (Rp) 

   
(jumlah kelahiran 

penduduk) 

Lampung Barat 968134 5736 

Tanggamus 714372 11200 

Lampung Selatan 759254 20882 

Lampung Timur 759190 18119 

Lampung Tengah 793812 21528 

Lampung Utara 749075 11461 

Way Kanan 753307 8080 

Tulang Bawang 852594 8626 

Pesawaran 714088 7764 

Pringsewu 686971 6933 

Mesuji 834489 3548 

Tulang Bawang Barat 702820 5055 

Pesisir Barat 753637 3163 

Bandar Lampung 1342680 17340 

Metro 1325948 2786 

Sumber: Badan Pusat Statistika Provinsi Lampung Tahun 2018 

 

 

 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

Penelitian ini akan mengkaji mengenai penduga Empirical Best Linear Unbiased 

Prediction (EBLUP) dengan informasi tambahan variabel penyerta serta pengaruh 

acak spasial.  Metode penelitian yang digunakan untuk menduga pengeluaran per 

kapita sebulan pada suatu area yaitu dengan  metode Empirical Best Linear 

Unbiased Prediction (EBLUP) dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased 

Prediction (SEBLUP).  Metode EBLUP dan SEBLUP akan diaplikasikan pada 

data pengeluaran rumah tangga sebulan pada 15 kabupaten/kota di Provinsi 

Lampung pada tahun 2017.  Kualitas dari kedua metode tersebut akan dievaluasi 

menggunakan nilai Mean Square Error.  Semakin kecil nilai Mean Square Error 
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maka nilai dugaan yang diperoleh semakin akurat.  Selanjutnya hasil dugaan yang 

diperoleh akan dipetakan berdasarkan data sebaran pengeluaran per kapita di 

kabupaten/kota di Provinsi Lampung.  Adapun langkah-langkah dalam penelitian 

ini yaitu:   

 

1.  Menentukan penduga Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP)  

     dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction (SEBLUP)  

a. Menetapkan model dua tahap yaitu Normal-Normal 

Model dasar tingkat area dua level yang digunakan dalam penelitian ini 

dapat ditulis sebagai model linear campuran, yaitu: 

      
                                            (3.1) 

dengan: 

       variabel respon 

  
     variabel penyerta, yaitu variabel yang memiliki pengaruh langsung  

             terhadap variabel yang akan di duga 

       koefisien regresi 

       pengaruh acak area kecil 

       sampling error  

dimana    dan    independen dengan  (  )   ,    (  )      (  )   , 

dan    (  )    . Sehingga ditetapkan model dua tahap distribusi 

Normal-Normal sebagai berikut: 

Level 1:   |        (     ) 

Level 2:        (  
    ) ,           

dengan:   
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         penduga langsung                 

         rata- rata pengeluaran per kapita sebulan area ke-i 

        ragam dalam area 

  
       variabel penyerta yang berhubungan dengan pengeluaran per 

           kapita yang diamati 

         koefisien regresi 

         ragam dari pengaruh acak  

Sehingga diperoleh penduga: 

 ̂ 
     

  ̂ (  | ̂)    
  ̂    ̂(     

  ̂)                  (3.2) 

dengan   ̂   
 ̂

 ̂   
 untuk           dan 

 ̂  .∑
    

 

(    ̂)

 
   /

  

.∑
    

(    ̂)

 
   / 

 

b. Menentukan penduga Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

dengan model pada persamaan (3.1).  Terdapat perbedaan dalam model 

tingkat area yang digunakan dalam metode penduga Empirical Best Linear 

Unbiased Prediction dengan metode penduga Spatial Empirical Best 

Linear Unbiased Prediction, yaitu pada Spatial Empirical Best Linear 

Unbiased Prediction terdapat pendefinisian khusus pengaruh acak    

sebagai pengaruh acak spasial yang diasumsikan sebagai berikut:  

       

   (    
 (    )  ) 
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Asumsi kenormalan dari pengaruh acak digunakan untuk menduga 

parameter   
  dan   menggunakan prosedur REML dengan fungsi log-

likelihood.  Hasil penduga tersebut kemudian digunakan untuk melakukan 

pendugaan terhadap SEBLUP yaitu: 

 ̂ 
      ( ̂ 

   ̂)      
  ̂    

 * ̂ 
 (    )  + 

                                     *    (  )   ̂ 
 (    )  +  (    

  ̂)        (3.3) 

dimana
    ̂  (      )         dan       (  )    

 (    )  . 

c. Melakukan pendugaan terhadap parameter dengan menggunakan metode 

REML 

d. Melakukan pendugaan koefisien regresi (β) dengan GLS yaitu : 

 ̂  (      )       Y                             (3.4) 

e. Menentukan Mean Square Error bagi penduga Empirical Best Linear 

Unbiased Prediction dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased 

Prediction 

 

3. Melakukan pengujian terhadap penduga Empirical Best Linear Unbiased      

Prediction dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction yang 

diaplikasikan pada data penelitian dengan menggunakan software Rstudio 

yaitu:  

a. Menguji sebaran distribusi data  

b. Menentukan matriks pembobot spasial ( ) 

c. Mendapatkan nilai dugaan dari    dengan metode Empirical Best Linear 

Unbiased  Prediction (  ̂ 
      )  dan Spatial Empirical Best Linear 

Unbiased  Prediction (  ̂ 
       ) 
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d. Mendapatkan MSE dari metode Empirical Best Linear Unbiased  

Prediction (  ̂ 
      )  dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased  

Prediction ( ̂ 
       ) 

e. Membandingkan MSE  Empirical Best Linear Unbiased  Prediction 

(  ̂ 
      )  dan Spatial Empirical Best Linear Unbiased  Prediction 

( ̂ 
       ) 

  

4.   Melakukan pemetaan wilayah sebaran pengeluaran perkapita sebulan dengan 

      menggunakan Archview GIS. 
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V.    KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1 Penduga EBLUP pada pendugaan area kecil dengan model Normal-Normal 

adalah  ̂ 
     

   
  ̂    (     

  ̂)  sedangkan penduga SEBLUP pada 

pendugaan area kecil model Norma-Normal adalah   ̂ 
      ( ̂ 

   ̂)   

   
  ̂    

 * ̂ 
 (    )  +    *    (  )   ̂ 

 (    )  +  (    
  ̂)  

2 Mean Square Error (MSE) dari  ̂ 
     

 dan  ̂ 
       memiliki nilai error 

yang cukup kecil.  Akan tetapi nilai MSE  ̂ 
       konsisten lebih kecil 

dibandingkan nilai MSE  ̂ 
     

 sehingga metode SEBLUP lebih baik 

digunakan untuk melakukan pendugaan area kecil model Normal-Normal. 

3 Berdasarkan data pengeluaran per kapita kabupaten/kota di Provinsi Lampung 

tahun 2017, wilayah dengan pengeluaran per kapita berada di kategori rendah 

terdapat di 10 kabupaten diantaranya Kabupaten Tulang Bawang Barat, 

Kabupaten Way Kanan, Kabupaten Lampung Utara, Kabupaten Lampung 

Tengah, Kabupaten Lampung Timur, Kabupaten Pringsewu, Kabupaten 

Tanggamus, Kabupaten Pesawaran, Kabupaten Lampung Selatan, dan 

Kabupaten Pesisir Barat.  Wilayah dengan pengeluaran per kapita berada di 

kategori sedang yaitu terdapat di kabupaten Lampung Barat, Kabupaten 
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Mesuji, dan Kabupaten Tulang Bawang.  Wilayah dengan pengeluaran per 

kapita berada di kategori tinggi yaitu Kota Bandar Lampung dan Kota Metro.   
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