
 

 

 

 

 

 

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG BERLABEL TITIK 

BERORDE ENAM DENGAN MAKSIMAL LIMA BELAS  

GARIS 5–PARALEL 

 

 

 

 

(Skripsi) 

 

 

 

 

 

Oleh 

 

YULIA SARI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS LAMPUNG 

BANDAR LAMPUNG 

2019

http://www.kvisoft.com/pdf-merger/


ABSTRACT 

 

 

 

DETERMINING THE NUMBER OF CONNECTED  

VERTEX LABELLED GRAPHS OF ORDER SIX  

WITH MAXIMUM FIFTEEN 5-PARALEL EDGES 

 

By 

 

YULIA SARI 

 

A graph         is connected if there exists at least a path connecting every pair 

of vertices in  . Two or more edges that connect the same pair of vertices are 

called paralled edges. There are many graphs that can be constructed if given   

vertices and   edges. In this research we will discuss the formula for finding the 

number of connected vertex labelled graphs of order six with maximum fifteen 

  parallel edges. 

 

Keywords: graph, connected graph, parallel edges, sixth order 

  



ABSTRAK 

 

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG BERLABEL TITIK 

BERORDE ENAM DENGAN MAKSIMAL LIMA BELAS  

GARIS 5–PARALEL 

 

Oleh 

 

YULIA SARI 

 

Graf   didefinisikan sebagai pasangan terurut       dengan   adalah himpunan 

berhingga yang tak kosong dan memuat elemen-elemen yang disebut vertex atau 

titik, dan   adalah himpunan garis atau edge yang menghubungkan setiap titik di 

 . Graf   dikatakan graf terhubung jika ada path (lintasan) yang menghubungkan 

setiap pasangan titik di  . Dua garis atau lebih yang menghubungkan dua titik 

yang sama disebut garis paralel. Jika ada   titik dan   garis maka dapat 

ditentukan jumlah graf yang dapat dibentuk baik terhubung atau tak terhubung. 

Dalam penelitian ini akan dibahas tentang menentukan formula untuk menghitung 

banyaknya graf terhubung berlabel tititk berorde enam dengan maksimal lima 

belas garis   paralel. 

 

Kata kunci: graf, graf terhubung, garis paralel, orde enam 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah  

 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang dapat digunakan 

untuk merepresentasikan suatu permasalahan. Representasi visual dari graf adalah 

dengan menyatakan objek sebagai titik atau vertex, sedangkan hubungan antara 

objek dinyatakan dengan garis atau edge. Dalam kehidupan sehari-hari graf 

digunakan untuk menggambar berbagai struktur yang ada. Tujuannya adalah 

sebagai visualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti.  

 

Konsep dasar teori graf pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan Swiss 

yang bernama Leonhard Euler pada tahun 1736, ketika menyelesaikan 

permasalahan jembatan Konigsberg, di Kaliningrad, Rusia. Di kota tersebut 

terdapat sungai Pregal yang membelah kota menjadi empat daratan terpisah. 

Daratan tersebut dihubungkan oleh tujuh jembatan. Warga kota tersebut ingin 

melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat awal. Euler 

menyatakan dengan permodelan tertentu bahwa hal tersebut tidak mungkin 

terjadi. Hal tersebut dapat terjadi jika banyaknya jembatan berjumlah genap. 

Bentuk permodelan tersebut yang kemudian menjadi latar belakang munculnya 

konsep teori graf yang ada saat ini. 
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Setelah masa Euler, munculnya berbagai peneliti yang mengkaji tentang teori graf baik 

murni maupun terapan. Sebagai contoh penelitian yang dilakukan oleh Harary dan 

Palmer yang di publikasikan pada tahun 1973 mengenai perhitungan banyaknya graf. 

Namun penelitian yang dilakukannya belum bisa memberikan banyak solusi untuk 

perhitungan graf-graf khusus, misalnya untuk menghitung banyaknya graf terhubung 

maupun tak terhubung yang berlabel tanpa garis loop yang dapat dibentuk dari   titik 

dan   garis yang diberikan. Prayoga (2017) berhasil menetukan banyaknya graf 

terhubung berlabel titik tanpa loop dengan     serta     dan garis paralel 

maksimal 5. Graf dengan jumlah titik   dan jumlah garisnya   tentunya memiliki 

bentuk yang berbeda-beda. Oleh karena itu  penulis tertarik untuk meneliti banyaknya 

graf terhubung berlabel titik dengan     serta     dan maksimal lima belas 

garis 5‒paralel. 

 

1.2 Batasan Masalah 

 

Dalam penelitian ini pembahasan dibatasi hanya untuk graf terhubung berlabel 

titik dengan     serta     dan maksimal lima belas garis 5‒paralel, dengan 

  adalah banyaknya titik dan   adalah banyaknya garis. 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel 

titik dengan maksimal lima belas garis 5‒paralel, jika diberikan   titik dan   

garis dengan     serta     agar dapat ditentukan rumus umumnya. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat dari penelitian ini yaitu sebagai berikut: 

1. Mengetahui pola dalam menghitung jumlah graf terhubung jika diberikan 

enam titik dengan maksimal 15 garis 5‒paralel. 

2. Memperluas pengetahuan teori graf khusunya garis 5‒paralel pada graf 

terhubung. 

3. Sebagai bahan referensi penelitian lanjutan bagi pembaca dan dapat 

memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu 

matematika dibidang teori graf. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, istilah-istilah yang berhubungan 

dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini. 

 

2.1 Konsep Dasar Teori Graf  

 

Adapun konsep dasar teori graf yang perlu diketahui sebelumnya adalah mengenai 

graf, graf terhubung dan graf tak terhubung, garis paralel, dan graf sederhana, 

loop, adjacent (bertetangga) dan incident (menempel), walk, path, dan cycle, serta 

degree (derajat) dan isomorfis. 

 

Suatu graf   didefinisikan sebagai pasangan terurut       dengan   adalah 

himpunan berhingga yang tak kosong dan memuat elemen-elemen yang disebut 

vertex atau titik, dan   adalah himpunan elemen-elemen (mungkin kosong) graf 

yang berbentuk garis atau disebut edge yang menghubungkan titik-titik di   (Deo, 

1989). 
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Gambar 2.1 Contoh graf 

 

 

(a)                                     (b) 

Gambar 2.2 Contoh graf terhubung (a) dan tak terhubung (b) 

 

Loop adalah garis yang memiliki titik awal dan ujung yang sama, sedangkan dua 

garis atau lebih yang memiliki titik ujung yang sama disebut garis paralel. Suatu 

graf tanpa loop atau garis paralel disebut dengan graf sederhana (Deo, 1989). 

 

 

 

Gambar 2.3 Contoh graf berlabel total dengan loop dan garis paralel 
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Gambar 2.4 Contoh graf berlabel titik sederhana 

 

Dua titik dikatakan adjacent (bertetangga) jika ada garis yang menghubungkan 

keduannya. Suatu garis dikatakan incident (menempel) dengan suatu titik jika titik 

tersebut merupakan salah satu ujung dari garis tersebut (Deo, 1989). 

 

Walk adalah barisan berhingga dari titik dan garis yang dimulai dan diakhiri oleh 

titik, sehingga setiap garis incident (menempel) dengan titik sebelum dan 

sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut close 

walk. Sedangkan walk yang melalui titik yang berbeda disebut path (lintasan). 

Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle. 

 

Misalkan   dan   adalah pasangan titik pada graf  , dan jika untuk setiap titik 

tersebut terdapat path (lintasan) yang menghubungkan dari   ke   disebut graf 

terhubung, jika tidak maka disebut graf tak terhubung (Munir, 2005). 
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Gambar 2.5 Contoh graf berlabel total 

 

Contoh  Walk  :                                  

Path  :                      

Cycle  :                            

 

Banyaknya garis yang menempel pada satu titik disebut sebagai degree (derajat), 

dengan loop dihitung dua garis yang berarti memiliki dua derajat. Degree dari 

titik    dinotasikan dengan      . 

 

Dua graf dikatakan isomorfis jika memiliki jumlah titik dan garis yang sama 

dengan mempertahankan sifat ketetanggaannya walaupun digambarkan dengan 

cara yang berbeda (Deo, 1989).  
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Gambar 2.6 Contoh graf yang saling isomorfis 

 

Kedua graf tersebut dikatakan isomorfis karena: 

1. Memiliki jumlah titik dan garis yang sama yaitu 6 titik dan 9 garis. 

2. Banyaknya derajat tiap titiknya sama yaitu berderajat 3. 

3. Mempertahankan sifat ketetanggaan. Hal ini dapat dilihat dengan 

mendefinisikan suatu fungsi bijektif. Untuk contoh Gambar 2.6 fungsi bijektif 

didefinisikan sebagai berikut: 

 

               dan                

 

Dalam   , ada 3 garis yang yang keluar dari   . Titik yang memiliki sifat 

seperti itu dalam    adalah titik   , sehingga dibuat fungsi   sedemikian 

sehingga: 
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Adapun fungsi   dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 

 (        )            (         )            (        )           

 (        )            (         )            (        )           

 (        )            (         )            (        )           

 

Pada fungsi   dan   dapat dilihat bahwa    isomorfis dengan   . 

 

2.2 Pelabelan Graf  

 

Graf berlabel adalah graf yang setiap titik atau garisnya diberi nilai atau label. 

Label yang diberikan pada titik disebut sebagai pelabelan titik, label yang 

diberikan pada tiap garis disebut pelabelan garis, dan jika label diberikan pada 

tiap garis dan titik disebut sebagai pelabelan total (Munir, 2005). 

 

 

 

Gambar 2.7 Contoh graf dengan pelabelan titik 
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Gambar 2.8 Contoh graf dengan pelabelan garis 

 

 

 

Gambar 2.9 Contoh graf dengan pelabelan total 

 

2.3 Konsep Dasar Teknik Pencacahan 

 

1. Faktorial 

Menurut Siang pada tahun 2006, misalkan   adalah bilangan bulat positif. 

Besaran n faktorial (simbol     didefinisikan sebagai hasil kali semua 

bilangan bulat antara   hingga  . Untuk    ,     . 

Bukti: 
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jika dimasukan nilai    , maka: 

 

       
  

 
 

   
 

 
 

     

 

2. Permutasi  

Permutasi adalah suatu urutan   objek yang terbentuk oleh sebagian atau 

seluruh objek dengan mengambil dari   objek yang tersedia. Secara umum, 

permutasi   objek dari   objek dapat dinotasikan dengan persamaan: 

 

       
  

      
 

 

Dalam permutasi, objek yang sudah terpilih tidak dapat di pilih kembali 

(Siang, 2006). 

 

Contoh: 

Dalam suatu kelas yang terdiri dari 40 orang akan dipilih 4 orang yang akan 

menjadi ketua, wakil ketua, sekertaris, dan bendahara. Tentukan banyaknya 

cara yang dapat dipakai untuk memilih ketua, wakil ketua, sekertaris, dan 

bendahara untuk perangkat kelas tersebut? 

Jawaban:  
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3. Kombinasi  

Jumlah pemilihan yang tak terurut dengan mengambil   elemen dengan 

      disebut kombinasi. Pada kombinasi urutan pemilihan tidaklah 

dipertimbangkan. Banyaknya kombinasi   dari   objek dapat dinotasikan 

dengan persamaan: 

 

(
 

 
)  

  

        
 

 

Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidaklah 

diperhitungkan. Hal yang diperhatikam adalah objek yang muncul (Siang, 

2006). 

 

Contoh: 

Dalam suatu pertemuan terdapat 15 orang yang belum saling kenal. Agar 

mereka saling kenal, maka mereka saling berjabat tangan. Berapa banyak cara 

jabat tangan yang terjadi? 

Jawaban: 

 

(
  

 
)  
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4. Barisan Aritmatika Tingkat Tinggi 

Secara umum barisan bilangan dapat dinotasikan dengan      

                     . Beda dari suku yang berurutan adalah selisih setiap 

suku-sukunya        . Misalkan suatu barisan                        

    , sehingga selisih setiap suku yang berurutan sebagai berikut: 

 

                  

                                           

Beda               

 

Jika diperhatikan barisan      tingkat dua menghasilkan barisan      tingkat 

satu sebagai barisan aritmatika yang memiliki beda hasil     Sehingga      

dinamakan barisan aritmatika tingkat dua (Imail, 2014). 

 

5. Cramer’s Rule 

Metode berikut memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu 

dengan   persamaan dan   faktor yang tidak diketahui. Jika      adalah 

suatu sistem dari   persamaan linear dengan   faktor yang tidak diketahui 

sedemikian rupa sehingga         , maka sistem ini memiliki solusi yang 

unik. Solusinya adalah: 
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dimana    adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada 

kolom ke   dari   dengan entri-entri pada matriks   [

  
  
 
  

], dengan   

        (Anton and Rorres, 2004). 
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III. METODE PENELITIAN 

 

Pada bab ini akan diberikan waktu dan tempat penelitian, penelitian yang telah 

dilakukan yang berkaitan, serta metode yang digunakan dalam penelitian ini. 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2018/2019 di Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

3.2 Penelitian yang Telah Dilakukan 

 

Agnarsson and Raymond pada tahun 2007 melakukan perhitungan terhadap graf 

sederhana dan diberikan          dengan     ( 
 
) dengan hasil sebagai 

berikut: 

1. Graf    dengan   sebagai titiknya merupakan graf sederhana, maka 

banyaknya graf    adalah: 

 

    (  ) 
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2. Graf       dari graf sederhana yang memiliki   titik dan   garis, maka 

banyaknya graf    adalah: 

 

      ((
 
 
)

 
) 

 

Diberikan       . Graf       tidak memiliki loop dimana   sebagai titik 

dan   sebagai garis, maka banyaknya graf       adalah: 

 

   (
  ( 

 
)   

 
) 

 

Selanjutnya, Wamiliana, dkk. (2016) melakukan penelitian tentang graf tak 

terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan     dan     dapat dirumuskan 

secara umum, yaitu: 

 

  (    
 )   (    

 )   ∑  (      
 ) 

    

 (
   

 
)    (      

 )   (      
 )   (      

 )   (      
 ) 

          (      
 )   (      

 ) 

 (
   

 
)    (

   

 
)      (

   

 
)       (

   

 
) 

           (
 

 
)      (

   

 
)     (

   

 
) 

 

dengan: 

 (    
 ) = jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk  

     dan      .  
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Pada tahun 2017, Amanto dkk.,dalam penelitiannya banyaknya graf tak terhubung 

berlabel titik menggunakan garis paralel atau loop mendapatkan hasil sebagai 

berikut: 

 

 (       
 ) =            +            +            +            

 (       
 ) = (

   
 

)   
 

 
 (

   
 

)    (
   

 
)    (

   
 

) 

 

dengan: 

  = banyaknya titik 

  = banyaknya garis 

   = banyaknya garis bukan loop pada   dengan garis paralel dihitung satu 

           

       
   graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau  

loop dengan   titik,   garis, dan      banyaknya garis bukan  

loop pada   dengan garis paralel dihitung satu. 

              (       
 )    Jumlah         

 

3.3 Metode Penelitian  

 

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Mengumpulkan bahan-bahan literature serta studi kepustakaan yang 

berhubungan dengan graf.  

2. Menggambar graf terhubung berlabel titik tanpa loop untuk   titik sebanyak   

dengan            maksimal lima belas. 

3. Mengelompokkan graf terhubung untuk   titik dan   garis yang sama. 



18 

4. Menghitung jumlah graf terhubung yang terbentuk. 

5. Melihat pola banyaknya graf yang terbentuk. 

6. Menentukan rumus umum. 

7. Membuktikan rumus yang terbentuk. 

8. Menarik kesimpulan. 

 

Langkah-langkah penelitian dapat dinyatakan dalam bentuk diagram alir sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Diagram alir metode penelitian 

Tentukan banyaknya titik dan garis paralel yang akan diteliti 

Mengambar graf terhubung berlabel titik dengan 𝑛    dan 

  𝑚     sebanyak lima belas 

Kelompokkan graf terhubung untuk 𝑛 titik dan 𝑚 garis yang sama 

Hitung jumlah graf terhubung yang terbentuk 

Melihat pola banyaknya graf yang terbentuk 

Penentuan rumus umum 

Pembuktian rumus yang terbentuk 

Menarik kesimpulan 

Stop 

Mulai 
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V. KESIMPULAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil konstruksi graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan 

maksimal lima belas garis 5–paralel maka diperoleh kesimpulan bahwa: 

 

Jumlah graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan maksimal lima belas 

garis 5–paralel untuk              , diperoleh rumus yakni: 

 

a.  (      )   {

  

 
                      

  

 
                          

 

 

b.  (      )   {
 

   

 
                                 

   

 
                                     

  

 

c.  (      )   {
 

   

 
                                  

   

 
                                     

  

 

d.  (      )  

{
 
 

 
  

   

 
(

  

   
   

   

  
   

   

 
            )  

               

 
   

 
(

  

   
   

   

  
   

    

 
                )  
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e.  (      )  

{
 
 

 
  

   

   
(
  

 
         

     

 
          

      

 
)  

               

 
   

   
(
  

 
          

      

 
            

        

 
)  

                

 

 

f.  (       )  

{
 
 

 
 

  

   
(

 

  
   

   

  
   

    

 
   

     

 
   

      

 
         )   

                   

 
  

   
(

 

  
   

   

  
   

     

 
   

      

 
   

        

 
          )  

                   

 

 

g.  (       )  

{
 
 

 
  

  

    
(
  

 
   

    

 
                   

     

 
  

       

 
)  

                   
  

    
(
  

 
   

    

 
                       

         

 
 

 
          

 
)                      

 

 

h.  (       )  

{
 
 

 
 

  

  
(

 

   
   

   

   
   

    

  
   

     

 
                  

                                  
  

 
(
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i.  (       )  

{
 
 
 

 
 
 

 

    
(
  

  
   

   

 
   

      

  
            

         

  
  

 
         

 
  

          

 
)                         

 
 

   
(

     

      
   

    

  
   

          

      
   

         

   
   

 
             

      
   

             

    
  

               

     
)  

                      

 

 

j.  (       )  

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 

   
(

  

    
   

   

   
   

     

  
   

      

  
   

       

  
  

 
        

  
   

         

  
          )  

                         

 
 

   
(

  

    
   

    

   
   

      

  
   

       

  
   

         

  
  

 
          

  
   

           

  
             )  

                         

 

 

k.  (       )  

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
(

 

     
   

   

      
   

     

     
   

      

     
   

        

     
  

 
         

      
   

          

     
  

         

    
)  

                         

 
 

 
(

 

     
   

   

      
   

     

     
   

       

     
   

         

     
  

 
           

      
   

            

     
  

            

    
)  

                         

 

 

dengan: 

 

 (      )   banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde   dengan 

  garis dan   adalah banyaknya garis yang menghubungkan 

pasangan titik yang berbeda. 
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5.2 Saran 

 

Penelitian dapat di lanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf 

terhubung berlabel maksimal garis 5–paralel untuk    . 
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