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ABSTRACT

DETERMINING THE NUMBER OF CONNECTED
VERTEX LABELLED GRAPHS OF ORDER SIX
WITH MAXIMUM FIFTEEN 5-PARALEL EDGES

By

YULIA SARI

A graph G (V,E) is connected if there exists at least a path connecting every pair
of vertices in G. Two or more edges that connect the same pair of vertices are
called paralled edges. There are many graphs that can be constructed if given n
vertices and m edges. In this research we will discuss the formula for finding the
number of connected vertex labelled graphs of order six with maximum fifteen
5—parallel edges.
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ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG BERLABEL TITIK
BERORDE ENAM DENGAN MAKSIMAL LIMA BELAS
GARIS 5-PARALEL

Oleh

YULIA SARI

Graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut (V, E) dengan V adalah himpunan
berhingga yang tak kosong dan memuat elemen-elemen yang disebut vertex atau
titik, dan E adalah himpunan garis atau edge yang menghubungkan setiap titik di
G. Graf G dikatakan graf terhubung jika ada path (lintasan) yang menghubungkan
setiap pasangan titik di G. Dua garis atau lebih yang menghubungkan dua titik
yang sama disebut garis paralel. Jika ada n titik dan m garis maka dapat
ditentukan jumlah graf yang dapat dibentuk baik terhubung atau tak terhubung.
Dalam penelitian ini akan dibahas tentang menentukan formula untuk menghitung
banyaknya graf terhubung berlabel tititk berorde enam dengan maksimal lima
belas garis 5—paralel.

Kata kunci: graf, graf terhubung, garis paralel, orde enam
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang dapat digunakan
untuk merepresentasikan suatu permasalahan. Representasi visual dari graf adalah
dengan menyatakan objek sebagai titik atau vertex, sedangkan hubungan antara
objek dinyatakan dengan garis atau edge. Dalam kehidupan sehari-hari graf
digunakan untuk menggambar berbagai struktur yang ada. Tujuannya adalah

sebagai visualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti.

Konsep dasar teori graf pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan Swiss
yang bernama Leonhard Euler pada tahun 1736, ketika menyelesaikan
permasalahan jembatan Konigsberg, di Kaliningrad, Rusia. Di kota tersebut
terdapat sungai Pregal yang membelah kota menjadi empat daratan terpisah.
Daratan tersebut dihubungkan oleh tujuh jembatan. Warga kota tersebut ingin
melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat awal. Euler
menyatakan dengan permodelan tertentu bahwa hal tersebut tidak mungkin
terjadi. Hal tersebut dapat terjadi jika banyaknya jembatan berjumlah genap.
Bentuk permodelan tersebut yang kemudian menjadi latar belakang munculnya

konsep teori graf yang ada saat ini.



Setelah masa Euler, munculnya berbagai peneliti yang mengkaji tentang teori graf baik
murni maupun terapan. Sebagai contoh penelitian yang dilakukan oleh Harary dan
Palmer yang di publikasikan pada tahun 1973 mengenai perhitungan banyaknya graf.
Namun penelitian yang dilakukannya belum bisa memberikan banyak solusi untuk
perhitungan graf-graf khusus, misalnya untuk menghitung banyaknya graf terhubung
maupun tak terhubung yang berlabel tanpa garis loop yang dapat dibentuk dari n titik
dan m garis yang diberikan. Prayoga (2017) berhasil menetukan banyaknya graf
terhubung berlabel titik tanpa loop dengan n = 5serta m > 4 dan garis paralel
maksimal 5. Graf dengan jumlah titik n dan jumlah garisnya m tentunya memiliki
bentuk yang berbeda-beda. Oleh karena itu penulis tertarik untuk meneliti banyaknya
graf terhubung berlabel titik dengan n = 6 serta m > 5 dan maksimal lima belas

garis 5—paralel.

1.2 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini pembahasan dibatasi hanya untuk graf terhubung berlabel

titik dengan n = 6 serta m > 5 dan maksimal lima belas garis 5—paralel, dengan

n adalah banyaknya titik dan m adalah banyaknya garis.

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel

titik dengan maksimal lima belas garis 5—paralel, jika diberikan n titik dan m

garis dengan n = 6 serta m > 5 agar dapat ditentukan rumus umumnya.



1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini yaitu sebagai berikut:

1.

Mengetahui pola dalam menghitung jumlah graf terhubung jika diberikan
enam titik dengan maksimal 15 garis 5—paralel.

Memperluas pengetahuan teori graf khusunya garis S5—paralel pada graf
terhubung.

Sebagai bahan referensi penelitian lanjutan bagi pembaca dan dapat
memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu

matematika dibidang teori graf.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, istilah-istilah yang berhubungan

dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini.

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Adapun konsep dasar teori graf yang perlu diketahui sebelumnya adalah mengenai
graf, graf terhubung dan graf tak terhubung, garis paralel, dan graf sederhana,
loop, adjacent (bertetangga) dan incident (menempel), walk, path, dan cycle, serta

degree (derajat) dan isomorfis.

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut (V,E) dengan V adalah
himpunan berhingga yang tak kosong dan memuat elemen-elemen yang disebut
vertex atau titik, dan E adalah himpunan elemen-elemen (mungkin kosong) graf
yang berbentuk garis atau disebut edge yang menghubungkan titik-titik di G (Deo,

1989).



Gambar 2.1 Contoh graf
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Gambar 2.2 Contoh graf terhubung (a) dan tak terhubung (b)

Loop adalah garis yang memiliki titik awal dan ujung yang sama, sedangkan dua
garis atau lebih yang memiliki titik ujung yang sama disebut garis paralel. Suatu

graf tanpa loop atau garis paralel disebut dengan graf sederhana (Deo, 1989).

Gambar 2.3 Contoh graf berlabel total dengan loop dan garis paralel
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Gambar 2.4 Contoh graf berlabel titik sederhana

Dua titik dikatakan adjacent (bertetangga) jika ada garis yang menghubungkan
keduannya. Suatu garis dikatakan incident (menempel) dengan suatu titik jika titik

tersebut merupakan salah satu ujung dari garis tersebut (Deo, 1989).

Walk adalah barisan berhingga dari titik dan garis yang dimulai dan diakhiri oleh
titik, sehingga setiap garis incident (menempel) dengan titik sebelum dan
sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut close
walk. Sedangkan walk yang melalui titik yang berbeda disebut path (lintasan).

Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle.

Misalkan u dan v adalah pasangan titik pada graf G, dan jika untuk setiap titik
tersebut terdapat path (lintasan) yang menghubungkan dari u ke v disebut graf

terhubung, jika tidak maka disebut graf tak terhubung (Munir, 2005).
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Gambar 2.5 Contoh graf berlabel total

Contoh Walk Uy €1 V3 €5 Uy € Uy €5 Vg €4 Vs
Path Uy €3 Us €4 Vg €5 Uy
Cycle I Vg € Uy €3 Us €4 Vg €5 Vg

Banyaknya garis yang menempel pada satu titik disebut sebagai degree (derajat),
dengan loop dihitung dua garis yang berarti memiliki dua derajat. Degree dari

titik v; dinotasikan dengan d (v;).

Dua graf dikatakan isomorfis jika memiliki jumlah titik dan garis yang sama
dengan mempertahankan sifat ketetanggaannya walaupun digambarkan dengan

cara yang berbeda (Deo, 1989).
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Gambar 2.6 Contoh graf yang saling isomorfis

Kedua graf tersebut dikatakan isomorfis karena:

1. Memiliki jumlah titik dan garis yang sama yaitu 6 titik dan 9 garis.

2. Banyaknya derajat tiap titiknya sama yaitu berderajat 3.

3. Mempertahankan sifat ketetanggaan. Hal ini dapat dilihat dengan
mendefinisikan suatu fungsi bijektif. Untuk contoh Gambar 2.6 fungsi bijektif

didefinisikan sebagai berikut:

x:V(Gy) = V(G,) dan y: E(G,) = E(G,)

Dalam G,, ada 3 garis yang yang keluar dari v;. Titik yang memiliki sifat
seperti itu dalam G, adalah titik u,, sehingga dibuat fungsi x sedemikian

sehingga:

x(v1) = Uy, x(Vg) = Uy, x(v3) = Uy, x(V4) = Us, x(Vs) = uz, x(v3) = Ug



Adapun fungsi y dapat dinyatakan sebagai berikut:

)’((Ul ) Vs)) = (ug ,uy); J’(( U1 '174)) = (u, ,us);}’((lﬁ ) vz)) = (Uy,Ug)
y((US ’ v6)) = (u3 ’ u4); y(( Us, UZ)) = (u3 ’ u6); y((US ’ U4_)) = (u3 'uS)

)’((v3 ) vz)) = (uy , ug); Y(( U3 '176)) = (uz ,uq); Y((Us ) 174)) = (uy,us)
Pada fungsi x dan y dapat dilihat bahwa G; isomorfis dengan G,.
2.2 Pelabelan Graf
Graf berlabel adalah graf yang setiap titik atau garisnya diberi nilai atau label.
Label yang diberikan pada titik disebut sebagai pelabelan titik, label yang
diberikan pada tiap garis disebut pelabelan garis, dan jika label diberikan pada

tiap garis dan titik disebut sebagai pelabelan total (Munir, 2005).

vl

vy w2

v w3

Gambar 2.7 Contoh graf dengan pelabelan titik
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ed el

Gambar 2.8 Contoh graf dengan pelabelan garis

v

a3 el
vy w2

gd e,

v ol w3

Gambar 2.9 Contoh graf dengan pelabelan total
2.3 Konsep Dasar Teknik Pencacahan

1. Faktorial
Menurut Siang pada tahun 2006, misalkan n adalah bilangan bulat positif.
Besaran n faktorial (simbol n!) didefinisikan sebagai hasil kali semua
bilangan bulat antara n hingga 1. Untuk n = 0, 0! = 1.

Bukti:

nl=nx(n-1)

(n—l)!zn—!
n
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jika dimasukan nilai n = 1, maka:

1!

(1—1)'=T

2. Permutasi
Permutasi adalah suatu urutan r objek yang terbentuk oleh sebagian atau
seluruh objek dengan mengambil dari n objek yang tersedia. Secara umum,
permutasi r objek dari n objek dapat dinotasikan dengan persamaan:

n!

Pln,7) = (n—r)!

Dalam permutasi, objek yang sudah terpilih tidak dapat di pilih kembali

(Siang, 2006).

Contoh:

Dalam suatu kelas yang terdiri dari 40 orang akan dipilih 4 orang yang akan
menjadi ketua, wakil ketua, sekertaris, dan bendahara. Tentukan banyaknya
cara yang dapat dipakai untuk memilih ketua, wakil ketua, sekertaris, dan
bendahara untuk perangkat kelas tersebut?

Jawaban:

40! 40!

P40, 9 = =51 ~ 361

= 2.193.360
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3. Kombinasi
Jumlah pemilihan yang tak terurut dengan mengambil n elemen dengan
n > r disebut kombinasi. Pada kombinasi urutan pemilihan tidaklah

dipertimbangkan. Banyaknya kombinasi r dari n objek dapat dinotasikan

dengan persamaan:

n n!
(r) Y (n—nr)!

Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidaklah
diperhitungkan. Hal yang diperhatikam adalah objek yang muncul (Siang,

2006).

Contoh:

Dalam suatu pertemuan terdapat 15 orang yang belum saling kenal. Agar
mereka saling kenal, maka mereka saling berjabat tangan. Berapa banyak cara
jabat tangan yang terjadi?

Jawaban:

(15) _ 15! _ 105
2/ 21(15=2)!
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4. Barisan Aritmatika Tingkat Tinggi
Secara umum barisan bilangan dapat dinotasikan dengan (a,) =
(aq,a,,as,..,a,,..). Beda dari suku yang berurutan adalah selisih setiap
suku-sukunya a,, — a,_,. Misalkan suatu barisan (a,) = (3,4,8,15,25,

38 ...), sehingga selisih setiap suku yang berurutan sebagai berikut:

38

U U U U U
by,
Ry U U
Beda 3 3 3
Jika diperhatikan barisan (a,) tingkat dua menghasilkan barisan (b,,) tingkat
satu sebagai barisan aritmatika yang memiliki beda hasil = 3. Sehingga (a,,)

dinamakan barisan aritmatika tingkat dua (Imail, 2014).

5. Cramer’s Rule
Metode berikut memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu
dengan n persamaan dan n faktor yang tidak diketahui. Jika Ax = b adalah
suatu sistem dari n persamaan linear dengan n faktor yang tidak diketahui
sedemikian rupa sehingga det(A) # 0, maka sistem ini memiliki solusi yang

unik. Solusinya adalah:

det(A,) det(Az) B det(A,)
1T et 2T deta) T T et (A)
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dimana A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada
b1l

kolom ke—j dari A dengan entri-entri pada matriks b = b2 , dengan j =
b3

1,2, ...,n (Anton and Rorres, 2004).



I1l. METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan diberikan waktu dan tempat penelitian, penelitian yang telah

dilakukan yang berkaitan, serta metode yang digunakan dalam penelitian ini.

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2018/2019 di Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Penelitian yang Telah Dilakukan

Agnarsson and Raymond pada tahun 2007 melakukan perhitungan terhadap graf
sederhana dan diberikan n,m € N dengan 0 < m < (’21) dengan hasil sebagai
berikut:

1. Graf g,dengan n sebagai titiknya merupakan graf sederhana, maka

banyaknya graf g,, adalah:

In = 2(121)
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2. Graf g,(m) dari graf sederhana yang memiliki n titik dan m garis, maka

banyaknya graf g,, adalah:

gn(m) = ((Z))

m

Diberikan n,m € N. Graf g,,(m) tidak memiliki loop dimana n sebagai titik
dan m sebagai garis, maka banyaknya graf g, (m) adalah:

= (MO

m

Selanjutnya, Wamiliana, dkk. (2016) melakukan penelitian tentang graf tak
terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n = 5 dan m > 1 dapat dirumuskan

secara umum, yaitu:

N(Gfli,m) = N(G!’S,m) + 22:1 N(G!’S,m,g)

m+ 4
_ ( ) ) + N(G4m1) + N(GEm,z2) + N(Ggmz) + N(Ghma)

+N(GE ns) + N(GE s)
_(m+4)+10<m+3>+ 45><(m+2)_|_ 120x<m+1>
“\ 4 4 4 4
+85><(m)+ 30><(m_1)+ 5><<m_2)
4 4 4
dengan:

N(G¢ ) = jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk

n=5danm > 1.
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Pada tahun 2017, Amanto dkk.,dalam penelitiannya banyaknya graf tak terhubung
berlabel titik menggunakan garis paralel atau loop mendapatkan hasil sebagai

berikut:

N(Géi,m,gi) = N(G4,m,g0) + N(G4,m,gl) + N(G4,m,g2) + N(G4,m,g3)

N(Gi,m,gi):(mg_s)"‘ gm(m;-3)+15(m;-3)+ 4(m2-3)

dengan:
n = banyaknya titik
m = banyaknya garis
gi = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu
i=01273
Gam,gi = graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau
loop dengan n titik, m garis, dan gi = banyaknya garis bukan
loop pada G dengan garis paralel dihitung satu.

N(Gimgi) =Jumlah Gy, i
3.3 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut:

1. Mengumpulkan bahan-bahan literature serta studi kepustakaan yang
berhubungan dengan graf.

2. Menggambar graf terhubung berlabel titik tanpa loop untuk n titik sebanyak 6
dengan 5 < m < 75 maksimal lima belas.

3. Mengelompokkan graf terhubung untuk n titik dan m garis yang sama.
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4. Menghitung jumlah graf terhubung yang terbentuk.
5. Melihat pola banyaknya graf yang terbentuk.

6. Menentukan rumus umum.

7. Membuktikan rumus yang terbentuk.

8. Menarik kesimpulan.

Langkah-langkah penelitian dapat dinyatakan dalam bentuk diagram alir sebagai

berikut: @

Tentukan banyaknya titik dan garis paralel yang akan diteliti

v

Mengambar graf terhubung berlabel titik dengan n = 6 dan
5 < m < 75 sebanyak lima belas

v

Kelompokkan graf terhubung untuk n titik dan m garis yang sama

v

Hitung jumlah graf terhubung yang terbentuk

'

Melihat pola banyaknya graf yang terbentuk

v

Penentuan rumus umum

v

Pembuktian rumus yang terbentuk

v

Menarik kesimpulan

Gambar 3.1 Diagram alir metode penelitian




V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil konstruksi graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan

maksimal lima belas garis 5—paralel maka diperoleh kesimpulan bahwa:

Jumlah graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan maksimal lima belas

garis 5—paralel untuk n = 6,5 < m < 75, diperoleh rumus yakni:

%(m2+18m—83); m=5,913

a. N(Ggms)=
(Goms) 82—1(m2 —78m + 1357) ; m = 17,21, 25

165

b. N(G S
(Gom.s) 195 (m3 — 72m? + 1616m — 10632) ; m = 18,22, 26,30

4

(m3 — 36m? + 320m — 888) ; m = 6,10, 14,18

555

c. N(G = L8
( G‘m‘7) %(m3 —81m? + 2003m — 13707) ; m = 23,27,31,35

(m3 — 45m? + 491m — 1623); m = 7,11, 15,19

(oS (A 19005 T 43 1 1872)
4 \128 16 8 '
= 8,12,16,20,24
d. N(Goms) = ST
m S (s 223 4 T2 21373m + 168672)
4 \128 16 8

m = 24,28,32,36,40



e.

f.

g.

h.

48

N(Gs,m,9) =
—2 (Zmt - 443m + T m? - 76111m + 222,
128 \ 4 2
m=9,13,17,21,25
= (Bm* - 1123m3 + 225 m? - 1575911m + =222
128 \ 4 2
\ m = 29,33,37,41,45
N(Gs,m,w) =
79 (L5 _ 435 4 7195 3 81825 5 792009 .
= (= Zmt o+ + 1394955 ;
! Z 10,14,18,22,26,30
_ E (ims + ﬁmzl_ _ 14405 3 473775 2 _ 13103991 m+ 64439685) ;
128 \32 16 4 2
m = 30, 34,38, 42, 46,50
N(Gs,m,n) =

_ 77 (Ems 1185 4+12825m — 97485m 74147m+4817115);
2048 \ 2 2 2 2

m = 11,15,19,23,27,31

m* + 226665m3 — 11393445m

5329498125)
2

77 (17 5 4-4-25 559505533
— — —m

2048 \ 2

m = 35,39,43,47,51,55

N(Gs,m,n) =

([ Z(5me—Zms + Z2m* — T2%m3 4 53569m? — 432352m

+1410560) m = 12,16, 20, 24, 28,32, 36
2—1(Lm6 _ 497 5 14465 4 220335 3 461957 5 5416007m
2 \4096 Toza 256 64

+14394160) ; m = 36,40, 44, 48, 52, 56,60




i. N(G6,m,13) =

.

(5
2048
222589257

(

49

151427537 o
—m

268565 14 _ 729955m3 +

m = 13,17,21, 25,29, 33,37

6 673
2

23 5

12

1577919585)_
)

N(Gs,m,w) =

5

461

N(Gs,m,m) =

2
60031

(104448
9718363412749

104448

555489755
4 __ rn3-+

256
);

6 3363 5 | 2964518575

17 104448

2 _ 9207881616797
4352

m = 41,45,49,53,57,61, 65

691142906379735
34816

4758511
24

20701 411005 3
— m

96
280026091

m* +

5

43 557

2688 192

48
_ 32349023 m— 62587005);
12

m = 14,18, 22,26, 30,34, 38,42

107893 5 5126905
96 48

2688 192
_ 2415052171 mz + 5160611497603 m— 28544560905),

12
m = 42,46,50, 54, 58,62, 66,70

1
mé +

256

7 _

(

n12

144549631

24

4

43 5 1249 ¢

1

(

256

10049683 3

46080

1 451 18293 ¢ 317693 4

1 7

’

2 184320

(

80640

184320
1 989

m
80640
39353384171

1

2

7

(

mé +
_ 596364469
m = 15,19, 23,27,31, 35, 39,43

mé +

184320
2

36864
364001651

4096

92160
1873716211 )_
71680 !
276259333
46080

)

2

3

5 3679747 4

36864
141203828557

4096

90923

92160
298966760781

71680

184320
m = 47,51,55,59,63,67,71,75

dengan:

N(Gn,m,t) = banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde n dengan

m garis dan t adalah banyaknya garis yang menghubungkan

pasangan titik yang berbeda.
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5.2 Saran

Penelitian dapat di lanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf

terhubung berlabel maksimal garis 5—paralel untuk n > 7.
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