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ABSTRACT 
 

 

 

ANALYSIS OF SIR MODEL VACCINATION STABILITY IN THE CASE 

STUDY OF TUBERCULOSIS DISEASE. 
 

 

By 
 

Dina Shabrina 
 

 

 

The effect of vaccination can help to reduce the spread of tuberculosis (TB). One 

way to help controlling the spread of disease is using mathematical models, the 

name is SIR (Susceptible, Infected, Recovered). In this research, the SIR 

(Susceptible, Infected, Recovered) model produces two equilibrium points, are 

disease-free equilibrium points and disease endemic equilibrium points. The 

analysis conducted produces an analysis of vaccine reproduction ratio. 

Furthermore, numerical simulations are performed using the runge-kutta method 

to describe the stability of balance points. 
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ABSTRAK 

 

 

 

ANALISIS KESTABILAN VAKSINASI MODEL SIR PADA STUDI 

KASUS PENYAKIT TUBERCULOSIS (TBC). 

 

 

 

 

Oleh 

 

Dina Shabrina 

 

 

Pengaruh vaksinasi dapat membantu dalam mengurangi penyebaran penyakit 

tuberculosis (TBC). Salah satu cara untuk membantu mempermudah 

mengendalikan penyebaran penyakit dengan menggunakan model matematika 

yaitu model SIR (Susceptible, Infected, Recovered). Pada penelitian ini, model 

SIR (Susceptible, Infected, Recovered) menghasilkan dua titik kesetimbangan 

yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik 

penyakit. Analisis yang dilakukan menghasilkan analis rasio reproduksi vaksin. 

Selanjutnya, dilakukan simulasi numerik dengan metode runge-kutta untuk 

menggambarkan kestabilan titik kesetimbangan.  

 

Kata kunci: Vaksin, Model Matematika, Model SIR, Kestabilan, Runge-Kutta.  
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1  Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Tuberculosis yang juga dikenal dengan singkatan TBC, merupakan penyakit 

menular yang disebabkan oleh basil Mycobacterium Tuberculsois. Saat tubuh 

sehat, sistem kekebalan tubuh dapat memberantas basil tuberculosis yang masuk 

ke dalam tubuh. Tetapi sistem kekebalan tubuh juga terkadang bisa gagal dalam 

melindungi tubuh. Basil tuberculosis yang gagal diberantas sepenuhnya bisa 

bersifat tidak aktif untuk beberapa waktu sebelum kemudian menyebabkan gejala-

gejala TBC. Gejala yang paling umum dari penyakit TBC adalah berupa batuk, 

berat badan turun, tidak nafsu makan, demam, keringat di malam hari, batuk 

berdarah, nyeri dada, dan lelah. Jenis batuk juga bisa berdahak yang berlangsung 

selama lebih dari 21 hari. 

 

Pada penularannya, bakteri tuberculosis menyebar melalui udara ketika seseorang 

dengan infeksi TBC aktif batuk, bersin, atau menyebarkan butiran air liur mereka 

melalui udara. Kuman yang keluar dari batuk atau bersin penderita TBC dapat 

bertahan di udara lembab yang tidak terpapar sinar matahari selama berjam-jam, 

bahkan berminggu-minggu. Akibatnya, setiap orang yang berdekatan dan 

memiliki kontak dengan penderita TBC secara langsung berpotensi menghirupnya 
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dan akhirnya tertular. Selain itu, seseorang yang telah terkena penyakit TBC 

beresiko terhadap komplikasi tuberculosis yang dapat menyebar ke bagian tubuh 

lain. Beberapa komplikasi yang mungkin terjadi adalah nyeri tulang punggung, 

meningitis, kerusakan sendi, gangguan hati, ginjal, jantung, dan gangguan mata.  

 

Namun, basil Mycobacterium Tuberculosis , dapat diatasi oleh vaksinasi. Vaksin 

yang berpengaruh dapat mencegah penyakit TBC adalah vaksin Basil Calmette-

Guerin (BCG). Vaksin ini terbuat dari bakteri tuberculosis yang telah dilemahkan 

dan tidak akan meyebabkan sang penerima vaksin menjadi sakit. 

 

Karenanya penyakit TBC mendapat perhatian khusus dari masyarakat dan 

pemerintah tak terkecuali para ilmuan karena dapat mengancam kehidupan 

manusia. Mengingat pentingnya pengetahuan lebih lanjut mengenai TBC, maka 

diperlukan suatu model matematika dalam penyebaran penyakit TBC.  

 

Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan menggunakan model 

SIR. Model SIR terbagi dalam tiga kelompok populasi. Kelompok pertama adalah 

kelompok yang sehat tetapi dapat terinfeksi. Kelompok kedua adalah kelompok 

yang terinfeksi dan dapat menularkan penyakit. Sedangkan kelompok ketiga 

adalah kelompok yang telah sembuh dan kebal dari penyakit.  

 

Sedangkan metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan metode 

numerik. Metode numerik dipakai untuk mensimulasikan dengan program Matlab 

R2013b karena dapat menyelesaikan masalah nonlinear dan menghasilkan 

pendekatan yang mendekati solusi sebenarnya. Maka, dari banyaknya metode 
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numerik, salah satu yang digunakan adalah metode Runge-kutta sebagai 

penjabaran dalam mengerjakan metode numerik.  

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan analisis kestabilan vaksinasi dalam 

penyakit tuberculosis (TBC) dengan menggunakan model SIR.  

 

 

1.3  Manfaat Penelitian 

 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Didapatkan model matematika penyakit tuberculosis (TBC) dan analisis 

kestabilannya. 

2. Pengetahuan tentang pemodelan penyakit tuberculosis (TBC). 

3. Pengetahuan tentang pengaplikasian metode Runge Kutta. 

4. Mengetahui akan pentingnya ilmu dan terapan matematika pada dunia 

kesehatan.  
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1. Persamaan Diferensial 

 

 

 

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan satu atau lebih 

turunan fungsi yang belum diketahui, atau persamaan itu mungkin juga 

melibatkan fungsi itu sendiri dan kosntanta.  Dari turunan yang membentuk dalam 

persamaan diferensial akan menentukan jenis dan klasifikasi persamaan 

diferensial itu sendiri (Prayudi, 2006). 

 

 

 

2.2. Sistem Persamaan Diferensial 

 

 

 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat   buah persamaan 

diferensial, dengan   buah fungsi yang tidak diketahui, dimana   merupakan 

bilangan bulat positif lebih besar sama dengan dua. Antara persamaan diferensial 

yang satu dengan yang lain saling keterkaitan dengan konsisten. 

 

Bentuk umum dari suatu sistem   persamaan orde pertama mempunyai bentuk 

sebagai berikut :  
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  (2.1)  

   

  
                    

 

Dengan            adalah variabel bebas dan   adalah variabel terikat, 

sehingga                              , dimana 
   

  
 merupakan 

derivatif fungsi    terhadap  , dan  , adalah fungsi yang tergantung pada 

variabel            dan   (Neuhauser, 2004). 

 

 

 

2.3. Persamaan Diferensial Biasa 

 

 

 

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan terhadap 

fungsi yang memuat satu variabel bebas. Jika   adalah fungsi dari  , maka contoh 

persamaan diferensial biasa adalah  

 
   

  
         (2.2) 

 

dimana persamaan tersebut memiliki order satu. Order dari persamaan diferensial 

adalah turunan tertinggi pada fungsi tidak diketahui (peubah tidak bebas) yang 

muncul dalam persamaan diferensial (Campbell & Haberman, 2008). 
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2.4. Pemodelan Matematika 

 

 

 

Model adalah representasi penyederhanaan dari sebuah realita yang kompleks 

(biasanya bertujuan untuk memahami realita tersebut) dan mempunyai ciri-ciri 

yang sama dengan tiruannya dalam menyelesaikan permasalahan. Model adalah 

karakteristik umum yang mewakili sekelompok bentuk yang ada atau representasi 

suatu masalah dalam bentuk yang lebih sederhana dan mudah dikerjakan. Dalam 

matematika, teori model adalah ilmu yang menyajikan konsep-konsep matematis 

melalui konsep himpunan atau ilmu tentang model-model yang mendukung suatu 

sistem matematis.  

 

Teori model diawali dengan asumsi keberadaan obyek-obyek matematika 

(misalnya keberadaan semua bilangan) dan kemudian mencari dan menganalisis 

keberadaan operasi-operasi, relasi-relasi, atau aksioma-aksioma yang melekat 

pada masing-masing obyek atau pada obyek-obyek tersebut. Model matematika 

yang diperoleh dari suatu masalah matematika yang diberikan, selanjutnya 

diselesaikan dengan aturan-aturan yang ada. Penyelesaian yang diperoleh, perlu 

diuji untuk mengetahui apakah penyelesaian tersebut valid atau tidak. Hasil yang 

valid akan menjawab secara tepat model matematikanya dan disebut solusi 

matematika. Jika penyelesaian tidak valid atau tidak memenuhi model matematika 

maka solusi masalah belum ditemukan, dan diperlukan pemecahan ulang atas 

model matematikanya (Frederich H. Bell, 1978).   
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2.5. Model SIR (S-I-R) 

 

 

 

Model SIR pertama kali diperkenalkan oleh W. O. Kermack dan Mc. Kendrick 

dalam makalahnya yang berjudul A Contribution to the Mathematical Theory of 

Epidemics, yang kemudian muncul dalam Proceding Royal Society London 

halaman 700-721 tahun 1927, dan kemudian menjadi peranan penting dalam 

perkembangan matematika epidemi. Mengenai rangkuman tersebut telah 

dituliskan secara lengkap oleh Murray. Di dalam modelnya, populasi manusia 

dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu suspek dengan simbol S, terinfeksi dengan 

simbol I, dan sembuh atau recovery dengan simbol R, yang masing-masing 

diberikan dalam bentuk s, i dan r. 

 

Jumlah total dari keseluruhan kelompok tersebut adalah 

 

         (2.3) 

 

S atau suscptible dalam pemodelan SIR merupakan individu yang tidak terinfeksi 

tetapi golongan ini dapat tertular penyakit. Oleh karena itu golongan ini juga 

memiliki kemungkinan untuk menjadi terinfeksi menjadi I atau infected. I atau 

infected merupakan individu yang dapat menyebarkan penyakit pada individu 

yang susceptible. Waktu yang diperlukan oleh penderita infeksi penyakit 

dinamakan periode penyakit. Setelah mengalami periode penyakit kemudian 

individu ini pindah dan menjadi individu yang sembuh atau recovered. R atau 

recovered merupakan individu yang telah sembuh atau kebal dalam 

kehidupannya. 
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Model SIR umumnya ditulis dalam bentuk persamaan diferensial biasa, yang 

merupakan salah satu bagian model deterministik (bukan pemilihan random, hal 

ini disebabkan karena kesamaan kondisi awal yang diberikan untuk mendapatkan 

output), dengan waktu kontinu (yang berlawanan dengan waktu diskrit). Sehingga 

dapat diasumsikan perubahan individu terinfeksi dan susceptible terjadi dengan 

laju proporsional terhadap jumlah populasi. Laju perubahan individu terinfeksi 

baru didefinisikan sebagai       , dengan   merupakan nilai transmisivitas 

sedangkan   merupakan nilai laju penyembuhan. Individu yang terinfeksi 

diasumsikan dapat kembali sembuh dengan probabilitas konstant sepanjang 

waktu, yang kemudian berubah secara konstant dengan laju penyembuhan 

perkapita yang dinotasikan sebagai   dan keseluruhannya disimbolkan sebagai   . 

Maka persamaan diferensial yang didapat dalam penjabaran tersebut adalah 

sebagai berikut:  

 

  

  
        (2.4) 

  

  
           (2.5) 

  

  
      (2.6) 

 

Persamaan ini menggambarkan mengenai transisi masing-masing individu dari 

S ke I lalu ke R. Dengan menambahkan ketiga persamaan tersebut dapat 

ditunjukan dengan mudah bahwa total populasi adalah konstan (Iswanto, 

2012). 
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2.6. Kestabilan Sistem 

 

 

 

Untuk mendapatkan kestabilan suatu sistem diberikan metode yang lebih mudah 

dengan menyelidiki pengaruh perubahan kecil pada syarat awal. Jika titik         

adalah titik kesetimbangan maka diselidiki pengaruh perubahan kecil pada titik 

kesetimbangan tersebut.  

 

Jika titik       merupakan titik disekitar titik kesetimbangan tersebut maka secara 

matematis titik       dapat dinotasikan sebagai 

 

                        (2.7) 

 

Pendekatan fungsi          dan          dapat ditentukan menggunakan ekspansi 

deret taylor sebagai berikut 

 

                   
       

       
     

  
         

       
     

  
       

    (2.8) 

karena         adalah titik kesetimbangan maka       
       . Oleh karena itu, 

sistem 
  

  
           dan 

  

  
          dapat didekati sebagai sistem linear 

 
  

  
 

     
     

  
   

     
     

  
    

  

  
 

     
     

  
   

     
     

  
    (2.9) 

 

Sistem linear di atas dapat disajikan dalam bentuk matriks 
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(
  

  
  

  

)   (

     
     

  

     
     

  

     
     

  

     
     

  

) (  
  

)  

     (  
  

) (2.10) 

 

Matriks      pada sistem diatas merupakan matriks jacobian (khamsi, 2004). 

 

 

 

2.7. Kriteria Kestabilan 

 

 

 

Kriteria kestabilan titik kesetimbangan disajikan pada teorema di bawah ini: 

 

Teorema 2.1 Nilai Eigen 

 

a. Jika semua nilai eigen dari matriks jacobian  (   ̅ ) mempunyai bagian real 

negatif, maka titik kesetimbangan  ̅ dari sistem stabil asimtotik. 

b. Jika terdapat nilai eigen dari matriks jacobian  (   ̅ ) mempunyai bagian real 

positif, maka titik kesetimbangan  ̅ dari sistem tidak stabil. 

 

Jika persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit dalam mencari akar-akar 

karakteristiknya yaitu dengan nilai eigen matriks, maka untuk menentukan apakah 

nilai eigen bernilai negatif dapat menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. 

 

Teorema 2.2 kriteria Routh-Hurwitz 

 

Diberikan persamaan karakteristik            
               . 

Untuk    , kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut:          . Jika 
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kriteria Routh-Hurwitz terpenuhi maka titik kesetimbangan stabil asimtotik 

(wiggins, 1990). 

 

 

 

2.8. Metode Numerik 

 

 

 

Metode Numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan 

persoalan matematik sehingga dapat di pecahkan dengan operasi perhitungan atau 

aritmatika biasa (tambah, kurang, kali dan bagi). Metode numerik disebut juga 

sebagai alternatif dari metode analitik, yang merupakan metode penyelesaian 

persoalan matematik dengan rumus – rumus aljabar yang sudah baku atau lazim. 

Disebut demikian, karena sering kali persoalan matematik sulit diselesaikan atau 

bahkan tidak dapat diselesaikan secara analitik. Sehingga dapat dikatakan bahwa 

persoalan matematika tersebut tidak mempunyai solusi analitik. Sehingga sebagai 

alternatifnya, persoalan maatematik tersebut diselesaikan dengan metode numerik. 

 

Perbedaan antara metode analitik dan metode numerik adalah metode analitik 

hanya dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan yang sederhana dan 

menghasilkan solusi yang sebenarnya atau solusi sejati. Sedangkan metode 

numerik dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan yang sangat 

kompleks dan nonliner. Solusi yang dihasilkan dari penyelesaian secara numerik 

merupakan solusi hampiran atau pendekatan yang mendekati solusi eksak atau 

solusi sebenarnya. Hasil penyelesaian yang didapatkan dari metode numerik dan 

metode analitik memiliki selisih, dimana selisih tersebut dinamakan kesalahan / 

error (Triatmodjo, 2002). 
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2.9. Metode Runge-Kutta 

 

 

 

Metode Runge-Kutta di gunakan dalam penyelesaian masalah yang berhubungan 

dengan perhitungan numerik. Model umum dari metode Runge-Kutta tersebut 

yaitu:  

 

                            (2.11) 

 

Dengan    adalah konstan dan    adalah : 

 

              

                            

                                     

    (                                            ) 

 

 

Dengan       dan        adalah konstan. Maka pada persamaan merupakan 

fungsi utama dari Runge-Kutta dan    adalah fungsi evaluasi dari Runge-Kutta 

(Singgih dan Erna, 2015). 



III.  METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1.  Waktu Dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019. 

Adapun tempat dilaksanakannya penilitian ini adalah di Jurusan Matematika 

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung. 

 

 

 

3.2  Metode Penelitian 

 

 

 

Adapun langkah – langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menggambarkan karakteristik model penyakit tuberculosis (TBC). 

2. Menjabarkan model matematika dalam penyakit tuberculosis (TBC). 

3. Melakukan simulasi numerik dengan metode Runge-Kutta untuk melihat 

kestabilan perilaku sistem penyakit tuberculosis (TBC). 

4. Menginterpretasikan hasil solusi dinamik tersebut. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 

Dari hasil dan pembahasan penelitian yang telah dilakukan, maka dapat 

disimpulkan sebagai berikut. 

1. Model SIR pada penyakit TBC adalah 

  

  
   (      )  

 
  

  
     (     )  

 
  

  
        

2. Diperoleh kestabilan vaksinasi pada TBC adalah  

 

a. Kestabilan di titik kesetimbangan bebas penyakit di dapatkan      

maka      dan  
 

   
       maka     . Sehingga nilai dari 

 
 

   
       bernilai sama dengan persamaan (4.20). Oleh karena 

itu, titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik untuk 

     . 

b. Kestabilan di titik endemik di dapatkan        (   )  

((   ) (    ))(     )    dengan          . Jika kretia 

terpenuhi maka merupakan stabil asimtotik.  
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5.2  Saran 

 

 

 

Pada tugas akhir ini, penulis melakukan penelitian tentang pemodelan matematika 

dengan menggunakan tipe SIR dan diharapkan pada penelitian selanjutnya dapat 

dikembangkan lagi dalam bentuk model SEIR. 
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