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ABSTRAK

SOLUSI ANALITIK PERSAMAAN LAPLACE PADA SUATU CAKRAM

Oleh

YULIA NOVITA

Matematika merupakan ilmu yang memiliki peranan penting dalam
pengembangan ilmu pengetahuan dan teknologi.Persamaan Laplace banyak
digunakan pada ilmu kimia, biologi dan fisika. Diantaranya digunakan dalam
suatu cakram (disk) berbentuk lingkaran dengan titik pusat (0,0).Penelitian ini
bertujuan untuk menentukan solusi analitik persamaan Laplace dua dimensi pada
suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar. Untuk memperlihatkan solusi
dari persamaan Laplce dengan koordinat polar digunakan metode pemisahan
peubah.

Kata kunci: Persamaan Laplace,Koordinat Polar, Cakram, Pemisahan Peubah,
Solusi Andlitik.



ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTIONSOF LAPLACE EQUATIONSIN A DISC

By:

YULIA NOVITA

Mathematics is a science that has an important role in the development of science
and technology. Laplace equations are widely used in chemistry, biology and
physics. Among them are used in a circle (disk) with a center point (0,0). This
study aims to determine the analytic solution of the two-dimensional Laplace
equation on a disc using polar coordinates. To show the solution of the Laplce
equation with polar coordinates, the variable separation method is used.

Keywords. Laplace Equations, Polar Coordinates, Discs, Variable Separation,
Analytical Solutions.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika merupakan ilmu yang memiliki peranan penting dalam
pengembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Objek dari matematika
merupakan benda yang bersifat abstrak dan tidak dapat diamati oleh pancaindra.
Menurut james, matematika adalah ilmu tentang logika mengena bentuk,
susunan, besaran, konsep-konsep yang berhubungan satu dengan lainnya
Matematika terbagi ke dalam tiga bidang seperti adjabar, analisis, dan geometri.
Banyak cabang ilmu pengetahuan yang pengembangan teori-teorinya didasarkan
pada pengembangan konsep matematika, seperti teori-teori dalam cabang fisika,
biologi dan kimia yang ditemukan dan dikembangkan melalui konsep kalkulus
khusunya tentang diferensial, contoh lain dalam bidang ekonomi seperti
permintaan dan penawaran yang dikembangkan melalui konsep fungsi dan

kalkulus tentang diferensial dan integral.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984).
Persamaan diferensial parsial membahas tentang solusi analitik dan solusi

numerik. Solusi analitik pada persamaan diferensial parsial diperoleh dengan



menggunakan perhitungan secara sistematis dan solusi yang diperoleh berupa
nilai eksak (solusi sesungguhnya). Persamaan diferensia parsial yang merupakan
contoh klasik dari persamaan €eliptik yaitu persamaan Laplace. Persamaan
Laplace merupakan persamaan dasar dari teori potensial dan memegang peranan
penting dalam ilmu fisika maupun teknik. Persamaan Laplace digunakan pada
potensia listrik, potensial gravitasi, potensial fluida, maupun suatu aliran suhu
yang tidak bergantung pada waktu. Persamaan Laplace tidak memiliki nilai awal,
karena tidak bergantung pada waktu atau steady state. Meskipun demikian,
persamaan Laplace diikuti dengan svarat batas tertentu.

o TR L T

Bentuk umum persamaan Laplace: e

Pemodelan persamaan Laplace serta penentuan penyelesaian permasalahan syarat
batas dengan metode pemisahan peubah. Syarat batas yang digunakan adalah
syarat batas Dirichlet. Terdapat dua sistem koordinat yang bersesuaian dengan
persamaan diferensial yang berdimensi dua yaitu sistem persamaan kartesius dan
koordinat polar. Sehingga dalam hal ini untuk cakram dengan menggunakan
persamaan koordinat polar.

Dengan ini penulis bertujuan untuk memperlihatkan apakah benar solusi yang

didapat dari persamaan L aplace mendapatkan solusi analitik atau tidak.

1.2 Tujuan Pendlitian

Penelitian ini bertujuan untuk memperlihatkan hubungan persamaan Laplace dua

dimens pada suatu cakram dengan menggunakan persamaan koordinat polar

kemudian mencari solusi analitiknya.



1.3 Manfaat Pendlitian

Manfaat dari penelitian ini diantaranya :

a.Untuk mengetahui hubungan koordinat polar dengan persamaan Laplace pada
suatu cakram.

b.Untuk mengetahui penggunaan metode persamaan Laplace.

c.Untuk mengetahui hubungan pemisahan peubah dalam mencari solus

analitiknya.



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Parsial

Menurut Purcell (2010) bahwa persamaan diferensial parsia adalah persamaan
yang memuat satu atau lebih turunan parsial dengan dua atau lebih variabel
bebas.Persamaan diferensial parsia dikatakan linier jika hanya jika memuat
dergat pertama dari variabel-variabel bebas dan derivatif-derivatif parsial.

Beberapa contoh persamaan diferensial parsial :

2 . d.'l_ . .
a ‘:jr.':' =" =3 persamaan gelombang satu dimensi
o at . . .
b. ;-'J == persamaan konduksi panas satu dimensi
c. Teadu_g ersamaan Laplace dua dimensi
o AT P ap
7 3 . . .
d 5+ ? = f(x,v) persamaan Poisson duadimens

@ @ ) persamaan Laplace tigadimens

ETE LT dz*

2.2 Persamaan L aplace

Menurut Hartanto (2008) bahwa persamaan Laplace merupakan salah satu jenis

persamaan diferensial parsid yang banyak digunakan untuk memodelkan



permasalahan dalam bidang sains. Persamaan ini merupakan persamaan eliptik
(jikanilai diskriminan B* — 4A(’ < 0) dan merupakan jenis persamaan diferensial
linier orde dua dengan dua peubah. Persamaan L aplace bentuk umumnya Av = ()
(A operator Laplace) sering ditemukan pada perpindahan panas, mekanika fluida,
elastisitas, masalah mekanika dan ilmu fiska. Masalah penyelesaian persamaan
A*v = 0 di dalam daerah D sering disebut Dirichlet problem dengan v sebagai
fungs yg diketahui dari 2. Persamaan Laplace dapat dituliskan dalam beberapa

bentuk tergantung pada sistem koordinat yang digunakan yaitu

I. Persamaan Laplace dalam dua dimens

d—j + d—u = () padasistem koordinat kartesius
dxt @yt

1 d i 1 2% . ;
e (r i) + — —=0 pada sistem koordinat polar

pE fdxd
e o — tan—1(Y
Denganx—rc:}sﬁy_rbinﬁr:\lxz+y2ﬁ—tan ©

2. Persamaan Laplace dalam tigadimens

3 — f_i:'l:' f}“u d__e"l." -
Av = dx? t dy? dz¥

0 pada koordinat kartesius

2.3 Koordinat Polar

Bentuk geometri di alam tidak selalu kotak-kotak, sehingga sistem koordinat
Cartesius yang dikenal selama ini menjadi sangat terbatas penggunaannya.
Koordinat Cartesius bukan merupakan jalan satu-satunya untuk menunjukan suatu

benda atau titik pada bidang. Sistem koordinat polar atau bisa disebut dengan



koordinat kutub merupakan salah satu sistem koordinat lain yang diciptakan untuk

menunjukan kedudukan titik pada bidang yang bersifat lingkaran.

Pada koordinat Cartesius mempunyal sumbu x vang disebut absis dan y disebut
ordinat. Pasangan (x,y) disebut dengan koordinat. Sedangkan pada koordinat

polar mempunyai suatu titik yang disebut (r, &).

Menurut Purcell (2010) bahwa koordinat polar r dan & dapat dikonversi ke dalam

sistem koordinat polar x dan y memggunakan fungsi trigonometri sinus dan

kosinus seperti :
X =rcosf (2.1)
y =rsinf (2.2
r=yx*+y? (23)
f = tan"l{ii} (24)

Dengan r adalah jarak antara titik pusat dengan titik asal [0,0] dan & adalah sudut

yang dibentuk oleh arah r dengan sumbu x dan y.

2.4 Pemisahan Peubah

Metode ini mereduksi persamaan diferensial parsia n variabel ke dalam n
persamaan diferensial biasa. Metode ini menganggap bahwa suatu penyelesaian
persamaan diferensial parsial dapat dinyatakan sebagai suatu perkalian dari
masing-masing fungsi yang tak diketahui yang tergantung hanya pada suatu

variabel (Humi, 1992)



Menurut Miller (1992) bahwa persamaan diferensial linear homogen dengan

variabel bebas x dan t, serta variabel tak bebas u yang dilengkapi dengan syarat

batas tertentu. Diasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensia tersebut

adalah u(x,t) = X(x)T(t). Langkah-langkah penyelesaian persamaan diferensial

dengan metode pernisahan peubah yaitu

1

2.

Persamaan u(x, t) = X(x)T(t) disubtitusikan ke persamaan diferensial
Hasi| dari langkah (1) dibagi dengan X (x)T'(t).

Jika hasil dari lengkah (2) dinyatakan sebagai jumlahan suku-suku vang
tergantung dari x dam suku-suku yang hanya tergantung dari t, maka
dengan konstanta pemisah (—k atau k) akan didapat sistem dua persamaan
diferensial biasa

Gunakan syarat batas yang diberikan untuk menentukan syarat batas pada
persamaan diferensial biasa dari langkah (3)

Selesaikan persamaan diferensia (Masalah syarat Batas) hasil dari langkah
(3) dan langkah {4)

Diperoleh wu(x,t) = X(x)T(t) vang merupakan penyelesaian dari
persamaan diferensial di atas. Kemudian dengan prinsip superposisi
ditentukan penyelesaian umumnya.

Gunakan nilai awal yang diberikan, kemudian ditentukan penyelesaian

Masaah Nilai Awal dan Syarat Batas

Bila fungsi penyelesaian dapat difaktorkan menjadi suatu fungsi x. maka nilai

ulx, t) = X(x)T(t)

Dimana X(x) dan T(t) adaah independent maksudnya variabel X hanya fungs

dari x dan T hanyafungs dari t.



u(x,t) = X = u(x,t) =XT'  (2.5)

e (, £) =52 T(E) = X°T (2.6)

d2x
dx?

X"T =k XT' (2.7)

Dengan metode pemisahan peubah didapatkan

X"T = k XT menjadi persamaan diferensial biasa
2.5 Persamaan Diferensial Homogen Linear Orde Dua

Diberikan persamaan diferensial homogen linear berorde dua dengan variabel tak

bebas y dan variabel bebas x yvang terdefinisi pada domain | sebagai berikut

j—;§+a%+hy=u (2.8)
Dengan a dan b merupakan suatu konstanta. Untuk memudahkan mencari
penyelesaian di atas diperlukan suatu persamaan karakteristik yang sama dengan
persamaan tersebut, persamaan ini dapat diperoleh dengan cara subtitusi g‘ i—:
dan y berturut-turut m* m danm”. Sehingga didapat persamaan karakteristik
yang samayaitu

mi+am+b=0 (2.9)
Persamaan karakteristik yang diperoleh berupa persamaan pangkat biasa sehingga
dapat diselesalkan dengan pemfaktoran diperoleh akar-akar karakteristik.

Menurut Ross (1984) bahwa akar-akar karakteristik dari suatu persamaan

diferensial linear homogen orde dua dibedakan menjadi tiga yaitu



1. Akar-akar karakteristik riil berbeda
Misalkan akar dari persamaan karakteristik pada persamaan (2.9) adalah
m, dan m, dengan m,; # m:(D > 0), makasolusi umumnya adalah

¥y = ¢ ™% 4 g p™e* (2.10)

2. Akar-akar karakteristik riil kembar
Misalkan akar dari persamaan karakteristik pada persamaan (2.9) adalah
suatu akar kembar yaitu m, = m, = m (D = (), maka solus umumnya
adalah
y=ce"™ +cyxe™ (2.11)
3. Akar-akar karakteristik bilangan kompleks
Misalkan akar dari persamaan karakteristik pada persamaan (2.9) adalah
akar imajiner (D < 0) berbentuk m,, = a + bi. Maka solus umumnya
adalah

v = e¢,cos(bx) + cy5in(bx) (2.12)

2.6 Masalah Syarat Batas

Ketika mencari penyelesaian terhadap persamaan diferensial, seringkali
menjumpa penyelesain yang masih dalam bentuk umum. Namun, jika akan
mencari suatu penyelesaian khusus, maka diperlukan suatu kondisi tertentu. Pada
persamaan diferesial biasa yang hanya mengandung satu variabel bebas, satu
bentuk kondis tertentu sga sudah cukup mendapatkan penyelesaian khusus.
Berbeda dengan persamaan diferensial parsial. Khusus persamaan ini diperlukana

dua bentuk kondisi tertentu karenaterdapat |ebih dari satu variabel bebas.
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Untuk persamaan diferensial parsial orde dua, terdapat tiga bentuk syarat batas
yaitu (Miller,1992)
a. Syarat batas dengan nilai u(x,t) yang telah ditentukan, dinamakan kondisi
Dirichlet

b. Syarat batas dengan nilai dari turunan norma wu(x,t) dituliskan sebagai

i, . _ .
= Y = 1y, telah ditentukan, dinamakan dengan kondisi Neumann.

c. Syarat batas dengan nilai u dan u,, vang ditentukan, dinamakan kondisi

campuran atau kondisi Robin.

2.7 Deret Fourier

Bentuk umum deret Fourier adalah;

Ag + X1 [anmﬁ: (f%{) + b,sin (EF)J (2.13)

Dengan
ay == [1 f(x)dx (2.14)
T i f_r'L f(x)cos (nf_ﬁ) dx (2.15)

by =2 [*, F(x)sin (-fl;i) dx n=123,.. (216)

Deret Fourier mempunyai fungsi genap dan fungsi ganjil

Menurut Miller (1992) diberikan fungsi f(x) terdefinisi pada interval (—L,L).
L > 0. Fungsi f(x) dikatakan fungsi genap jika f{—x) = f(x) pada interval

(—L, L) dan dikatakan sebagai fungsi ganjil f(—x) = —f(x)padainterval (—L, L).
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Contoh
1. Jika f(x) = sin x merupakan fungs ganjil, karena sin (—x) = —sin x untuk
setiap x interval (-m, ).
2. Jika f(x) = cos x merupakan fungs genap, karena cos (—x) = cos x untuk
setiap x interval (-, ).
3.Jikafungsi g(x) = x* — 2x bukan fungsi genap ataupun fungs ganjil karena

g(=x) = (=x%) = 2(—x) = x* + 2x # +g(x) (2.17)

Misalkan nilai f{x) merupakan fungsi ganjil maka nilai dari a,, =0 den akan
dicari nilai dari b, dan jikanila f{x) merupakan fungsi genap makanila b,, =0
makadicari nilai a,,. Berlaku pada deret Fourier yang mengandung suku sinus dan

cosinus sgja.



1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019,
bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

3.2 Metode Pendlitian

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan permasalahan persamaan Laplace
pada suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar dan mendapatkan
solusi analitiknya adalah sebagai berikut:
1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi pustaka seperti buku dan jurna
dari perpustakaan dan internet.
2. Merumuskan masalah dalam bentuk persamaan Laplace pada koordinat
polar.
Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan permasalahan solusi analitik
persamaan L aplace pada suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar
1. Menulis persamaan Laplace pada wilayah lingkaran  dengan
mempertimbangkan radius cakram.

2. Menulis persamaan Laplace menggunakan koordinat polar.
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. Mencari nilai turunan parsial pertama dan kedua pada koordinat polar.

. Mencari persamaan diferensial homogen menggunakan koordinat polar.

. Mencari solusi persamaan diferensia homogen menggunakan metode

pemisahan peubah.

. Mencari solus Masalah Syarat Batas menggunakan deret Fourier .



V. KESIMPULAN

Adapun kesimpulan yang didapat dari hasil persamaan Laplace pada suatu cakram

dengan menggunakan koordinat polar sebagai berikut:

Maka didapatkan hasil akhir dari penelitian ini berupa deret Fourier

u(r,8) = Ag + Ln=, An cos(n@)r™ + Yooy B, cos(n@)r™

Ag= 2= - [Th(B), n=0
B, = c‘,lT; fu‘n h(8) cos(n@)d8. n=123..
By = —— J," h(8) sin(nd)do, n=123..
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