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ABSTRACT 

 

 

ANALYSIS OF STABILITY AND SOLUTION OF LOTKA-VOLTERRA 

EQUATION SYSTEM OF TWO PREDATORS 

AND ONE PREY USING FIFTH-ORDER 

RUNGE KUTTA METHOD 

 

 

 

By 

 

 

Thalia Regina 

 

 

 

 

Lotka-Volterra  modelling is a dynamic system that can be found in a various 

natural phenomenon, for example interaction among species that live in a 

ecosystem. Among the modellings, there are some Lotka-Volterra modellings with 

various cases, for example two predators and one prey. In this research, discussed 

numerical solution and stability analysis of Lotka-Volterra modelling of two 

predators that compete to share one prey. The way to show the discussed dynamic 

model is by fixed point analysis and stability system. Numerical simulations have 

illustrated that three species can coexist, when the values of efficiency conversion 

for the two predators are near to each other. 

 

Keywords: Lotka-Volterra modelling, two predators and one prey, fixed points, 

 stability.  
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ANALISIS KESTABILAN DAN PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN 

LOTKA-VOLTERRA DUA PREDATOR DAN SATU PREY DENGAN 

MENGGUNAKAN METODE RUNGE KUTTA ORDE 5 

 

 

 

Oleh 

 

 

Thalia Regina 

 

 

 

 

Model Lotka-Volterra merupakan sebuah sistem dinamik yang dapat ditemui dalam 

berbagai kasus pada fenomena alam, misalnya interaksi antar spesies yang hidup 

pada suatu ekosistem. Diantara model tersebut terdapat sejumlah model Lotka-

Volterra dengan kasus yang bervariasi, misalnya Lotka-Volterra dua predator dan 

satu prey. Dalam skripsi ini dibahas solusi numerik dan analisis kestabilan model 

Lotka-Volterra dari dua spesies predator yang berkompetisi untuk berbagi satu 

spesies prey. Upaya memperlihatkan dinamika model yang dibahas adalah melalui 

analisis titik tetap dan kestabilan sistem. Simulasi numerik telah mengilustrasikan 

bahwa ketiga spesies dapat hidup berdampingan, ketika nilai konversi efisiensi 

untuk dua predator mendekati satu sama lain. 

 

Kata kunci: model Lotka-Volterra, dua predator dan satu prey, titik tetap, 

kestabilan. 
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I.  PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Setiap makhluk hidup dituntut untuk senantiasa berinteraksi dengan makhluk hidup 

lainnya. Interaksi yang terjadi antara individu dalam satu spesies atau interaksi 

antara individu dengan spesies yang berbeda dapat berdampak positif bagi 

keduanya, berdampak negatif bagi keduanya maupun berdampak negatif bagi salah 

satu spesies dan positif bagi spesies yang lain. Jika berdampak positif bagi 

keduanya, interaksi keduanya disebut simbiosis mutualisme. Jika berdampak 

negatif bagi keduanya disebut persaingan, dan jika berdampak positif bagi spesies 

yang satu sedangkan bagi spesies yang lainnya negatif maka interaksi tersebut 

disebut dengan mangsa-pemangsa (prey-predator). 

 

Model matematika yang sering digunakan untuk menjelaskan fenomena-fenomena 

interaksi antar spesies yang hidup pada suatu ekosistem yang disebut dengan model 

Lotka-Volterra. Model Lotka-Volterra yang sering diteliti diantaranya adalah 

model interaksi antara predator (pemangsa) dan prey (mangsa). Model Lotka-

Volterra pertama kali dikenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada 

tahun 1926.  Penelitian Lotka-Volterra menghasilkan model sederhana pemangsaan 

atau interaksi antar dua spesies dalam suatu ekosistem dan selanjutnya juga 
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mengenalkan model Lotka-Volterra klasik yang akhir-akhir ini banyak 

dikembangkan oleh para peneliti. 

 

Pada penelitian ini akan dibahas model Lotka-Volterra tiga spesies pada suatu 

jaring-jaring makanan yang terdiri dari prey, predator satu, dan predator dua. Prey 

adalah spesies yang dimangsa oleh predator satu dan predator dua, sedangkan 

predator satu dan predator dua adalah spesies yang memangsa prey. Adanya 

persaingan dari dua predator menyebabkan sistem yang diperoleh menjadi lebih 

kompleks. Dengan menggunakan fungsi respon yang berbeda untuk kedua predator 

dalam sistem tersebut memberikan perubahan signifikan terhadap perilaku solusi 

interaksi di antara ketiga spesies tersebut. Oleh karena itu penelitian ini akan 

membahas titik kesetimbangan dan kestabilan sistem Lotka-Volterra dua predator 

satu prey yang akan berpengaruh terhadap kestabilan sistem. 

 

Dalam penerapannya model Lotka-Volterra muncul dalam bentuk sistem 

persamaan diferensial.  Penyelesaian model tersebut tidak dapat diselesaikan secara 

analitik atau tidak mempunyai solusi eksak namun dapat diselesaikan secara 

numerik (solusi aproksimasi atau hampiran). Sehingga dapat dikatakan bahwa 

metode numerik merupakan alternatif dari metode analitik. 

 

Ada berbagai macam metode numerik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 

model Lotka-Volterra, salah satunya adalah dengan metode Runge Kutta.  

Penelitian terhadap penyelesaian sistem persamaan Lotka-Volterra telah dilakukan 

oleh para peneliti diantaranya “Penyelesaian Numerik Persamaan Lotka-Volterra 
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dengan Menggunakan Metode Runge Kutta Berorde 4” yang telah dilakukan oleh 

(Aisyah, 2006), “Penyelesaian Numerik Persamaan Competitive Lotka-Volterra 

dengan Menggunakan Metode Runge Kutta Orde 4” yang telah dilakukan oleh 

(Bidayasari, 2009), “Penyelesaian Numerik Sistem Persamaan Diferensial Lotka-

Volterra dengan Metode Runge Kutta Fehlberg (RKF 45) dan Metode Heun” yang 

telah dilakukan oleh (Urifah, 2008), “Penyelesaian Sistem Persamaan Lotka-

Volterra dengan Menggunakan Metode Runge-Kutta Orde Lima” yang telah 

dilakukan oleh (Darmiyanti, 2013), dan “Penyelesaian Numerik Model Predator-

Prey Tiga Spesies Menggunakan Metode Runge Kutta Orde 4” yang telah 

dilakukan oleh (Syauqi, 2016).  Sehingga penulis merasa tertarik untuk mengetahui 

kestabilan dan penyelesaian model Lotka-Volterra dua predator satu prey dengan 

metode Runge Kutta orde 5. 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menganalisis stabilitas dan mendapatkan 

penyelesaian numerik dengan metode Runge-Kutta orde 5 untuk mendapatkan nilai 

hampiran dari sistem persamaan Lotka-Volterra dua predator satu prey 

menggunakan software Mathematica. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai referensi dalam mengkaji 

permasalahan atau fenomena alam yang terjadi menggunakan model matematika 

dan sebagai sarana informasi tentang analisis stabilitas dan penyelesaian numerik 

sistem persamaan Lotka-Volterra dua predator dan satu prey. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

 

 

 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu persamaan diferensial yang memuat 𝑛 

buah fungsi yang tidak diketahui. Sistem persamaan diferensial bisa muncul secara 

alamiah dalam masalah yang melibatkan beberapa variabel bebas (misalnya 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) yang masing-masing darinya merupakan sebuah fungsi dari satu 

variabel terikat (misalnya 𝑡) (Kartono, 2012). 

 

Bentuk umum dari suatu sistem 𝑛 persamaan diferensial orde pertama mempunyai 

bentuk sebagai berikut: 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡) 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡) 

⋮ 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑡)         (2.1) 

dengan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 adalah variabel bebas dan 𝑡 adalah variabel terikat, sehingga 

𝑥1 = 𝑥1(𝑡), 𝑥2 = 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑡), yang mana 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 merupakan derivatif fungsi 

𝑥𝑛 terhadap 𝑡 (Neuhauser, 2004). 
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2.2  Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Non Linier 

 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦𝑛) = 0 dikatakan linier jika 𝐹 adalah linier dan variabel-

variabelnya adalah 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦𝑛. Secara umum persamaan diferensial 

biasa linier dapat diberikan sebagai berikut: 

𝑎𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1(𝑥)𝑦′ + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) (2.2) 

 

Menurut Baiduri (2012), persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial linier 

orde−𝑛 jika: 

a) Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan 

variabel terikat lainnya, atau turunan yang satu dengan turunan lainnya, atau 

variabel terikat dengan sebuah turunan. 

b) Variabel terikat 𝑦 bukan merupakan fungsi transenden. 

 

Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien 𝑎𝑛(𝑥), 𝑎𝑛−1(𝑥), … , 𝑎0(𝑥) dan dan fungsi 

𝑓(𝑥) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang 𝐼.  Jika fungsi 

𝑓(𝑥) = 0 maka persamaan (2.2) disebut persamaan homogen.  Jika fungsi   𝑓(𝑥) ≠

0 maka persamaan (2.2) disebut persamaan non-homogen atau tak homogen. Bila 

semua koefisien 𝑎𝑛(𝑥), 𝑎𝑛−1(𝑥), … , 𝑎0(𝑥) adalah suatu konstanta, maka 

persamaan (2.2) disebut persamaan linier koefisien konstanta, jika semua 

variabelnya berupa fungsi maka disebut persamaan linier koefisien variabel. 

 

Sistem persamaan diferensial linier adalah suatu sistem yang memuat 𝑛 persamaan 

diferensial dengan 𝑛 fungsi yang tidak diketahui, yang mana 𝑛 merupakan bilangan 
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bulat positif yang lebih besar sama dengan 2.  Bentuk umum dari suatu sistem 

persamaan diferensial linier orde satu dengan 𝑛 fungsi yang tidak diketahui adalah: 

(

�̇�1

�̇�2

⋮
�̇�𝑛

) = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ … ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

)(

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
⋮

𝑥𝑛(𝑡)

) + (

𝑓1(𝑡)

𝑓2(𝑡)
⋮

𝑓𝑛(𝑡)

)       (2.3) 

 

Dengan koefisien 𝑎11, … ,  𝑎𝑛𝑛 dan fungsi 𝑓1, … , 𝑓𝑛; semua merupakan fungsi 𝑡 

yang kontinu pada suatu selang 𝐼 dan 𝑥1, … , 𝑥𝑛 adalah fungsi 𝑡 yang tidak diketahui. 

Sedangkan  titik diatas 𝑥1, … , 𝑥𝑛 menyatakan turunan menurut peubah bebas 𝑡 

(Finizio & Ladas, 1988). 

 

Sedangkan sistem persamaan diferensial non linier adalah sistem persamaan yang 

terdiri dari 𝑛 buah persamaan diferensial non linier dengan 𝑛 buah fungsi tak 

diketahui. Sistem ini disebut juga sistem non linier. 

 

 Sistem persamaan diferensial dinyatakan sebagai 

�̇� = 𝐹(𝑡, 𝑥)    (2.4) 

dengan 

𝑥 = (
𝑥1(𝑡)

⋮
𝑥𝑛(𝑡)

), 𝐹(𝑡, 𝑥) = (
𝐹1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛)

⋮
𝐹𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛)

) 

 

Jika 𝐹(𝑡, 𝑥) fungsi tak linier pada 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛, maka sistem ini disebut sebagai 

sistem persamaan diferensial non linier dan jika 𝐹 linier maka sistem persamaan 

diferensial (2.4) disebut persamaan diferensial linier (Farlow, 1994). 
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Dari tipe-tipe persamaan diferensial linier, hanya beberapa tipe yang dapat 

diselesaikan secara eksplisit, seperti persamaan diferensial homogen dan persamaan 

diferensial eksak. Demikian juga untuk sistem persamaan diferensial non linier. Di 

sisi lain, jika dibandingkan antara linier dan non linier, maka model matematis yang 

digambarkan dengan sistem non linierlah yang banyak menggambarkan keadaan 

yang lebih mendekati kenyataan (Boyce & Diprima, 2009). 

 

 

2.3 Sistem Autonomous 

 

 

 

Suatu sistem persamaan diferensial yang berbentuk 

�̇⃗� = 𝑓(�⃗�, 𝜆)     (2.5) 

dengan 

�⃗� = (

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

) ∈ ℝ𝑛  𝑓 = (

𝑓1(�⃗�, 𝜆)

𝑓2(�⃗�, 𝜆)
⋮

𝑓𝑛(�⃗�, 𝜆)

) ∈ ℝ𝑛 

dimana fungsi-fungsi 𝑓 tidak bergantung secara eksplisit pada variabel 𝑡, disebut 

sistem autonomous (Finizio & Ladas, 1988). 

 

 

 2.4 Titik Kesetimbangan dan Kestabilan Sistem 

 

 

 

Titik kesetimbangan dari sistem merupakan titik dimana sistem tersebut tidak 

mengalami perubahan sepanjang waktu (Panfilov, 2004). Titik (�⃗�∗) disebut titik 

kesetimbangan pada sistem (2.5) jika 

�̇⃗� = 𝑓(�⃗�∗) = 0 
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Selanjutnya, untuk mengetahui perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan 

digunakan konsep kestabilan.  

 

Titik kesetimbangan (�⃗�∗) disebut stabil jika untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 terdapat 

𝛿 > 0 sedemikian sehingga setiap penyelesaian �⃗�(𝑡) pada 𝑡 = 0 memenuhi 

‖�⃗�(0) − �⃗�∗‖ < 𝛿 

berlaku 

‖�⃗�(𝑡) − �⃗�∗‖ < 𝜀 

untuk setiap 𝑡 ≥ 0.  Semua titik kesetimbangan  (�⃗�∗) dikatakan tak stabil jika titik 

tersebut tak stabil. Titik kesetimbangan (�⃗�∗) disebut stabil asimtotis jika titik 

tersebut stabil dan terdapat 𝛿0 sedemikian sehingga setiap penyelesaian �⃗�(𝑡) yang 

pada 𝑡 = 0 memenuhi  

‖�⃗�(0) − �⃗�∗‖ < 𝛿0 

berlaku untuk semua 𝑡 ≥ 0 dan memenuhi  

lim
𝑡→∞

�⃗�(𝑡) = �⃗�∗ 

(Finizio & Ladas, 1988). 

 

 

2.5 Linierisasi Sistem 

 

 

 

Definisi  stabil dan tidak stabil terlalu sulit digunakan untuk menentukan kestabilan 

suatu sistem yang tak linier. Salah satu metode yang dapat digunakan adalah 

melalui pendekatan analisis bentuk linierisasinya. Fungsi pada persamaan (2.5) 

dihampiri dengan menggunakan ekspansi deret Taylor di sekitar titik 

kesetimbangan  
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𝑓(�̇⃗�) ≈ 𝑓(�⃗�∗) +
𝜕𝑓(�⃗�∗)

𝜕�⃗�
(�⃗� − �⃗�∗) 

 

Karena �⃗�∗ adalah titik kesetimbangan maka 

𝑓(�⃗�∗) = 0 

Oleh karena itu, sistem persamaan (2.5) dapat dihampiri sebagai sistem linier 

𝑑�̇⃗�

𝑑𝑡
≈

𝜕𝑓(�⃗�∗)

𝜕�⃗�
(�⃗� − �⃗�∗)    (2.6) 

 

Sistem linier (2.6) dapat diberikan dalam bentuk matriks 

𝜕𝑓(�⃗�∗)

𝜕�⃗�
=

(

 
 

𝜕𝑓1(𝑥1
∗)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑓1(𝑥1
∗)

𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛(𝑥𝑛

∗)

𝜕𝑥1
⋯

𝜕𝑓𝑛(𝑥𝑛
∗)

𝜕𝑥𝑛 )

 
 

= 𝑗(𝑥∗) 

karena �̇⃗� = (�⃗� − �⃗�∗) maka tulis (�⃗� − �⃗�∗) = ℎ sehinga persamaan (2.6) menjadi 

ℎ̇ = 𝐽(𝑥∗) ℎ 

 ℎ̇ = 𝐴 ℎ            (2.7) 

dengan 𝐴 = 𝐽(𝑥∗).  Matriks 𝐽(𝑥∗) di atas disebut dengan matriks Jacobian (Khamsi, 

2004). 

 

Misalkan nilai eigen matriks Jacobian 𝐽(𝑥∗) adalah 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, dengan vektor 

eigen yang bersesuaian 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ … 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗.  Dengan menggunakan transformasi 

ℎ = 𝑃𝑈, dimana 𝑃 = [𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ … 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗] maka persamaan (2.7) 

𝑃 �̇� = 𝐴 𝑃 𝑈     (2.8) 
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Dalam hal 𝑃 memiliki invers dan mendiagonal maka persamaan (2.8) menjadi 

�̇� = 𝑃−1̇  𝐴 𝑃 𝑈 

�̇� = 𝐷 𝑈             (2.9) 

dengan 𝐷 adalah matriks diagonal 

𝐷 = [

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

] 

solusi umum dari persamaan (2.9) 

𝑈𝑖 = 𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡 

sehingga penyelesaian umum dari persamaan ℎ = 𝑃 𝑈 adalah 

ℎ⃗⃗(𝑡) = 𝑃 𝑈 

= [𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ … 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗]

[
 
 
 
𝑐1𝑒

𝜆1𝑡

𝑐2𝑒
𝜆2𝑡

⋮
𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡]

 
 
 

 

= 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ + … +𝑐𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑡 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗  

dengan 𝜆𝑖 adalah nilai eigen, 𝑐𝑖 adalah konstanta, dan 𝑣𝐼⃗⃗⃗⃗  adalah vektor eigen yang 

bersesuaian dengan 𝜆𝑖 untuk setiap 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

 

Kriteria kestabilan dari persamaan (2.7) dapat ditentukan dengan mencari nilai 

eigen dari matriks 𝐽(𝑥). Dalam hal nilai eigen riil dan berbeda semua maka semua 

sistem akan stabil asimtotis jika nilai eigen matriks Jacobian 𝐽(𝑥) berupa bilangan 

riil negatif. Jika semua nilai eigen berupa bilangan riil positif maka sistem akan 

tidak stabil. Kemudian jika salah satu nilai eigen bernilai negatif dan yang lain 

bernilai positif maka sistem tersebut dikatakan saddle (dan tidak stabil) (Hurewicz, 

1961). 
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2.6 Kriteria Routh Hurwitz 

 

 

Misalkan suatu sistem linier mempunyai persamaan karakteristik sebagai berikut: 

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0   (2.10) 

Dengan menggunakan koefisien-koefisien persamaan karateristik (2.10) dibentuk 

matriks Hurwitz (𝐻𝑛) sebagai berikut: 

𝐻𝑛 =

(

 
 
 

𝑎1 1 0 0 … 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1 1 … 0
𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮

𝑎2𝑛−3 𝑎2𝑛−4 𝑎2𝑛−5 𝑎2𝑛−6 … 𝑎𝑛−2

𝑎2𝑛−1 𝑎2𝑛−2 𝑎2𝑛−3 𝑎2𝑛−4 … 𝑎𝑛 )

 
 
 

 

dengan 𝑎𝑗 = {
𝑎𝑗 ,   𝑗 ≤ 𝑛

0, 𝑗 > 𝑛
. 

 

Akar-akar dari persamaan karakteristik (2.10) bernilai negatif atau mempunyai 

bagian real negatif jika dan hanya jika smeua determinan dari matriks Hurwitz 

bernilai positif atau det(𝐻𝑗) > 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (Merkin, 1997). 

 

 

2.7 Metode Runge Kutta Orde 5 

 

 

 

Penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dengan metode deret Taylor tidak 

praktis, karena metode tersebut membutuhkan perhitungan turunan 𝑓(𝑥, 𝑦). Di 

samping itu, tidak semua fungsi mudah dihitung turunannya, terutama bagi fungsi 

yang bentuknya rumit. Semakin tinggi orde metode deret Taylor, maka semakin 

tinggi turunan fungsi yang harus dihitung. Selain itu, untuk mendapatkan hasil yang 

lebih teliti diperlukan ∆𝑥 atau ℎ yang kecil, padahal penggunaan ∆𝑥 yang kecil 
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menyebabkan waktu hitungan yang lebih panjang. Oleh karena itu, metode Runge 

Kutta merupakan alternatif dari metode deret Taylor yang memberikan ketelitian 

hasil yang lebih besar dan tidak memerlukan turunan fungsi. 

 

Bentuk umum metode Runge Kutta orde-𝑛 adalah: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑤1𝑘1 + 𝑤2𝑘2 + 𝑤3𝑘3 + ⋯ + 𝑤𝑛𝑘𝑛  (2.11) 

dengan 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛 adalah konstanta, dan 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

𝑘2 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 + ℎ𝑐2, 𝑦𝑛 + 𝑎21𝑘1) 

𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 + ℎ𝑐3,𝑦𝑛 + 𝑎31𝑘1 + 𝑎32𝑘2) 

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 + ℎ𝑐4,𝑦𝑛 + 𝑎41𝑘1 + 𝑎42𝑘2 + 𝑎43𝑘3) 

⋮ 

𝑘𝑛 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 + ℎ𝑐𝑛,𝑦𝑛 + 𝑎𝑛,1𝑘1 + 𝑎𝑛,2𝑘2 + 𝑎𝑛,𝑛𝑘𝑛−1). 

Metode Runge Kutta orde- 𝑛 langkah dapat ditunjukkan kedalam sebuah tabel yang 

dikenal sebagai Tabel Butcher (Munir, 2010). 

 

Tabel 1. Tabel Butcher untuk Runge Kutta orde-𝑛 

𝑐2 𝑎21     

𝑐3 𝑎31 𝑎32    

𝑐4 𝑎41 𝑎42 𝑎43   

⋮ ⋮ ⋮ ⋮   

𝑐𝑛 𝑎𝑛,1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛−1 𝑎𝑛,𝑛  

 𝑤1 𝑤2 𝑤3 ⋯ 𝑤𝑛 
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Tabel Butcher ini berbentuk matriks segitiga bawah, tabel ini menunjukkan hasil 

aproksimasi sama dengan bentuk berikut: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ∑𝑤𝑖𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

 

dengan  

𝑘𝑖 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ 𝑐𝑖, ∑𝑎𝑖,𝑗, 𝑘𝑗

𝑛

𝑗=1

) 

 

Bentuk umum dari persamaan metode Runge Kutta orde 5 dengan enam langkah: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑤1𝑘1 + 𝑤2𝑘2 + 𝑤3𝑘3 + 𝑤4𝑘4 + 𝑤5𝑘5 + 𝑤6𝑘6    (2.12) 

dengan 

𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

𝑘2 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛 + 𝑐2 ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑎21𝑘1) 

𝑘3 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛 + 𝑐3 ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑎31𝑘1 + 𝑎32𝑘2) 

𝑘4 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛 + 𝑐4 ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑎41𝑘1 + 𝑎42𝑘2 + 𝑎43𝑘3) 

𝑘5 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛 + 𝑐5 ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑎51𝑘1 + 𝑎52𝑘2 + 𝑎53𝑘3 + 𝑎54𝑘4) 

𝑘6 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛 + 𝑐6 ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑎61𝑘1 + 𝑎62𝑘2 + 𝑎63𝑘2 + 𝑎64𝑘2 + 𝑎65𝑘5) 

 

Menurut Chapra dan Canale (2013) untuk mendapatkan nilai parameter 𝑤1, 𝑤2, 

𝑤3, 𝑤4, 𝑤5, 𝑤6, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6, 𝑎21, 𝑎31, 𝑎32, 𝑎41, 𝑎42, 𝑎43, 𝑎51, 𝑎52, 𝑎53, 𝑎54, 𝑎61, 𝑎62, 

𝑎63, 𝑎64, 𝑎65 adalah dengan cara menguraikan 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5, dan 𝑘6 kedalam 

deret Taylor dua variabel sehingga akan diperoleh rumus Runge Kutta orde 5 

sebagai berikut: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + (
7

90
𝑘1 +

32

90
𝑘3 +

12

90
𝑘4 +

32

90
𝑘5 +

7

90
𝑘6)   (2.13) 
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dengan 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ 

𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

𝑘2 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑛 +
1

4
 ℎ, 𝑦𝑛 +

1

4
𝑘1) 

𝑘3 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑛 +
1

4
 ℎ, 𝑦𝑛 +

1

8
𝑘1 +

1

8
𝑘2) 

𝑘4 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑛 +
1

2
 ℎ, 𝑦𝑛 −

1

2
𝑘2 + 𝑘3) 

𝑘5 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑛 +
3

4
 ℎ, 𝑦𝑛 +

3

16
𝑘1 +

9

16
𝑘4) 

𝑘6 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 −
3

7
𝑘1 +

2

7
𝑘2 +

12

7
𝑘3 −

12

7
𝑘4 +

8

7
𝑘5) 

 

Metode Runge Kutta orde 5 dapat dimasukkan kedalam tabel Butcher sebagai 

berikut: 

Tabel 2.  Tabel Butcher untuk Runge Kutta orde 5 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0       

1

4
 

1

4
 

     

1

4
 

1

8
 

1

8
 

    

1

2
 

0 
−

1

2
 

1    

3

4
 

3

16
 

0 0 9

16
 

  

1 
−

3

7
 

2

7
 

12

7
 −

12

7
 

8

7
 

 

 7

90
 

0 32

90
 

12

90
 

32

90
 

7

90
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Menurut Hossain dkk (2017) penerapan metode Runge Kutta orde 5 persamaan 

(2.13) pada sistem tiga persamaan diferensial dari bentuk umum persamaan: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)    (2.14) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)    (2.15) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑅(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)    (2.16) 

dengan syarat awal 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, dan 𝑧(𝑡0) = 𝑧0, maka Runge Kutta 

orde 5 akan menjadi: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
ℎ

90
(7𝑘1 + 32𝑘3 + 12𝑘4 + 32𝑘5 + 7𝑘6)     (2.17) 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

90
(7𝑙1 + 32𝑙3 + 12𝑙4 + 32𝑙5 + 7𝑙6)        (2.18) 

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 +
ℎ

90
(7𝑚1 + 32𝑚3 + 12𝑚4 + 32𝑚5 + 7𝑚6)     (2.19) 

dengan, 

𝑘1 = 𝑃(𝑡𝑛, 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛, 𝑧𝑛) 

𝑙1 = 𝑄(𝑡𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛) 

𝑚1 = 𝑅(𝑡𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛) 

𝑘2 = 𝑃 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

4
𝑘1ℎ, 𝑦𝑛 +

1

4
𝑙1ℎ, 𝑧𝑛 +

1

4
𝑚1ℎ) 

𝑙2 = 𝑄 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

4
𝑘1ℎ, 𝑦𝑛 +

1

4
𝑙1ℎ, 𝑧𝑛 +

1

4
𝑚1ℎ) 

𝑚2 = 𝑅 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

4
𝑘1ℎ, 𝑦𝑛 +

1

4
𝑙1ℎ, 𝑧𝑛 +

1

4
𝑚1ℎ) 

𝑘3 = 𝑃 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

8
𝑘1ℎ +

1

8
𝑘2ℎ, 𝑦𝑛 +

1

8
𝑙1ℎ +

1

8
𝑙2ℎ, 𝑧𝑛 +

1

8
𝑚1ℎ +

1

8
𝑚2ℎ) 

𝑙3 = 𝑄 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

8
𝑘1ℎ +

1

8
𝑘2ℎ, 𝑦𝑛 +

1

8
𝑙1ℎ +

1

8
𝑙2ℎ, 𝑧𝑛 +

1

8
𝑚1ℎ +

1

8
𝑚2ℎ) 

𝑚3 = 𝑅 (𝑡𝑛 +
1

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

1

8
𝑘1ℎ +

1

8
𝑘2ℎ, 𝑦𝑛 +

1

8
𝑙1ℎ +

1

8
𝑙2ℎ, 𝑧𝑛 +

1

8
𝑚1ℎ +

1

8
𝑚2ℎ) 
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𝑘4 = 𝑃 (𝑡𝑛 +
1

2
ℎ, 𝑥𝑛 −

1

2
𝑘2ℎ + 𝑘3ℎ, 𝑦𝑛 −

1

2
𝑙2ℎ + 𝑙3ℎ, 𝑧𝑛 −

1

2
𝑚2ℎ + 𝑚3ℎ) 

𝑙4 = 𝑄 (𝑡𝑛 +
1

2
ℎ, 𝑥𝑛 −

1

2
𝑘2ℎ + 𝑘3ℎ, 𝑦𝑛 −

1

2
𝑙2ℎ + 𝑙3ℎ, 𝑧𝑛 −

1

2
𝑚2ℎ + 𝑚3ℎ) 

𝑚4 = 𝑅 (𝑡𝑛 +
1

2
ℎ, 𝑥𝑛 −

1

2
𝑘2ℎ + 𝑘3ℎ, 𝑦𝑛 −

1

2
𝑙2ℎ + 𝑙3ℎ, 𝑧𝑛 −

1

2
𝑚2ℎ + 𝑚3ℎ) 

𝑘5 = 𝑃 (𝑡𝑛 +
3

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

3

16
𝑘1ℎ +

9

16
𝑘4ℎ, 𝑦𝑛 +

3

16
𝑙1ℎ +

9

16
𝑙4ℎ, 𝑧𝑛 +

3

16
𝑚1ℎ

+
9

16
𝑚4ℎ) 

𝑙5 = 𝑄 (𝑡𝑛 +
3

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

3

16
𝑘1ℎ +

9

16
𝑘4ℎ, 𝑦𝑛 +

3

16
𝑙1ℎ +

9

16
𝑙4ℎ, 𝑧𝑛 +

3

16
𝑚1ℎ

+
9

16
𝑚4ℎ) 

𝑚5 = 𝑅 (𝑡𝑛 +
3

4
ℎ, 𝑥𝑛 +

3

16
𝑘1ℎ +

9

16
𝑘4ℎ, 𝑦𝑛 +

3

16
𝑙1ℎ +

9

16
𝑙4ℎ, 𝑧𝑛 +

3

16
𝑚1ℎ

+
9

16
𝑚4ℎ) 

𝑘6 = 𝑃 (𝑡𝑛 + ℎ, 𝑥𝑛 −
3

7
𝑘1 +

2

7
𝑘2 +

12

7
𝑘3 −

12

7
𝑘4 +

8

7
𝑘5, 𝑦𝑛 −

3

7
𝑙1 +

2

7
𝑙2

+
12

7
𝑙3 −

12

7
𝑙4 +

8

7
𝑙5, 𝑧𝑛 −

3

7
𝑚1 +

2

7
𝑚2 +

12

7
𝑚3 −

12

7
𝑚4

+
8

7
𝑚5) 

𝑙6 = 𝑄 (𝑡𝑛 + ℎ, 𝑥𝑛 −
3

7
𝑘1 +

2

7
𝑘2 +

12

7
𝑘3 −

12

7
𝑘4 +

8

7
𝑘5, 𝑦𝑛 −

3

7
𝑙1 +

2

7
𝑙2

+
12

7
𝑙3 −

12

7
𝑙4 +

8

7
𝑙5, 𝑧𝑛 −

3

7
𝑚1 +

2

7
𝑚2 +

12

7
𝑚3 −

12

7
𝑚4

+
8

7
𝑚5) 
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𝑚6 = 𝑅 (𝑡𝑛 + ℎ, 𝑥𝑛 −
3

7
𝑘1 +

2

7
𝑘2 +

12

7
𝑘3 −

12

7
𝑘4 +

8

7
𝑘5, 𝑦𝑛 −

3

7
𝑙1 +

2

7
𝑙2

+
12

7
𝑙3 −

12

7
𝑙4 +

8

7
𝑙5, 𝑧𝑛 −

3

7
𝑚1 +

2

7
𝑚2 +

12

7
𝑚3 −

12

7
𝑚4

+
8

7
𝑚5) 

 

 

2.8 Sistem Persamaan Lotka-Volterra 

 

 

 

Model Lotka-Volterra tersusun dari pasangan persamaan diferensial yang 

mendeskripsikan predator-prey dalam kasus yang paling sederhana. Model ini 

membuat beberapa asumsi: 

1. Populasi prey akan tumbuh secara eksponen ketika tidak adanya predator.  

2. Populasi predator akan mati kelaparan ketika tidak adanya populasi prey. 

3. Predator dapat mengkonsumsi prey dengan jumlah yang tak terhingga. 

4. Tidak adanya lingkungan yang lengkap (dengan kata lain, kedua populasi 

berpindah secara acak melalui sebuah lingkungan yang homogen) (Neuhauser, 

2004). 

 

Selanjutnya bentuk verbal ini diterjemahkan ke dalam sebuah sistem persamaan 

diferensial. Diasumsikan 𝑥 sebagai populasi prey dan 𝑦 sebagai populasi predator, 

populasi prey berkurang ketika predator membunuhnya dan bertahan hidup (tidak 

mengurangi populasi prey) ketika predator hanya menyerangnya. 

 

Dimulai dengan memperhatikan apa yang terjadi pada populasi predator ketika 

tidak ada prey sebagai sumber makanan, diharapkan laju populasi predator 
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berkurang secara eksponensial, laju kematian predator tanpa adanya prey 

diasumsikan dengan 𝑐, sehingga persamaannya dideskripsikan seperti berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦    (2.20) 

 

Persamaan tersebut menggunakan hasil kali dari bilangan predator (𝑦) dan kelajuan 

kematian predator (𝑐). Laju perpindahan dari prey ke predator diasumsikan denga 

𝛼 dan laju perpindahan dari predator ke prey diasumsikan dengan 𝛽. Untuk 

mendeskripsikan penurunan kelajuan (karena ada tanda negatif pada bagian kanan 

persamaan) dari populasi predator dengan pengaruh waktu. Dengan adanya prey 

bagaimanapun juga pengurangan ini dilawan oleh laju kelahiran predator, yang 

ditentukan oleh laju konsumsi (𝛽𝑥𝑦) yang mana laju penyerangan (𝛽) dikalikan 

dengan bilangan 𝑦 dan bilangan 𝑥. Bilangan predator dan prey naik ketika 

pertemuan predator dan prey lebih sering, tetapi laju aktual dari konsumsi akan 

tergantung pada laju penyerangan (𝛽). Persamaan populasi predator menjadi: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦 + 𝛽𝑥𝑦    (2.21) 

 

Perkalian 𝛽𝑦 adalah tanggapan predator secara numerik atau peningkatan perkapita 

dari fungsi prey yang melimpah. Sedangkan perkalian 𝛽𝑥𝑦 menunjukkan bahwa 

kenaikan populasi predator sebanding dengan perkalian prey yang melimpah. 

 

Beralih pada populasi prey, diharapkan tanpa serangan predator, populasi prey 

akan naik secara eksponensial. Persamaan berikut ini mendeskripsikan laju 

kenaikan populasi prey dengan pengaruh waktu, dengan 𝑟 adalah laju pertumbuhan 

intrinsik prey dan 𝑥 adalah jumlah dari populasi prey. 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥     (2.22) 

 

Pada model Lotka-Volterra tersebut terdapat kelemahan yaitu fakta bahwa ketika 

tidak adanya predator, populasi prey akan tumbuh tanpa batas, untuk mengatasi hal 

ini digunakan model logistik yang merupakan sebuah model pertumbuhan populasi. 

Di hadapan predator, bagaimanapun juga populasi prey dicegah dari peningkatan 

eksponensial secara terus menerus, karena model predator-prey memiliki waktu 

yang kontinu dan mengisyaratkan tentang model pertumbuhan populasi maka 

termasuk dalam model logistik. Jadi persamaan tersebut menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥(1 −

𝑥

𝑘
)    (2.23) 

 

Dengan 𝑥 merupakan laju pertumbuhan populasi dan 𝐾 adalah kapasitas tampung 

atau kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum. Dengan adanya predator 

bagaimanapun juga kenaikan ini dilawan oleh laju kematian prey karena adanya 

penyerangan darri predator, yang ditentukan oleh laju konsumsi (𝛼𝑥𝑦) dengan laju 

penyerangan (𝛼) dikalikan dengan bilangan 𝑦 dan bilangan 𝑥. Bilangan predator 

dan prey turun ketika pertemuan predator dan prey lebih sering, tetapi laju aktual 

dari konsumsi akan tergantung pada laju penyerangan (𝛼). Persamaan populasi prey 

menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝛼𝑥𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦 + 𝛽𝑥𝑦       (2.24) 
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Model persamaan (2.23) memuat fungsi logistik yang merupakan model 

pertumbuhan logistik atau model Verhulst atau kurva pertumbuhan logistik pada 

spesies tunggal dengan 
𝑥

𝑘
< −1. Model tersebut termasuk model yang memiliki 

waktu kontinu, model logistik yang dimaksud dapat diformulasikan dengan  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥(1 −

𝑥

𝐾
) 

 

Konstanta 𝑟 diasumsikan positif.  Konstanta 𝑟 adalah laju pertumbuhan intrinsik 

karena perbandingan laju pertumbuhan untuk 𝑥 diperkirakan sama dengan 𝑟. 

Konstanta positif 𝐾 biasanya mengarah kepada kapasitas tampung kesehatan 

lingkungan yaitu kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum 

(Alebraheem dan Abu-Hasan, 2016). 

 

 

2.9 Model Persamaan Lotka-Volterra Dua Predator Satu Prey 

 

 

 

Interaksi dinamis dari model rantai makanan tiga spesies ditunjukkan dimana dua 

predator bersaing pada satu 𝑝𝑟𝑒𝑦. Tingkat pertumbuhan prey dan dua predator 

dijelaskan oleh hukum logistik dimana kapasitas tampung predator tergantung pada 

jumlah prey yang tersedia. Respon fungsional Holling tipe-II digunakan untuk 

menggambarkan pemberian makan dari dua predator 𝑦 dan 𝑧 pada prey 𝑥. Model 

dapat ditulis sebagai: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑘
) −

𝛼𝑥𝑦

1+ℎ1𝛼𝑥
−

𝛽𝑥𝑧

1+ℎ2𝛽𝑥
, 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑢𝑦 + 𝑅1𝑦 (1 −

𝑦

𝑘𝑦
) − 𝑐1𝑦𝑧,     (2.23) 
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𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝑤𝑧 + 𝑅2𝑧 (1 −

𝑧

𝑘𝑧
) − 𝑐2𝑦𝑧, 

Syarat awal dari sistem adalah: 

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑧(0) = 𝑧0. 

 

Laju pertumbuhan intrinsik prey adalah 𝑟; 𝛼 dan 𝛽 laju efisiensi untuk mencari dan 

menangkap dari masing-masing predator 𝑦 dan 𝑧. ℎ1 dan ℎ2 adalah laju konsumsi 

dari masing-masing predator 𝑦 dan 𝑧. Dengan tidak adanya konstanta prey (𝑥), 𝑢 

dan 𝑤 adalah laju kematian dari masing-masing predator 𝑦 dan 𝑧. 𝑅1 =
𝛼𝑥𝑒1

1+ℎ1𝛼𝑥
 , 

𝑅2 =
𝛽𝑥𝑒2

1+ℎ2𝛽𝑥
 ; 𝑅1 dan 𝑅2 merupakan respon numerik dari masing-masing predator 

𝑦 dan 𝑧, yang menggambarkan perubahan populasi predator dengan memangsa 

prey. 

 

Parameter 𝑒1 dan 𝑒2 merupakan efisiensi dari perubahan prey yang dikonsumsi 

menjadi kelahiran predator. Kapasitas tampung 𝑘𝑦 = 𝑎1𝑥, 𝑘𝑧 = 𝑎2𝑥 sama dengan 

jumlah prey yang tersedia. 𝑐1 dan 𝑐2 adalah laju persaingan dari predator 𝑧 pada 

predator 𝑦 dan sebaliknya. Semua parameter dan syarat awal model diasumsikan 

nilai positif.  

 

Model persamaan (2.23) dapat ditulis dalam bentuk non-dimensi untuk mengurangi 

jumlah parameter. Hal ini membuat analisis matematis menjadi lebih mudah.  

Ditulis menjadi 

𝑡̅ = 𝑟𝑡, �̅� =
𝑥

𝑘
,  �̅� =

𝑦

𝑎1𝑘
, 𝑧̅ =

𝑦

𝑎2𝑘
, �̅� =

𝑘𝑎1𝛼

𝑟
, �̅� =

𝑘𝑎2𝛽

𝑟
, 𝑒1̅ =

𝑒1

𝑎1
, 𝑒2̅ =

𝑒2

𝑎2
, �̅� =

𝑢

𝑟
,   

�̅� =
𝑤

𝑟
, ℎ1
̅̅ ̅ =

𝑟ℎ1

𝑎1
, ℎ2
̅̅ ̅ =

𝑟ℎ2

𝑎2
, 𝑐1̅ =

𝑎2𝑘𝑐1

𝑟
, 𝑐2̅ =

𝑎1𝑘𝑐2

𝑟
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Dengan menghapus tanda bar dari semua parameter, maka sistem menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥) −

𝛼𝑥𝑦

1+ℎ1𝛼𝑥
−

𝛽𝑥𝑧

1+ℎ2𝛽𝑥
= 𝑥 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧),  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑢𝑦 +

𝑒1𝛼𝑥𝑦

1+ℎ1𝛼𝑥
−

𝑒1𝛼

1+ℎ1𝛼𝑥
𝑦2 − 𝑐1𝑦𝑧 = 𝑦 𝑀1(𝑥, 𝑦, 𝑧),  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝑤𝑧 +

𝑒2𝛽𝑥𝑧

1+ℎ2𝛽𝑥
−

𝑒2𝛽

1+ℎ2𝛽𝑥
𝑧2 − 𝑐2𝑦𝑧 = 𝑧 𝑀2(𝑥, 𝑦, 𝑧),             (2.24) 

Fungsi 𝐿,  𝑀1,  𝑀2 fungsi kontinu mulus pada ℝ+
3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0} 

(Alebraheem dan Abu-Hasan, 2016). 

 

Model matematika dalam persamaan (2.24) dapat diilustrasikan pada contoh 

berikut. Dimisalkan suatu habitat dimana mangsa dan pemangsa hidup 

berdampingan. Model yang dibahas dalam penelitian ini diasumsikan pada prey 

rusa hutan (Cervus unicolor) dengan serigala (Canis lupus) dan harimau (Panthera 

tigris) di suatu hutan hujan tropis. 

 

Ada tiga variabel yang digunakan dalam pembentukan model matematika 

persamaan Lotka-Volterra dua predator dan satu prey yaitu sebagai berikut: 

𝑥(𝑡) = banyaknya populasi mangsa (prey) terhadap waktu 

𝑦(𝑡) = banyaknya populasi pemangsa pertama (predator y) terhadap waktu 

𝑧(𝑡) = banyaknya populasi pemangsa kedua (predator z) terhadap waktu 

 

Dan parameter yang digunakan yaitu sebagai berikut: 

𝛼1= laju efisiensi mencari dan menangkap untuk pemangsa pertama (predator y) 

𝛼2= laju efisiensi mencari dan menangkap untuk pemangsa kedua (predator z) 

𝛿1= laju konsumsi pemangsa pertama (predator y) 
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𝛿2= laju konsumsi pemangsa kedua (predator z) 

𝛽 = laju pertumbuhan mangsa (prey x) 

𝜀1 = laju kematian pemangsa pertama (predator y) 

𝜀2 = laju kematian pemangsa kedua (predator z) 

𝜎1= laju efisiensi yang mengubah konsumsi mangsa (prey) menjadi kelahiran 

pemangsa pertama (predator y) 

𝜎2= laju efisiensi yang mengubah konsumsi mangsa (prey) menjadi kelahiran 

pemangsa kedua (predator z) 

𝜃1= laju kompetisi persaingan antara pemangsa pertama (predator y) dan pemangsa 

kedua (predator z) 

𝜃2= laju kompetisi persaingan antara pemangsa kedua (predator z) dan pemangsa 

pertama (predator y) 

𝑘 = kapasitas tampung lingkungan untuk prey x 

𝑘𝑦= kapasitas tampung lingkungan untuk predator y 

𝑘𝑧= kapasitas tampung lingkungan untuk predator z 

 

Adapun asumsi yang digunakan dalam pembentukan model adalah sebagai berikut: 

1. Populasi predator dan populasi prey bersifat tertutup, artinya tidak ada 

predator dan prey yang melakukan migrasi. 

2. Pertumbuhan prey dan predator mengikuti model pertumbuhan logistik. 

3. Model matematika persamaan Lotka-Volterra dua predator dan satu prey 

terdiri dari satu spesies prey, satu spesies predator 𝑦, dan satu spesies 

predator 𝑧 dimana satu spesies prey merupakan satu-satunya sumber 

makanan bagi spesies predator 𝑦 dan predator 𝑧. 
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4. Faktor pendukung pertumbuhan prey jumlahnya terbatas, sehingga populasi 

prey akan tumbuh dengan rata-rata alami dan dipengaruhi oleh daya dukung 

lingkungannya. 

5. Predator 𝑦 dan predator 𝑧 hanya bergantung kepada prey untuk bertahan 

hidup. 

6. Kematian prey karena faktor alam tidak diperhitungkan, prey mati hanya 

akibat dimakan predator 𝑦 dan predator 𝑧. 

7. Kematian prey akibat dimakan predator 𝑦 dan predator 𝑧 dapat dikonversi 

menjadi perubahan populasi predator 𝑦 dan predator 𝑧. 

8. Tidak ada kompetisi sesama spesies prey, tidak ada kompetisi sesama 

predator 𝑦, dan tidak ada kompetisi sesama predator 𝑧. Kompetisi hanya 

terjadi pada spesies predator 𝑦 dan predator 𝑧. 

 

Pembentukan model didasarkan pada asumsi diatas adalah: 

1. Laju perubahan jumlah populasi prey akan bertambah dengan lahirnya spesies 

baru dimana besarnya merupakan hasil kali antara tingkat pertumbuhan alami 

prey (𝛽) dengan jumlah populasi prey. Populasi prey dapat dicegah dari 

peningkatan eksponensial secara terus menerus, karena model predator-prey 

memiliki waktu yang kontinu dan mengisyaratkan tentang model pertumbuhan 

populasi maka termasuk dalam model logistik dengan 𝑥 adalah banyaknya 

populasi dan 𝑘 adalah kapasitas tampung atau kemampuan menahan populasi 

agar tetap maksimum, maka laju perubahan jumlah populasi prey adalah: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛽𝑥 (1 −

𝑥

𝑘
)          (2.25) 
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Laju perubahan jumlah populasi prey akan berkurang seiring adanya interaksi 

dengan predator 𝑦 dan predator 𝑧.  Pada model Holling tipe-II, ditandai dengan 

tingkat konsumsi melambat yang mengasumsikan bahwa predator 

menghabiskan waktunya untuk mencari dan menangkap prey. Fungsi Holling 

tipe-II terjadi pada predator yang berkarakteristik aktif dalam mencari prey.  

Fungsi ini akan meningkat jika tingkat konsumsi menurun dan akan konstan jika 

mencapai titik kejenuhan (half saturation). Hal ini disebabkan setiap predator 

hanya dapat memakan sejumlah prey pada saat satuan waktu.  Dengan demikian 

diperoleh laju perubahan jumlah populasi prey adalah: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛽𝑥 (1 −

𝑥

𝑘
) −

𝛼1𝑥𝑦

1+𝛿1𝛼1𝑥
−

𝛼2𝑥𝑧

1+𝛿2𝛼2𝑥
   (2.26) 

 

2. Laju perubahan populasi predator 𝑦 akan berkurang karena adanya kematian 

alami dari predator 𝑦 sebesar 𝜀1𝑦, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜀1𝑦     (2.27) 

Laju perubahan populasi predator 𝑦 juga akan berkurang karena adanya 

interaksi kompetisi dengan predator 𝑧 sebesar 𝜃1𝑦𝑧, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜀1𝑦 − 𝜃1𝑦𝑧        (2.28) 

Laju perubahan populasi predator 𝑦 akan bertambah dengan memangsa prey.  

𝑅1 =
𝛼1𝑥𝜎1

1+𝛿1𝛼1𝑥
 ; 𝑅1 adalah respon numerik menggunakan fungsi Holling tipe-II 

dari predator 𝑦, yang menggambarkan perubahan populasi predator 𝑦 dengan 

memangsa prey. 𝜎1 adalah efisiensi dari perubahan prey yang dikonsumsi 

menjadi kelahiran predator 𝑦. Dengan dikalikan model logistik dalam model 
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pertumbuhan populasi dimana 𝑘𝑦 = 𝑎1𝑥 sama dengan jumlah prey yang 

tersedia, diperoleh laju perubahan populasi predator 𝑦 yaitu: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜀1𝑦 − 𝜃1𝑦𝑧 + 𝑅1𝑦 (1 −

𝑦

𝑘𝑦
)   (2.29) 

 

3. Laju perubahan populasi predator 𝑧 akan berkurang karena adanya kematian 

alami dari predator 𝑧 sebesar 𝜀2𝑧, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝜀2𝑧     (2.30) 

Laju perubahan populasi predator 𝑧 juga akan berkurang karena adanya interaksi 

kompetisi dengan predator 𝑦 sebesar 𝜃2𝑦𝑧, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝜀2𝑧 − 𝜃2𝑦𝑧        (2.31) 

Laju perubahan populasi predator 𝑦 akan bertambah dengan memangsa prey.  

𝑅2 =
𝛼2𝑥𝜎2

1+𝛿2𝛼2𝑥
 ; 𝑅2 adalah respon numerik menggunakan fungsi Holling tipe-II 

dari predator 𝑧, yang menggambarkan perubahan populasi predator 𝑧 dengan 

memangsa prey.  𝜎2 adalah efisiensi dari perubahan prey yang dikonsumsi 

menjadi kelahiran predator 𝑧.  Dengan dikalikan model logistik dalam model 

pertumbuhan populasi dimana 𝑘𝑧 = 𝑎2𝑥 sama dengan jumlah prey yang 

tersedia, diperoleh laju perubahan populasi predator 𝑧 yaitu: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝜀2𝑧 − 𝜃2𝑦𝑧 + 𝑅2𝑧 (1 −

𝑦

𝑘𝑧
)   (2.32) 

 

Model persamaan (4.2), (4.5), dan (4.8) dapat ditulis dalam bentuk non-dimensi 

untuk mengurangi jumlah parameter. Hal ini membuat analisis matematis menjadi 

lebih mudah. Ditulis menjadi 
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𝑡̅ = 𝛽𝑡, �̅� =
𝑥

𝑘
,  �̅� =

𝑦

𝑎1𝑘
, 𝑧̅ =

𝑦

𝑎2𝑘
, 𝛼1̅̅ ̅ =

𝑘𝑎1𝛼1

𝛽
, 𝛼2̅̅ ̅ =

𝑘𝑎2𝛼2

𝛽
, 𝜎1̅̅̅ =

𝜎1

𝑎1
, 𝜎2̅̅ ̅ =

𝜎2

𝑎2
,  

𝜀1̅ =
𝜀1

𝑟
,   𝜀2̅ =

𝜀2

𝑟
, 𝛿1̅ =

𝛿1

𝑎1
, 𝛿2
̅̅ ̅ =

𝛿2

𝑎2
, 𝜃1
̅̅ ̅ =

𝑎2𝑘𝜃1

𝛽
,  𝜃2
̅̅ ̅ =

𝑎2𝑘𝜃2

𝛽
 

 

Dengan menghapus tanda bar dari semua parameter, maka sistem menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥) −

𝛼1𝑥𝑦

1+𝛿1𝛼1𝑥
−

𝛼2𝑥𝑧

1+𝛿2𝛼2𝑥
, 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜀1𝑦 +

𝜎1𝛼1𝑥𝑦

1+𝛿1𝛼1𝑥
−

𝜎1𝛼1

1+𝛿1𝛼1𝑥
𝑦2 − 𝜃1𝑦𝑧,            (2.33) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝜀2𝑧 +

𝜎2𝛼2𝑥𝑧

1+𝛿2𝛼2𝑥
−

𝜎2𝛼2

1+𝛿2𝛼2𝑥
𝑧2 − 𝜃2𝑦𝑧. 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2018/2019 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Pengetahuan Alam 

Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literatur secara sistematis yang 

diperoleh dari mempelajari buku-buku teks yang terdapat di perpustakaan jurusan 

matematika dan jurnal online matematika yang terkait dengan materi persamaan 

Lotka-Volterra dan sebagainya guna menunjang proses penelitian. Adapun 

langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai berikut: 

1. Mendefinisikan sistem persamaan Lotka-Volterra untuk dua predator satu 

prey. 

2. Mengidentifikasi nilai parameter dan nilai awal pada sistem persamaan 

diferensial yaitu variabel 𝑥(0), 𝑦(0), dan 𝑧(0). 

3. Menentukan titik tetap atau titik kesetimbangan sistem persamaan Lotka-

Volterra untuk dua predator satu prey. 
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4. Melinierisasi sistem persamaan Lotka-Volterra untuk dua predator satu 

prey. 

5. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan pada sistem persamaan Lotka-

Volterra untuk dua predator satu prey. 

6. Melakukan simulasi numerik dengan metode Runge-Kutta orde 5 untuk 

melihat perilaku sistem persamaan Lotka-Volterra untuk dua predator satu 

prey. 

7. Menginterpretasi grafik hasil dari solusi dinamik model yang telah 

ditentukan. 
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V.  KESIMPULAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Model Lotka-Volterra dua predator dan satu prey memiliki lima titik 

kesetimbangan dengan syarat nilai-nilai parameter adalah konstanta positif, yaitu 

titik setimbang kepunahan 𝐸0, titik setimbang kepunahan predator 𝑦 dan predator 

𝑧 𝐸1, titik setimbang kepunahan predator 𝑧 𝐸2, titik setimbang kepunahan predator 

𝑦 𝐸3, dan titik setimbang koeksistensi 𝐸4. 

 

Titik setimbang 𝐸0 tidak stabil, titik setimbang 𝐸1 akan stabil asimtotis jika 𝜀1 >

𝛼1𝜎1

(1+𝛼1𝛿1)
 dan 𝜀2 >

𝛼2𝜎2

(1+𝛼2𝛿2)
, titik setimbang 𝐸2 akan stabil asimtotis jika 𝜀2 + 𝜃2�̃� >

𝛼2𝜎2�̃�

1+𝛼2𝛿2�̃�
, titik setimbang 𝐸3 akan stabil asimtotis jika 𝜀1 + 𝜃1�̂� >

𝛼1𝜎1�̂�

1+𝛼1𝛿1�̂�
, dan titik 

setimbang 𝐸4 akan stabil asimtotis dengan syarat nilai parameter lebih dari 0. 

 

Berdasarkan simulasi numerik dapat dilihat bahwa prey, predator 𝑦, dan predator 

𝑧 dapat hidup berdampingan, ketika nilai laju efisiensi konversi (mengubah 

konsumsi prey menjadi kelahiran predator) untuk masing-masing predator saling 

mendekati.  Namun, kepunahan predator satu bergantung pada nilai laju efisiensi 

konversi pada predator dua, dimana jika nilai laju efisiensi konversi predator 
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pertama kurang dari nilai laju efisiensi konversi predator kedua, maka predator 

pertama akan menuju ke arah kepunahan sementara spesies lain bertahan hidup, 

begitu pula sebaliknya. 

 

 

5.2 Saran 

 

 

Disarankan untuk pembaca yang tertarik pada masalah ini dapat mengembangkan 

model Lotka-Volterra dengan menambahkan peubah yang belum disebutkan pada 

penelitian ini, contohnya faktor migrasi pada setiap spesies. 
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