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ABSTRACT

ROBUST PRINCIPAL COMPONENT REGRESSION ANALYSIS USING
MINIMUM COVARIANCE DETERMINANT - LEAST TRIMMED
SQUARE (MCD-LTS) METHODS

By

SISKA DIAH AYU LARASATI

Principal Component Regression (PCR) is a method used to overcome
multicollinearity problems by reducing the dimensions of independent variables
so that new simpler variables are obtained without losing most of the information
contained in independent variables. If the observation data also indicates outliers,
a robust method on PCR is used by analyzing the combination of Robust Principal
Component Analysis using the Minimum Covariance Determinant (MCD) method
with Robust Regression Analysis using the Least Trimmed Square (LTS) method.
The purpose of this study is to examine the PCR Robust analysis using the MCD-
LTS method and to know the PCR Robust rigidity by looking at its sensitivity to
outliers then compared to the classic PCR based on the bias and Mean Square
Error (MSE) on several different sample sizes and outliers. The results of this
study indicate that PCR Robust is more effective and efficient in overcoming the
problem of multicollinearity and outliers.
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ABSTRAK

ANALISIS REGRESI KOMPONEN UTAMA ROBUST DENGAN
METODE MINIMUM COVARIANCE DETERMINANT — LEAST
TRIMMED SQUARE (MCD-LTYS)

Oleh

SISKA DIAH AYU LARASATI

Regresi Komponen Utama (RKU) merupakan metode yang digunakan untuk
mengatasi masalah multikolinearitas dengan mereduksi dimensi variabel bebas
sehingga diperoleh variabel baru yang lebih sederhana tanpa kehilangan sebagian
besar informasi yang terkandung pada variabel bebasnya. Apabila pada data
pengamatan juga terindikasi adanya pencilan, maka digunakan metode robust
pada RKU dengan cara melakukakan analisis kombinasi antara Analisis
Komponen Utama Robust menggunakan metode Minimum Covariance
Determinant (MCD) dengan Analisis Regresi Robust menggunakan metode Least
Trimmed Square (LTS). Tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji analisis RKU
Robust dengan metode MCD-LTS serta mengetahui ketegaran RKU Robust
dengan melihat kepekaannya terhadap pencilan kemudian dibandingkan dengan
RKU Kklasik berdasarkan bias dan Mean Square Error (MSE) pada beberapa
ukuran sampel dan persentase pencilan yang berbeda. Hasil dari penelitian ini
menunjukkan bahwa RKU Robust lebih efektif dan efisien dalam mengatasi
masalah multikolinearitas dan pencilan.

Kata kunci : Regresi Komponen Utama, Multikolinearitas, Pencilan, Robust
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Analisis regresi merupakan salah satu metode analisis data yang digunakan untuk
menyelidiki hubungan antara variabel respon dengan satu atau beberapa variabel
bebas. Apabila hubungan yang diselidiki terdiri dari satu variabel respon dan satu
variabel bebas maka disebut dengan analisis regresi linear sederhana. Sedangkan
analisis regresi linear berganda terdiri dari satu variabel respon dan lebih dari satu

variabel bebas.

Permasalahan yang sering dihadapi dalam analisis regresi linear berganda yaitu
adanya multikolinearitas, yang mana terjadi ketika adanya korelasi yang kuat
antara variabel bebas. Hal ini dapat menyebabkan X"X memiliki kondisi buruk
(ill condition) atau hampir singular yang pada akhirnya akan menyebabkan nilai
penduga ragam bagi parameter regresi menjadi lebih besar (Draper & Smith,

1992).

Salah satu metode statistik yang digunakan untuk mengatasi masalah
multikolinearitas adalah regresi komponen utama (RKU). Menurut Notiragayu &
Nisa (2008), pada RKU Klasik terdapat dua tahap yaitu komponen utama dibentuk

menggunakan vektor eigen dari matriks kovarian sampel (S) klasik dan



diregresikan terhadap Y dengan metode kuadrat terkecil. Namun analisis seperti
ini sangat sensitif terhadap pencilan (outliers) dan akan menghasilkan dugaan
parameter yang bias akibat terpengaruh oleh data pencilan. Cara yang paling
sederhana untuk mengatasi pencilan pada RKU vyaitu dengan menggunakan

metode robust pada kedua tahap.

Salah satu metode robust bagi matriks kovarian sampel (S) yaitu metode
Minimum Covariance Determinant (MCD) dan kemudian hasil komponen-
komponen utama robust yang terbentuk akan diregresikan dengan peubah respon
menggunakan Least Trimmed Square (LTS). Menurut Nisa (2006), metode LTS
menduga koefisien regresi dari data yang mengandung pencilan dengan
meminimumkan jumlah kuadrat galat terhadap sebaran data yang sudah
terpangkas (trimmed) yang sering juga disebut dengan istilah “sebaran

terwinsorkan” (winsorized distribution).

Berdasarkan hal tersebut, maka pada penelitian ini akan mengkaji analisis Regresi
Komponen Utama (RKU) Robust dengan metode Minimum Covariance
Determinant- Least Trimmed Square (MCD-LTS) serta mengetahui ketegaran

metode tersebut terhadap pencilan.



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah :

1. Mengkaji analisis Regresi Komponen Utama (RKU) Robust dengan metode
Minimum Covariance Determinant- Least Trimmed Square (MCD-LTS).

2. Mengetahui ketegaran metode Minimum Covariance Determinant- Least
Trimmed Square (MCD-LTS) pada analisis RKU dengan melihat
kepekaannya terhadap pencilan berdasarkan bias dan Mean Square Error

(MSE).

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah untuk menambah pengetahuan bagi
penulis dan diharapkan dapat memberikan alternatif lain bagi pembaca dalam
memilih metode penduga yang terbaik dalam mengkaji data yang terdapat

pencilan.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau fungsi yang diletakkan atas baris dan kolom
serta diapit oleh dua kurung siku. Bilangan atau fungsi tersebut disebut entri atau
elemen matriks. Elemen matriks terdiri dalam baris dan kolom. Lambang matriks
dilambangan dengan huruf besar, sedangkan entri (elemen) matriks

dilambangkan dengan huruf kecil.

Matriks A yang memiliki m baris dan n kolom dapat ditulis sebagai berikut :

aip Qg2 - Qqp

az1 Az - dpp
A= [al-j] = . . .

Am1 Amz - Amm

Dimana a;; menyatakan elemen matriks A yang berada pada baris ke-i dan kolom

ke-j (Anton, 1987).

2.1.1 Jenis-Jenis Matriks
Berikut beberapa jenis matriks, yaitu :
a. Matriks simetris
Matriks simetris adalah matriks persegi yang elemennya simetris secara

diagonal. Matriks A dikatakan simetris jika a;; = a;; untuk semua i dan j,



dengan a;; menyatakan unsur pada baris ke i dan kolom ke j. Matriks yang

simetris dapat dikatakan pula sebagai matriks yang transposenya sama dengan

dirinya sendiri.

Matriks ortogonal

Matriks ortogonal ialah matriks yang apabila dikalikan dengan matriks
tranposenya menghasilkan matriks satuan (identitas).

Matriks ortogonal dapat dituliskan sebagai:

ATA=AAT =1

Sifat matriks ortogonal :
1) Invers matriks ortogonal juga matriks ortogonal
2) Hasil kali matriks-matriks ortogonal juga matriks ortogonal

3) Jika A matriks ortogonal, maka det(A) = 1 atau det(4) = —1

Matriks definit positif

Suatu matriks simetris A berorder n x n disebut matriks definit positif apabila
XTAX > 0 untuk semua vektor tak nol X. Suatu matriks A yang berukuran
n X n dikatakan definit positif jika dan hanya jika AT = A dan XTAX >0

untuk setiap vektor X tidak nol.

Matriks semi definit positif

Matriks A yang berukuran n x n dikatakan semi definit positif jika dan hanya
jika kondisi-kondisi berikut terpenuhi :

1) AT = A, (A matriks simetris).

2) XTAX > 0, untuk setiap vektor X tidak nol.



3) XTAX = 0, untuk paling sedikit satu vektor tidak nol.

(Anton, 1987).

e. Matriks singular dan non singular
X dikatakan mempunyai invers dilambangkan dengan X, jika XX = XX =
I. Jika suatu matriks mempunyai invers maka dikatakan matriks tersebut non
singular, tetapi jika tidak mempunyai invers maka matriks tersebut singular

(Usman & Warsono, 2001).

2.1.2 Operasi Matriks
Berikut beberapa operasi matriks, yaitu :
a. Jumlah unsur diagonal suatu matriks (trace)
Bila A adalah suatu matriks persegi dengan ukuran n X n, maka jumlah unsur
diagonal matriks A dilambangkan tr(A), adalah
tr(A) = ajq +az + - + app = Xizg 4

Lambang tr adalah singkatan dari trace dalam bahasa inggris.

b. Perkalian skalar
Jika A adalah suatu matriks dan c adalah suatu skalar, maka hasil kali cA
adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap anggota dari A dan c.
Perkalian matriks dengan skalar menghasilkan sebuah matriks baru yang
elemennya adalah hasil perkalian setiap elemen matriks aslinya dengan skalar.

Dalam notasi matriks, jika A4 = [a;;], maka cA = c[a;;].



C.

Perkalian matriks
Jika A adalah matriks berukuran m x r dan B adalah matriks berukuran r X n,
maka hasil kali AB adalah matriks C berukuran m X n yang unsur-unsurnya
adalah:
Cij = Baris;(A)Kolom;(B)
= Qy1byj + appbyj + - + Qinby;

— n
= k=1 Qirbx;

Perkalian matriks hanya bisa dilakukan jika banyaknya kolom matriks yang

pertama sama dengan banyaknya baris matriks yang kedua.

Transpose matriks
Transpose dari suatu matriks A berordo m x n yang dinotasikan [a;;] adalah
matriks B berorde n X m yang dinotasikan [b;;] yang didefinisikan oleh:
bji = a;j
Untuki=1,2,..,mdan j = 1,2,...,n. Transpose dari matriks A dinyatakan

oleh AT.

Beberapa sifat transpose matriks:

Q) ANHT=4

b) (A+B)T =AT + BT

c) (kA)T = kA", dengan k sembarang skalar

d) (AB)" = BTAT



€.

Determinan matriks
Misalkan A = [a;;] adalah matriks berukuran n xn, determinan dari

A didefinisikan sebagai berikut :
det(A) = z aij(—l)i+j Ml]
Dengan M;; adalah minor dari a;; yaitu determinan sub matriks A yang

diperoleh dengan cara membuang semua entri pada baris ke-i dan semua entri

pada kolom ke-j.

Jika A = [al-j] adalah matriks berukuran n X n yang mengandung sebaris
bilangan nol, maka |A| = 0. Jika A = [al-j] matriks segitiga, maka |A| adalah
hasil kali elemen-elemen diagonal utama, yaitu A = a,1a,,a33 ... Amm-

Jika A = [a;;] adalah sebarang matriks persegi, maka |4| = |AT|, dimana AT
adalah transpose dari A. Jika A = [a;;] dan B = [b;;] adalah matriks persegi

yang ordonya sama, maka |AB| = |A||B]|.

Invers matriks

Jika A adalah suatu matriks persegi berukuran n X n dan jika suatu matriks B
yang berukuran sama n x n disebut invers (balikan) dari A jika dipenuhi
AB = BA = I, maka A bisa dibalik dan B disebut invers dari A. Invers dari A

dilambangkan dengan 41



Jika A dan B adalah matriks-matriks yang dapat dibalik yang ukurannya sama,
maka :
1) AB dapat dibalik

2) (AB)"'=B"1A"!

Jika A adalah sebuah matriks yang dapat dibalik, maka

1) A~! dapat dibalik dan (A1)t = A

2) (AHY =@ H"untukn =0,1,2,...

3) Untuk skalar k, dimana k # 0, maka kA dapat dibalik dan (kA)™! =

~AL
p .

(Anton, 1987).

2.1.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Misalkan A adalah matriks berordo n x n, vektor x € R™ dan x # 0, disebut
vektor eigen, jika terdapat bilangan riil A yang disebut nilai eigen, sehingga
memenuhi persamaan :

Ax = Ax (2.1)
Dari pernyataan diatas, dapat diketahui persyaratan-persyaratan untuk nilai eigen
maupun vektor eigen. Nilai eigen A merupakan bilangan riil, yang berarti dapat
bernilai nol, negatif dan juga positif. Sedangkan vektor eigen x merupakan

anggota dari R™ untuk A dan x bukan vektor nol (Anton, 1987).
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2.2 Analisis Regresi

Analisis regresi adalah metode statistika yang digunakan untuk mempelajari dan
mengukur hubungan yang terjadi antara dua atau lebih variabel. Dalam analisis
regresi, suatu persamaan regresi akan ditentukan dan  digunakan untuk
menggambarkan pola atau bentuk fungsi hubungan yang terdapat antar variabel.
Variabel yang akan diestimasi nilainya disebut variabel terikat (dependent
variable) dan diplot pada sumbu-y. Sedangkan variabel bebas (independent
variable) adalah variabel yang diasumsikan memberikan pengaruh terhadap

variabel terikat dan diplot pada sumbu-x (Harinaldi, 2005).

Menurut Sembiring (2003), model regresi adalah model yang memberikan
gambaran mengenai hubungan antara variabel bebas dengan variabel terikat.
Secara umum bentuk persamaan model regresi adalah sebagai berikut :
Yi = Bo+ BiXyi + BoXoi + o4 BrXii + & (2.2)

dengan :

Y; = variabel dependen (tak bebas)

Bo,B1, B2 -, B = koefisien regresi

X1 Xoi o Xy = variabel independen (bebas)

& = galat / residual
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Pada Persamaan (2.1) dalam lambang matriks penulisannya menjadi :

Y x1) = Xoxi) B kexr) + Emaxn) (2.3)
atau,
1 X34 X1 e Xig [go] &
1 le xZZ . x?k ﬁ: + 8'2
1 Xn1 xnz v Xnk :B:k &n

Dalam analisis regresi, terdapat dua model regresi yaitu, regresi linear sederhana
dan regresi linear berganda. Regresi linear sederhana adalah persamaan regresi
yang menggambarkan hubungan antara satu peubah bebas (X) dan satu peubah
tak bebas (), dimana hubungan keduanya dapat digambarkan sebagai suatu garis
lurus. Sedangkan regresi linear berganda adalah persamaan regresi yang
menggambarkan hubungan antara lebih dari satu peubah bebas (X) dan satu

peubah tak bebas ().

2.3 Uji Asumsi Analisis Regresi

Menurut Imam Ghozali (2011), uji asumsi klasik terhadap model regresi linear
yang dilakukan agar dapat diketahui model regresi baik atau tidak. Tujuan
pengujian asumsi klasik adalah untuk memberikan kepastian bahwa persamaan
regresi yang diperolen memiliki ketepatan dalam estimasi, tidak bias, dan
konsisten. Sebelum melakukan analisis regresi terlebih dahulu dilakukan

pengujian asumsi.
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Menurut Chatterjee & Hadi (2006), untuk melakukan analisis regresi linear harus

memenuhi asumsi-asumsi berikut:

1. Linearitas
Uji ini dilakukan untuk mengetahui apakah hubungan antara respon Y dan
prediktor X membentuk hubungan linear atau tidak. Memeriksa asumsi
linearitas dalam regresi sederhana mudah karena validitas asumsi ini dapat
ditentukan dengan memeriksa scatterplot dari Y terhadap X. Namun,
memeriksa linearitas dalam regresi berganda lebih sulit karena dimensi yang
tinggi dari data. Ketika asumsi linearitas tidak terpenuhi maka data dianalisis
dengan regresi nonlinear atau dapat dilakukan transformasi data.

2. Normalitas
Normalitas yang dimaksudkan adalah galat yang berdistribusi normal yaitu
e~N(0,02). Pelanggaran terhadap kenormalan dapat terjadi karena adanya
beberapa data yang merupakan pencilan atau karena terdapat nilai ekstrim dalam
data yang digunakan.

3.  Homogenitas
Homoskedastisitas diartikan sebagai distribusi dari galat memiliki ragam
yang konstan (homogen). Apabila varian galat dalam model tidak konstan
disebut dengan heteroskedastisitas. Heteroskedastisitas disebabkan karena
variabel yang digunakan memiliki nilai yang sangat beragam, sehingga
menghasilkan nilai galat yang tidak konstan.

4. Tidak terjadi autokorelasi
Autokorelasi terjadi karena galat antar pengamatan tidak saling bebas atau

berkaitan satu sama lain.
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5. Tidak terjadi multikorelasi
Khusus untuk regresi linear berganda terdapat tambahan satu asumsi lagi
yaitu tidak terjadi multikolinearitas. Kolinearitas dapat terjadi karena suatu
faktor diukur lebih dari sekali. Kolinearitas seperti ini disebut kolinearitas
sempurna, yaitu suatu peubah bebas bergantung sepenuhnya pada yang
lainnya. Namun, dalam prakteknya kolinearitas sering muncul dalam bentuk
tersamar sehingga sukar dikenali, dimana suatu peubah tidaklah sepenuhnya
tergantung pada peubah lainnya tapi hanya sebagian. Kolinearitas tidak
sempurna seperti ini sering terjadi bila dua atau lebih peubah dalam model
saling berkaitan (multikolinearitas). Sehingga, yang dimaksudkan dengan
multikolinearitas adalah terjadinya kolinearitas antara dua atau lebih peubah

bebas dalam model.

2.4 Multikolinearitas

Istilah multikolinearitas pertama kali ditemukan oleh Ragnar Frisch pada tahun
1934 yang artinya terdapat hubungan linear diantara beberapa atau semua variabel
bebas dalam model regresi. Masalah multikolinearitas hanya ditemukan dalam
regresi linear berganda. Model yang baik adalah model yang bebas dari
multikolinearitas. Suatu model yang bebas dari multikolinearitas adalah model
yang memiliki nilai faktor Variance Inflation Factor (VIF) < 10. Nilai VIF > 10

mengindikasikan terdapat multikolinearitas (Myers, 1990).
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Menurut Montgomery & Runger (2011), multikolinearitas dapat dideteksi
menggunakan nilai Variance Inflation Factor (VIF). Nilai VIF dapat dicari

menggunakan rumus sebagai berikut:

=— ;j=1,2,.. 2.4
(1 _ Rjz J] )&y ) k ( )
dengan Rj2 merupakan koefisien determinasi yang didapat dari variabel bebas X;

yang diregresikan dengan variabel bebas lainnya pada model dugaan regresi.

2.5 Matriks Kovarian

Menurut Raykov & Marcoulides (2008), matriks varian kovarian merupakan suatu
matriks simetris yang berisi varian pada diagonal utamanya dan kovarian pada
elemen selainnya. Koefisien varian menggambarkan sebuah indeks dari hubungan

linear antara dua peubah penjelas.

Menurut  Krzanowski  (1998), matriks kovarian didefinisikan sebagai
T=FE [(X—E(X))(X—E(X))T] yang merupakan pengembangan dari nilai

cov(xl- ,x]-) =F [(xi — E(xi))(xj — E(xj))] dan var (x;) = E[(x; — E(x;))]>.

. k(k—-1 .
Dengan k peubah, x;, x5, ..., x; , ada k varian dan % kovarian. Secara umum,

perhitungan ini dihasilkan dari suatu k X k matriks simetris X yaitu:

P=E[X-pXx-w'] (2.5)
X1—1
X —
=E 25#2 [X1 =1 Xo—pp o Xp— ]

X — Ui
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E(X1 — p1)? E(Xy —p)(Xo —u2) o E(X7 — ) (Xpe — 1ge)
— | EX —u) (X1 — mq) E(X; — uz)? v E(Xg — p2) (X — 1)
EOG - ) = 1) B~ ) (e = 1) o ECG —m)? |
[ var(x,)  cov(xqy,xp) ... cov(xq,Xi)
_|eov(xy,x1)  war(xy) .. cov(2,xy)
[cov(xy,x1) cov(xg,x3) ... var(xg)
011 012 e O1p
_ 021 029 e Ok
Ox1 Ok2 e Okk

Matriks ini biasanya disebut matriks varian kovarian. £ merupakan matriks
simetrik karena cov(x;, x;) = cov(x;,x;) atau g; = og;;. Matriks X diduga oleh

matriks S.

S adalah penduga matriks varian kovarian kelompok ke-i yang didefinisikan oleh:

1

S =
n—1

PRI (26)
i=1

dengan x7 = [xil,xiz,...,xip] adalah vektor pengamatan untuk i pengamatan.

Diagonal utama dari matriks S berisi varian dari peubah lainnya.

2.6 Metode Kuadrat Terkecil

Menurut Sembiring (2003), Metode kuadrat terkecil adalah metode yang
digunakan untuk mengestimasi nilai parameter regresi dengan meminimumkan
jumlah kuadrat galat. Estimasi koefisien regresi dengan metode kuadrat terkecil
yaitu dengan meminimumkan fungsi :

=) e

n n
i=1 i=1

(Vi — Bo — B1x:)* (2.7)
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Dalam persamaan (2.7), x; dan y; bilangan yang berasal dari pengamatan,
sedangkan S, dan (; berubah bila garis regresinya berubah. Untuk mendapatkan
nilai 8, dan f,, maka J diturunkan terhadap B, dan 8, kemudian menyamakannya

dengan nol. Jadi, bila J diturunkan terhadap g, , diperoleh :

o .\ ~
%— —2;(%’ —Bo—P1x;) =0

atau,

n

iyi— nBo—fr ) xi =0 (28)

i=1 i=1

selanjutnya, J diturunkan terhadap f, dan samakan dengan nol,

a) -
55 = 2 )0~ Bo— Bix)x = 0
1 ] —
=1
atau,

n n n
D v —Bo ) x— By Yy xF =0 (29)
i=1 i=1 i=1

Nilai B, dan ; pada persamaan (2.8) dan (2.9) diganti dengan masing-masing
taksirannya, b, dan b;. Persamaan (2.8) dan (2.9) kemudian menjadi suatu sistem

persamaan linear disebut persamaan normal.

n n n
Zbo + b12xi - Zyi (2.10)
=1 i=1 i=1

n n n
bOin + b1zxi2 = Zyixi (2.11)
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dengan ¥ = % dany = % , maka persamaan (2.10) menjadi :
n n
= yl Zi:lxi
by == —b
0 n 1 n
= y - blf

Persamaan (2.11) menjadi :

n

S o () (52) o -

i=1

n

(X, y) (T, ) o, ORhix)?)
Zyixi_ n —b1{zxi_—}—0

i=1 i=1

Jadi,

_ G y) (S, %)
n

2
n xg__(Zﬁle
=1 n

n
i=1YiXi
1 =

Rumus ini dengan mudah dapat disederhanakan menjadi:

Z?:lyixi - Z?:M’i Z?:l X;
nyt, xf — (X x)?

b, = (2.12)

Seperti halnya dengan regresi linear sederhana, untuk penaksir dari nilai gy, 51, ...,

B diganti dengan by, by, ..., b,. Menurut metode kuadrat terkecil penaksir

tersebut dapat diperoleh dengan meminimumkan jumlah kuadrat galat.

n n
=1 =1

= et = ) 0= o= Buxn — oxe =~ fioxa)®  (213)
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Maka turunkan J secara parsial terhadap Sy, B1, ..., Bx dan samakan dengan nol.

Sehingga diperoleh,

9]
6_,80 B _ZZ(yi_:BO_ Bixu = BypXip == BiXu) = 0

ad/
a—ﬁl B _22(3’1' —By— Bixin— Byxiz — "'_ﬁkxik)xil =0

aJ

9B, - _ZZ(yi — By = Bixin— ByXiz = = BiXu) Xiz = 0

aj

6_,8k B _ZZ(yi =By — Byxin = Byxiz =+ — ByXue) Xie = 0

Setelah disusun kembali dan ganti semua parameter dengan penaksirnya, sistem

persamaan ini dapat ditulis sebagai :

ZJ’i =nby +b1zxi1 +bzzxiz +"'+bkzxik
zyixil = bozxn + b1zxi21 + bzzxizxil +t bkzxikxil
Z}’ixiz = boz Xip + b1z Xi1Xiz + bzzxizz + et bkzxikxiz

(2.14)

2
z YiXik = by Z Xik + by Z Xi1Xik + by Z XizXik + =+ by z Xk
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Persamaan (2.14) disebut sebagai persamaan normal. Jika ditulis dalam lambang

matriks maka bentuknya menjadi:

XTX)b = XTy (2.15)
atau,
n n n -
n ZXil ZXiZ ZXik
i=1 i=1 i=1
n n n n
ZXil ZXizl zxisz ZXikXil [Do] [ 11 .. 1 ] Y
i=1 i=1 i=1 =1 b1 [X11 X21 o Xnil|Y2
L It t L b, :|X12 X22 . anl Y3
inz inlxiz EXEZ 2)(1.,()(1-2 [EJ |l : s J”[J|
i=1 i=1 i=1 i=1 by Xik Xk XLy
n: n : n : : n:
ink inlxik ZXiZXik ZXizk
i1 =1 i=1 i=1 |

Jika XTX tidak singular maka untuk estimasi kuadrat terkecil dari b pada
persamaan (2.15) yaitu dikalikan dengan invers X7 X. Jadi,
XTX) 1XTXb = (XTx) X"y

b=X"X)1XxTy (2.16)

Sifat-sifat penduga metode kuadrat terkecil yaitu sebagai berikut:
1. B linear
B linear jika B merupakan fungsi linear dari 8.

B= X"x)'X"y

XTX) IXT(XB + ¢)
= (XTX)"IXTXg+ (XTX ) 1XTe

= I+ (X"X) 'X"e



2.

3.

B tak bias
B adalah penduga tak bias jika B linear jika E(B) = B
E(B) = E(X"X)1XTY)
=E(XTX)"IXTXB + &)
=E(XTX)IXTXB + (XTX ) 1XT¢)
= ((XTX)IXTXB + (XTX ) 1XTE(¢e)
= ((X"X)7'X"XB)
=B
B memiliki variansi minimum
var(B) = E[(B-B)(B-B)']
= E[(X"X)7'XTY - p)((X"X)'XTY - B)T]
= E[((X"X)7'X"(XB + &) - BX'X)'X"(XB + &) — )]
= E[((X"X)IXTXB + (XX ) 1XTe) — B) (X"X)IXTXB +
(XTX)7'XTe) - B)']
=E[(B+X'X)'XTe—B) B+ (X"X)'XTe — P)T]
= E[((X"X)7'X"e) (X"X)'X"e)"]
=E[((X"X) 'XTeTe X (XTX)71]
=E[((XTX) IXTE(eTe) X (XTX)™ 1]
= (X"X)IX"X (X"X )1 E(ge")

— (XTX )—10.2

20

var(B) = (X"X ) 'o? merupakan varians terkecil dari semua penaksir

linear tak bias
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Selama asumsi-asumsi regresi terpenuhi, maka dugaan metode kuadrat terkecil
bersifat linear, tak bias, dan mempunyai varians minimum ini bersifat BLUE (Best

Linier Unbiased Estimator).

2.7 Analisis Komponen Utama

Menurut Jollife (2002), mendefinisikan bahwa ide sentral dari analisis komponen
utama adalah untuk mereduksi dimensi dari peubah asal sehingga diperoleh
peubah baru yang disebut komponen utama. Komponen tersebut tidak saling
berkorelasi dan tetap mempertahankan sebagian besar informasi yang terkandung
pada peubah asalnya. Hal ini dicapai dengan melakukan transformasi dari segugus
data besar menjadi segugus data baru yaitu komponen utama (KU) yang tidak
saling berkorelasi dan disusun sedemikian sehingga untuk k KU pertama mewakili

keragaman terbesar dari keseluruhan peubah aslinya.

Komponen utama merupakan kombinasi linear dari peubah yang diamati,
informasi yang terkandung pada komponen utama merupakan gabungan dari
semua peubah dengan bobot tertentu. Kombinasi linear yang dipilih merupakan
kombinasi linear dengan ragam paling besar yang memuat informasi paling
banyak. Antar komponen utama bersifat ortogonal, tidak berkorelasi dan
informasinya tidak tumpang tindih. Hasil dari prosedur ini nantinya digunakan
pada analisis lebih lanjut, seperti analisis pengelompokan dan regresi komponen

utama.
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AKU tidak selalu bermanfaat digunakan untuk mereduksi banyaknya peubah asal
menjadi beberapa peubah baru yang dapat menjelaskan dengan baik keragaman
data asal. Bila tidak ada korelasi antara peubah asal, AKU tidak akan memberikan
hasil yang diinginkan, karena peubah baru yang diperoleh hanyalah peubah asal
yang ditata berdasarkan besar keragamannya. Makin erat korelasi (baik positif
maupun negative) antar peubah, makin baik pula hasil yang diperoleh dari AKU

(Mattjik & Sumertajaya, 2011).

Dalam analisis komponen utama misalkan X;, X,, ... , X, memiliki sebaran
peubah ganda dengan vektor rataan u dan matriks kovarian X serta vektor ciri a,.
Komponen utama (Q) seperti telah dijelaskan diatas merupakan kombinasi linier

dari k peubah asal, atau dapat ditulis :

Q =AX (2.17)
dimana:
Q1 a1 Quz - A X,
o=|%| a=|" P T Y x=|"
Q; g1 Akz -+ Ay X

Komponen utama pertama adalah kombinasi linear terbobot variabel asal yang
dapat menerangkan keragaman terbesar (Gasperz, 1991). Komponen utama
pertama dapat dituliskan sebagai:

Q1 = a1 Xy + ap Xy + o+ A Xy = a1X
Komponen utama kedua dapat dituliskan sebagai:

Q2 = a12Xy + apXo + - + @ Xy = a3 X
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Secara umum komponen utama ke-j dapat dituliskan sebagai:

Q] = alel + aszz + -+ Clijk = a]TX (218)

Menurut D.F Marrison tahun 1976 dalam edisi kedua Multivariat Statistical
Methods, komponen-komponen dapat dihitung sampai sejumlah tertentu proporsi
keragaman (> 75%) yang telah terjelaskan (Draper & Smith, 1992). Selain itu,
kontribusi keragaman dari setiap komponen utama ke-k terhadap total keragaman

dapat juga dilihat nilai eigen yang lebih dari satu.

2.8 Regresi Komponen Utama

Analisis regresi komponen utama merupakan suatu analisis kombinasi antara
analisis regresi dan analisis komponen utama. Analisis regresi komponen utama
ditetapkan bila dalam pembentukan model pendugaan peubah bebas yang
digunakan banyak dan terdapat hubungan yang erat antar peubah bebasnya.
Adanya korelasi antar peubah bebas menyebabkan salah satu asumsi dasar analisis
regresi linear berganda dalam MKT menjadi gagal terpenuhi dan salah satu cara

membebaskan korelasi antar peubah bebasnya dengan regresi komponen utama.

Menurut Notiragayu & Nisa (2008), regresi komponen utama merupakan regresi
dari peubah tak bebas terhadap komponen-komponen utama yang tidak saling
berkorelasi, dimana setiap komponen utama merupakan kombinasi linear dari

semua peubah bebas yang telah dispesifikasikan sejak awal.
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Bentuk persamaan regresi dalam bentuk peubah asal X dapat ditulis sebagai
berikut:

Y= Bo+ BiXy+BoXy+ ot BiXi + € (2.19)
Dengan Y merupakan peubah tak bebas, X; peubah bebas ke-i (i =1, 2, ..., k), f5;

adalah parameter-parameter regresi, dan € merupakan galat.

Peubah baru sebagai komponen utama (Q) adalah hasil transformasi dari peubah

asal (X) yang modelnya dalam bentuk matriks pada Persamaan (2.17), dan
komponen utama ke-j ditulis pada persamaan (2.18) dimana vektor pembobot a]T
diperoleh dengan memaksimumkan keragaman komponen utama ke-j, Yyaitu

S, = a; S a; dengan kendala aja; =1 serta aja; = 0, untuk h # j. Vektor

pembobot ajT diperoleh dari matriks kovarian ¥ yang diduga dengan matriks S,
yaitu § = ﬁ P(x; —%)(x; —x)T. Vektor a]T yang memenuhi kendala diatas

adalah vektor eigen dari matriks kovarian X. Model regresi komponen utama

dapat ditulis sebagai berikut:

Y= B0+ p10Q1+ 20, + ...+ B;Q; + £,dengan j < k (2.20)

2.9 Pencilan (outlier)

Secara umum, outlier dapat diartikan data yang tidak mengikuti pola umum pada
model atau data yang keluar dari model dan tidak berada dalam daerah selang

kepercayaan (Sembiring, 2003).
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Menurut Weissberg (1985), jika terdapat masalah yang berkaitan dengan outlier
maka diperlukan alat diagnosis yang dapat mengidentifikasi masalah outlier.
Salah satunya dengan menyisihkan outlier dari kelompok data kemudian

menganalisis data tanpa outlier.

Keberadaan data pencilan akan mengganggu dalam proses analisis data dan harus
dihindari dalam banyak hal. Dalam kaitannya dengan analisis regresi, pencilan
dapat menyebabkan hal-hal berikut :

1. Residual yang besar dari model yang terbentuk atau E (¢) # 0.

2. Varians pada data tersebut menjadi lebih besar.

3. Taksiran interval memiliki rentang yang besar.

2.10 Minimum Covariance Determinant (MCD)

Minimum Covariance Determinant (MCD) merupakan metode penduga parameter
dengan meminimumkan determinan matriks kovarians. Metode MCD
menggunakan vektor rata-rata dan matriks kovarians yang didapat dari penduga
MCD untuk menentukan bobot dari setiap data, sehingga akan didapat penduga
parameter model MCD. Prinsip MCD adalah mencari subsampel H yang
berukuran h dari keseluruhan n amatan dengan h < n yang matriks kovariansnya
memiliki determinan terkecil di antara semua kombinasi kemungkinan data

(Kumalasari et al., 2017).
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Penduga MCD adalah pasangan (X, S), dimana X adalah vektor rata-rata dan S
adalah matriks kovariansi yang meminimumkan nilai determinan S pada
subsampel yang berisikan tepat sebanyak h anggota dari n pengamatan, dimana
nilai standar dari h=[(n+k+1)/2]. Pada populasi dengan jumlah pengamatan yang
kecil, penduga MCD dapat dengan cepat dihitung dan ditemukan, tetapi jika
jumlah pengamatan besar, maka akan banyak sekali kombinasi subsampel dari H
yang harus ditemukan dan penghitungan pun akan cukup memakan waktu.
Dalam mengatasi keterbatasan ini, maka digunakan suatu algoritma baru untuk
metode MCD yang dinamakan dengan metode fast-MCD (Rousseeuw & Van

Driessen, 1999).

Menurut Dayanti et al. (2016), langkah-langkah penduga MCD dalam menduga

nilai koefisien regresi dengan menggunakan fast-MCD adalah sebagai berikut.

1. Mengambil subsampel pertama dari data pengamatan secara acak, misalkan
subsampel tersebut H; dengan jumlah elemen sebanyak h.

2. Menghitung vektor rata-rata X,,cp, pada H; yang selanjutnya dapat disebut

X, dengan persamaan berikut.
< 1
Xuep = n Yie H Xi (2.21)
3. Menghitung matriks kovarians S,p pada H; yang selanjutnya dapat disebut

S, dengan persamaan berikut.

1 — J—
Sucp = n Yieulxi — Xmcpl[xi — XMCD]T (2.22)
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. Menghitung determinan S;. Jika det(S;) = 0, maka berhenti. Namun apabila
det(S;) # 0, maka dilanjutkan dengan menghitung jarak robust (RD) untuk

setiap pengamatan menggunakan persamaan berikut.

RD; = /(x; — Xucp) " Siep (X — Xuep) (2.23)
. Mengurutkan nilai RD mulai dari yang terkecil hingga terbesar.

. Mengambil elemen sejumlah h pengamatan dengan jarak terkecil berdasarkan
pada langkah 5 untuk menjadi himpunan bagian H,, kemudian ulangi langkah 2
sampai langkah 5 sehingga ditemukan himpunan bagian yang konvergen det
(Si+1) = det (S)).

. Memilih subsampel H yang memiliki nilai determinan matriks kovarians

terkecil. Kemudian dari subsampel yang terpilih akan dicari nilai X,,cp dan

SMCD'

. Dengan menggunakan X, dan Sycp tersebut, maka selanjutnya akan
dihitung jarak robust kuadrat dengan persamaan sebagai berikut.

RD} = (x; — Xucp) " Swico (X — Xuep) (2.24)
. Menentukan pencilan data dengan kriteria sebagai berikut.

RD? > X2,

2.11 Least Trimmed Square (LTS)

Regresi robust merupakan metode yang digunakan ketika residual berdistribusi

tidak normal. Ketika melakukan uji asumsi untuk model regresi sering ditemui

bahwa asumsi regresi dilanggar, transformasi data tidak menghilangkan pengaruh
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dari pencilan yang mengakibatkan estimasi koefisien regresi menjadi bias. Tujuan
utama dari regresi robust adalah untuk memberikan hasil yang resisten terhadap
adanya pencilan. Dalam keadaan ini regresi robust merupakan metode terbaik

yang tahan terhadap pencilan (Chen, 2002).

Prosedur robust ditunjukkan untuk memberikan dugaan yang lebih tepat dan cepat
terhadap data yang melanggar asumsi dengan cara meniadakan identifikasi adanya
data pencilan, serta bersifat otomatis dalam menanggulangi data pencilan.
Beberapa metode dalam regresi robust diantaranya adalah Least Trimmed Square
(LTS), Least Mean Square (LMS), Theil-Sein, MM estimator, S estimator, dan M

estimator (penduga M).

Salah satu metode pendugaan parameter model regresi terhadap data yang
mengandung pencilan adalah metode penduga Least Trimmed Square (LTS).
Metode ini merupakan salah satu metode pendugaan parameter pada regresi
robust yang kekar terhadap keberadaan pencilan. Metode LTS mempunyai prinsip
pendugaan parameter yang sama dengan Metode Kuadrat Terkecil, yaitu
meminimumkan jumlah kuadrat galat. Hanya saja pada metode LTS, jumlah
kuadrat galat yang diminimumkan adalah jumlah kuadrat galat dari h pengamatan

yang dianggap bukan pencilan. (Rousseeuw & Hubert, 1997).

Metode LTS menduga koefisien regresi dengan menggunakan metode OLS

terhadap subhimpunan data berukuran h, yaitu:

+k+1)

N . . ~ @3
B = argming(Tf, ef) =arg ming (T}, (v — 9)?) ,~———

4

< h <n(2.25)
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Solusi B pada Persamaan (2.25) dapat diperoleh dengan menggunakan
turunan/differensial seperti pada penyelesaian pendugaan metode OLS, hanya
pada LTS persamaan tersebut dihitung pada subhimpunan H terbaik dilakukan

dengan menggunakan algoritma resampling dari seluruh kemungkinan
subhimpunan yang dapat dibentuk yaitu sebanyak (Z) Subhimpunan H yang

diperoleh merupakan sebaran data yang sudah terpangkas (Chen, 2002).

Menurut Nisa (2006), algoritma resampling untuk pendugaan LTS dapat

dijelaskan secara garis besar sebagai berikut:

1. Ambil secara acak k pengamatan, dengan k adalah banyaknya variabel bebas.

2. Hitung koefisien regresi berdasarkan k pengamatan tesebut, misalkan
diperoleh persamaan regresi: ¥, = f(x).

3. Hitung galat dari n data berdasarkan persamaan regresi Y, = f(x).

4. Urutkan galat dari yang terkecil hingga yang terbesar, yaitu |e;| < |e,| <
o < eyl

5. Pilih h; pengamatan pertama yang memiliki nilai mutlak galat terkecil.
Himpunan pengamatan yang terpilih disebut sebagai subsampel pertama (H,).

6. Lakukan C-Step (akan dijelaskan lebih lanjut) terhadap H,; sebanyak 2 kali

dan didapatkan Hj.

n n

7. Ulangi langkah 1-6 sebanyak (k) kali. Dari (k) hasil yang diperoleh, pilih

10 subsampel H terbaik, yaitu yang memiliki jumlah kuadrat galat terkecil.
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8. Lakukan C-Step terhadap 10 subsampel tersebut sampai konvergen dan dari
10 subsampel tersebut, pilih 1 subsampel terbaik yang akan digunakan

sebagai acuan untuk perhitungan dugaan koefisien regresi.

C-Step merupakan langkah pemusatan (Concentration Step) terhadap h
pengamatan untuk mendapatkan galat terkecil. Langkah-langkah C-Step adalah
sebagai berikut; misalnya telah diberikan sub himpunan H berukuran h dari
sampel berukuran n, selanjutnya:

1. Hitung koefisien regresi dari H.

2. Hitung galat dengan menggunakan koefisien regresi H dan sampel n.

3. Urutkan galat dari yang terkecil sampai yang terbesar, e; < e, < --- < e,.

4.  Ambil H sebanyak h pengamatan yang memiliki nilai mutlak galat terkecil.

Pengulang C-Step akan menghasilkan proses iterasi.

2.12 Ukuran Kebaikan Penduga

2.12.1 Bias

Menurut Wulandari et al. (2010), bias penduga dari suatu parameter pada simulasi
data didefinisikan sebagai jumlah selisih dari penduga parameter pada data yang
terdapat pencilan dengan penduga parameter pada data yang tanpa pencilan,
dibagi dengan banyaknya perulangan. Semakin kecil nilai bias, maka hasil

pendugaan suatu parameter semakin baik.
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Bias dinotasikan sebagai berikut.
A 1™ 4 N
Bias(f) = EE- |59 — O] (2.26)
i=1

Dengan B adalah koefisien regresi untuk data tanpa pencilan, dan 31.(5) adalah

koefisien regresi untuk data yang telah diberi kontaminasi pencilan.

2.12.2 Mean Square Error (MSE)

Mean Square Error (MSE) adalah salah satu pengukuran kesalahan yang popular
dan mudah digunakan. Menurut Wulandari et al. (2010), MSE penduga pada
simulasi data adalah jumlah selisih kuadrat dari penduga parameter pada data
yang terdapat pencilan dengan penduga parameter pada data yang tanpa pencilan,

dibagi dengan banyaknya pengulangan. MSE dinotasikan sebagai berikut:

N R R 2
MSE (B) :% m 1(3i(s) — ﬁm)) (2.27)
Dengan £ adalah koefisien regresi untuk data tanpa pencilan, dan 3 adalah
koefisien regresi untuk data yang telah diberi kontaminasi pencilan. Kebaikan

suatu penduga dapat dilihat dari tingkat kesalahannya, semakin kecil tingkat

kesalahan semakin baik estimasinya.



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019,
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data simulasi. Pada data
simulasi akan dibangkitkan data dengan variabel bebas sebanyak k=6 dengan
ukuran sampel (n = 20, 60, 100, 200) serta 5 jenis persentase pencilan (5%, 10%
15%, 20%, 25%) dan diulang sebanyak 1000 kali. Kemudian pencilan

dibangkitkan dari distribusi normal dengan mean 50 dan simpangan baku 0,05

yaitu £*~N (50, (0.05)).

Untuk mendapatkan data kolinearitas pada setiap himpunan data, X;; dibangkitkan
menggunakan simulasi Monte Carlo berdasarkan McDonald & Galarneau (1975)
dengan persamaan sebagai berikut:
1/2 .
X =1 —-p?) ""xij + pxigesn) ;i=12,..,n

j=1,2, ...k (3.1)
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dengan x;1, Xz, ..., Xj(k+1) Merupakan data yang dibangkitkan berdistribusi normal
N(0,1) dan p ditentukan sehingga korelasi antarvariabel bebas diberikan oleh p2.
Dua himpunan dari variabel yang saling berkorelasi dalam penelitian ini dibuat

berdasarkan nilai p = 0.99.

Variabel terikat (Y) untuk setiap k variabel bebas diperoleh berdasarkan model

Y = X + & dimana g adalah ﬁl.J. =1 ; untuk i = j, dan 0 selainnya. Selanjutnya

¢ dibangkitkan berdasarkan distribusi normal N(0,1) sehingga Y merupakan
kombinasi linear dari k variabel bebas ditambah galat seperti persamaan berikut:

Y = 1+X1 +X2+X3 +X4,+X5+X6+N(0,1)

3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literatur secara sistematis
yang diperoleh dari buku-buku teks penunjang, jurnal dan juga media lain seperti
internet kemudian melakukan simulasi sebagai aplikasi untuk menerapkan teori
yang telah didapat. Untuk mempermudah perhitungan digunakan perangkat lunak
(software) SAS 9.4. Adapun tahapan yang dilakukan pada penelitian ini adalah
sebagai berikut:
1. Melakukan simulasi data.
2. Melakukan regresi komponen utama klasik dengan langkah sebagai berikut:
a. Menghitung matriks kovarian dari variabel asal (X).
b. Menghitung nilai eigen A; dan vektor eigen a dari matriks kovarian.

c. Menghitung skor komponen utama Q.
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d. Memilih komponen utama yang memiliki nilai eigen lebih dari 1.
e. Menghitung nilai duga koefisien regresi komponen utama berdasarkan

komponen yang terpilih dengan Metode Kuadrat Terkecil (MKT) simpan

sebagai E(O).
Mencatat nilai duga £ pada regresi komponen utama klasik.
Membangkitkan sebuah matriks noise dari distribusi N (0, (0.01)2).
Membangkitkan matriks pencilan dari distribusi N (50, (0.05)?) sehingga
diperoleh matriks kontaminasi. Elemen dari matriks kontaminasi adalah nol
kecuali untuk beberapa elemen yang dijadikan pencilan.
Menambahkan matriks noise dan matriks kontaminasi pada data simulasi.
Sehingga diperoleh matriks untuk data yang telah terkontaminasi pencilan
(XYK).
Melakukan regresi komponen utama klasik seperti langkah 2 pada data yang
telah terkontaminasi pencilan.
Mencatat nilai duga £ pada regresi komponen utama klasik di langkah 7.
Melakukan regresi komponen utama robust dengan langkah sebagai berikut:
a. Meghitung matriks kovarian Minimum Covariance Determinant (MCD)
dari data yang terkontaminasi pencilan.
b. Menghitung nilai eigen A; dan vektor eigen a dari matriks kovarian
MCD.
c. Menghitung skor komponen utama Q.
d. Memilih komponen utama yang memiliki nilai eigen lebih dari 1.
e. Menghitung nilai duga koefisien regresi komponen utama berdasarkan

komponen yang terpilih dengan Least Trimmed Square (LTS).
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11.

12.

13.
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Mencatat nilai duga £ pada regresi komponen utama robust.
Ulangi langkah 4 sampai 10 sebanyak 1000 kali untuk seluruh jumlah data.
Menghitung nilai bias dan Mean Square Error (MSE) dari RKU klasik dan

RKU robust dengan menggunakan rumus sebagai berikut:

N 1 NGO
Bias (B,) = Ez: 35— B

NI e
ws (5) = 2> (7 -7")

dimana,
i =0,1,...,k
m =1000

Menganalisa dan membandingkan hasil perhitungan RKU klasik dengan
RKU robust berdasarkan nilai bias dan Mean Square Error (MSE) dari

dugaan koefisien regresi yang dihasilkan.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Analisis Komponen Utama Robust dapat dilakukan dengan menggunakan
matriks kovarian robust Minimum Covariance Determinant (Zycp) Yang
dalam hal ini diperoleh:

a. Penduga bagi matriks kovarian Minimum Covariance Determinant
. 1 — —
(MCD) yaitu Sycp = N Yie nl%i — Xucpl[*i — Xucp]™

b. Penduga nilai koefisien Regresi Komponen Utama Robust diperoleh

sebagai berikut:

8, = Vi Yi — B Xl Q; B = W, yiQi — Yy yi i1 Q
h h¥E, Q" — X, (Q)?
dimana,
Q = Komponen Utama
h = Banyaknya anggota dalam subhimpunan terbaik dari data yang

terpangkas.

2. Pada hasil simulasi diperoleh:
a. Metode Regresi Komponen Utama Robust lebih efektif dan efisien dalam
mengatasi masalah multikolinearitas dan pencilan dibandingkan RKU

klasik.
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b. Pada satu ukuran sampel dengan presentase pencilan 5%-25%, nilai rata-
rata bias dan MSE metode RKU Klasik selalu naik secara konstan disetiap
penambahan presentase pencilan sedangkan metode RKU robust
diperoleh nilai rata-rata bias yang lebih kecil dibandingkan RKU Klasik.
Hal ini menunjukkan bahwa metode RKU robust merupakan metode yang
kekar terhadap pencilan, sedangkan metode RKU klasik sangat sensitif

terhadap adanya pencilan.
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