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Ruang barisan sebagai salah satu konsep dalam analisis, yang membahas tentang 

barisan dengan karakteristik tertentu salah satunya adalah ruang barisan       .  
Penulis akan membahas tentang ruang barisan   ,      , dan        adalah ruang 

bernorma, ruang bernorma lengkap dan merupakan ruang Banach. 
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ABSTRACT 

 

 

DIFFERENCE SEQUENCE SPACES        

 

 

By 

 

 

RINA KARINA AGUSTINA 

 

 

 

 

Sequence spaces as one concept of analysis, discussed about sequence with 

specific characteristics for example       . The authors will discuss about   , 

     , and        sequence spaces that can be proved as norm spaces, complete 

norm spaces and Banach spaces. 
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika sebagai salah satu ilmu pasti memiliki peranan penting dalam

perkembangan maupun kemajuan sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran

ahli matematika digunakan sebagai dasar pemikiran pengambilan keputusan, dan

sebagai bahan pertimbangan. Oleh karena itu, perkembangan ilmu matematika

sangat dibutuhkan.

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis, bidang ini merupakan

bagian dari matematika, bidang ini membahas tentang konsep ruang barisan.

Ruang barisan sebagai salah satu konsep yang ada di bidang analisis membahas

tentang ruang barisan yang diantaranya adalah ∞,c, c0, dan . Misalkan X koleksi

semua ruang barisan, didefinisikan

0 = { = { } ∈ ∶ barisan { } konvergen ke 0 }

= { = { } ∈ ∶ barisan { } konvergen }

∞ = { = { } ∈ ∶ sup≥1 | | < ∞}= { = { } ∈ ∶ ∑ | |∞=1 < ∞} dengan 1 ≤ < ∞



Salah satu pakar matematika H. Kizmas (1981) meneliti syarat yang diperlukan

oleh suatu matriks tak terhingga dari ruang barisan ke ruang barisan. Pemikiran

tersebut digunakan oleh Rifat C. (1995) dan menambahkan suatu syarat kedalam

ruang barisan tersebut sehingga menjadi ruang barisan ∞(∆), c(∆), c0(∆) dan(∆). Dari pemikiran diatas penulis mencoba mengkaji lebih dalam tentang salah

satu ruang barisan, yaitu ruang barisan 2(∆2).
1.2       Batasan Masalah

Batasan masalah dari penelitian ini adalah hanya mengkaji dan mempelajari salah

satu sifat ruang barisan 2, 2(∆), (∆ ) adalah ruang Banach.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah

1. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan 2
2. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan selisih (∆)

3. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan selisih 2(∆2)
1.4 Manfaat penelitian

Manfaat penelitian ini adalah

1. Memahami sifat dan masalah pada ruang barisan

2. Memahami sifat dan masalah pada ruang barisan selisih 2(∆)

3. Memahami sifat dan masalah pada ruang barisan selisih (∆ )

4. Dapat memberi ide bagi penulis lain untuk meneliti lebih lanjut ruang

barisan selisih.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Barisan

Definisi 2.1.1

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan asli.

Misal terdapat bilangan asli 1, 2, 3, . . , , … yang bersesuaian dengan bilangan real

xk tertentu, maka 1, 2, … , , … dikatakan barisan (Mizrahi dan Sulivan, 1982).

Contoh :

merupakan barisan bilangan real dengan = 1,2,3, ….
Definisi 2.1.2

Barisan dikatakan konvergen (convergent) jika ada bilangan ∈ sehingga

untuk setiap bilangan asli >0 terdapat bilangan asli 0dan untuk setiap bilangan

asli ≥ 0benar bahwa | − | <
Pengertian tersebut ditulis singkat denganlim → = atau { } → untuk → ∞
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dan bilangan x disebut limit barisan ( ), dan dikatakan barisan ( ) konvergen

ke . Barisan yang tak konvergen dikatakan divergen (Darmawijaya,2007).

Contoh :

Akan ditunjukkan barisan 1 konvergen sebab∀ > 0 ada bilangan asli 0 (bergantung pada ), sehingga ≥ berlaku1 − 0 <
Maka dikatakan barisan konvergen ke 0 atau barisan 1 mempunyai limit 0

untuk k→∞ dan ditulis dengan

lim→∞ 1 − 0 <
Atau dapat ditulis dengan lim → = 0 .

Teorema 2.1.3

Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas (Robert and Donald,

2000).

Bukti :

Diketahui barisan ( ) adalah barisan konvergen, katakan lim ( ) = . Ambil= 1, dan terdapat ∈ . Berdasarkan sifat nilai mutlak maka dari | − | <
diperoleh | | < | | + 1, untuk setiap ≥ .
Pilih = {| |, | |, | |, … | | + 1}, karena | | < + 1 maka berlaku| | < untuk semua ∈ . Maka terbukti ( ) terbatas.
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Contoh :

Diberikan barisan ( ) = pilih = 1 sehingga,

| | = 1 = 1 ≤ 1
Untuk setiap = 1,2,3, ……
Dengan kata lain ( ) = barisan terbatas.

Definisi 2.1.4

Diberikan yaitu koleksi semua barisan bilangan real jadi := { = ( ): ∈ ℝ}
Untuk setiap bilangan real p dengan 1 ≤ < ∞ didefinisikan

= = ( ) ∈ : | |∞
=1 < ∞

dan norm pada yaitu

‖ ‖ = | |∞
=1

1

(Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.1.5

Misal , ∈ (1,∞) dengan 1+ 1 = 1 (q konjugat p), untuk ∈ dan ∈
∈ ∈ dan ∑ xkyk ≤ ‖x‖ ‖y‖∞k=1 (Darmawijaya, 2007).
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Definisi 2.1.6

Ruang barisan, himpunan dari barisan bilangan yang memiliki syarat

= = ( ) ∈ ∶ | |∞
=1 < ∞

koleksi barisan bilangan yang ∑ | |∞=1 < ∞(∆) = { = ( ): ∆ ∈ }(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆ ∈(∆2) = { = ( ): ∆2 ∈ }(∆2) koleksi barisan bilangan yang ∆2 ∈
(H.Kizmaz,1981).

2.2 Deret Bilangan Real

Definisi 2.2.1

Jika untuk setiap bilangan asli diketahui bilangan real , maka jumlahan

= + + +⋯
Disebut deret bilangan real (series of real numbers) atau cukup disebut deret saja

asalkan tak diberi penjelasan lebih lanjut ; disebut suku ke – deret tersebut.

( Darmawijaya, 2007 )

Contoh :

Deret ∑ = ∑ = 1 + + +⋯
9 = atau suku ke-9 = , = atau suku ke-100 =
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Definisi 2.2.2

Deret ∑ dikatakan konvergen jika barisan jumlah parsialnya yaitu { }
konvergen.( Darmawijaya, 2007)

Teorema 2.2.3

i. Deret ∑ konvergen jika dan hanya jika ada bilangan sehinggalim→ =
ii. Deret ∑ konvergen jika dan hanya jika ada bilangan sehingga

= lim→ = lim→ =
iii. Deret ∑ konvergen jika dan hanya jika ada bilangan sehingga

Untuk bilangan > 0 terdapat bilangan asli dan jika bilangan asli≥ benar bahwa

| − | = − <
iv. Deret ∑ konvergen jika dan hanya jika untuk setiap bilangan > 0

terdapat bilangan asli sehingga

<
( Darmawijaya, 2007)

Bukti :

i. Menurut definisi 2.2.2 , deret ∑ konvergen jika dan hanya jika

barisan jumlah parsial { } konvergen, artinya ada bilangan sehingga

barisan { } konvergen ke bilangan ; jadi lim → =
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ii. Berdasarkan ( i ) diperoleh

= lim→ = lim→ =
iii. lim → = artinya untuk sebarang bilangan > 0 terdapat bilangan

asli sehingga jika bilangan asli ≥ benar bahwa

− = | − | <
iv. Berdasarkan iii dan ii diperoleh untuk ≥ benar bahwa

− = − = <
Berdasarkan teorema 2.2.3 ( iv ) tersebut diperoleh. Jika deret ∑ konvergen

maka,

lim→ = 0
Contoh : (Uji Deret- ) Deret1 = 1 + 12 + 13 + 14 +⋯
di mana konstanta, disebut deret- . Perlihatkan bahwa:

(a) Deret- konvergen jika > 1
(b) Deret- divergen jika ≤ 1
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PENYELESAIAN :

Jika ≥ 0, fungsi ( ) = kontinu, positif dan tak-menarik pada [1, ∞) dan

( ) = . Jadi, menurut Uji Integral, ∑ konvergen jika dan hanya jika

lim → ∫ ada (sebagai bilangan terhingga).

Jika ≠ 1,
= 1 − = − 11 −

Jika = 1,
= [ln ] = ln

Oleh karena lim → ∫ = 0 jika > 1 dan lim → ∫ = ∞ jika < 1
dan oleh karena lim → ln = ∞, kita simpulkan bahwa deret-p konvergen jika> 1 dan divergen jika 0 ≤ ≤ 1.
(Varberg,Purcell,Rigdon, 2007)

2.3 Ruang Bernorm

Definisi 2.3.1

Diberikan ruang linear X. Fungsi ‖∙‖ ∶ → yang mempunyai sifat-sifat :

i. ‖ ‖ ≥ 0 untuk setiap ∈
ii. ‖ ‖ = 0, jika dan hanya jika = 0, (0 vektor nol)

iii. ‖ ‖ = | | ⋅ ‖ ‖ untuk setiap skalar dan ∈ .
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iv. ‖ + ‖ ≤ ‖ ‖ + ‖ ‖ untuk setiap , ∈
disebut norma(norm) pada X dan bilangan nonnegatif ‖ ‖ disebut norma vektor x.

Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ‖∙‖ disebut ruang bernorma

(norm space) dan dituliskan singkat dengan , ‖∙‖ atau X saja asalkan normanya

telah diketahui (Darmawijaya, 2007).

Contoh :

Akan dibuktikan bahwa merupakan ruang bernorma terhadap ‖. ‖ . Untuk

setiap skalar dan = ( ), ( ) ∈ diperoleh

i) ‖ ‖ = | | ≥ 0 karena | | ≥ 0 untuk setiap .
‖ ‖2 = | |2∞

=1
12 = 0 ⇔ | | ≥ 0 untuk setiap ⇔ = {0} = 0

ii) ‖α ‖ = | | = | | | | = | |‖ ‖
jelas bahwa ‖ ‖2 < ∞
iii) ‖ + ‖ ≤ ‖ ‖ + ‖ ‖ = | | + | | < ∞.

Berdasarkan i), ii), dan iii) terbukti bahwa merupakan ruang linear dan ‖. ‖2
norm pada 2 . Dengan kata lain ( 2, ‖. ‖2) ruang bernorm.



11

Lemma 2.3.2

Dalam ruang linear bernorma X berlaku ‖ ‖ − ‖ ‖ ≤ ‖ − ‖ untuk setiap, ∈ (Maddox, 1970).

Bukti :

untuk setiap , ∈ diperoleh :‖ ‖ − ‖ ‖ = ‖ − + ‖ − ‖ ‖ ≤ ‖ − ‖ + ‖ ‖ − ‖ ‖ = ‖ − ‖.

Teorema 2.3.3(1 ≤ < ∞) merupakan ruang bernorma terhadap norm ‖. ‖
(Darmawijaya, 2007).

Bukti :

a) Untuk 1 ≤ < ∞ diambil sebarang = ( ), = ∈ dan skalar

. Diperoleh :

i) ‖ ‖ = | | ≥ 0 karena | | ≥ 0 untuk setiap .
‖ ‖ = | |∞

=1
1 = 0 ⇔ | | ≥ 0 untuk setiap ⇔ = {0} = 0

ii) ‖α ‖ = | | = | | | | = | |‖ ‖
jelas bahwa ‖ ‖ < ∞
iii) ‖ + ‖ ≤ ‖ ‖ + ‖ ‖ = | | + | | < ∞.
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Berdasarkan i), ii), dan iii) terbukti bahwa merupakan ruang linear dan ‖. ‖
norm pada . Dengan kata lain ( , ‖. ‖ ) ruang bernorm.

Definisi 2.3.4 (Barisan Cauchy)

Barisan ( ) di dalam ruang bernorma ( , ||.||) disebut barisan Cauchy atau

barisan fundamental jika untuk setiap bilangan >0 terdapat bilangan asli 0,

sehingga untuk setiap dua bilangan asli , ≥ 0berlaku || − ||< (Robert

and Donald, 2000).

Contoh :

Barisan adalah barisan Cauchy. Untuk setiap > 0 terdapat bilangan asli

(bergantung pada ) ∈ sehingga ada dua bilangan asli , ≥ maka‖ − ‖ <, ≥1 ≤ 1 , 1 ≤ 1
1 − 1 ≤ 1 + − 1

≤ 1 + 1 ≤ 1 + 1 = 2 <
Bukti:

Ambil sebarang > 0 pilih ≤ sehingga jika , ≥ maka1 − 1 ≤ 1 + 1 ≤ 1 + 1 = 2 <
Jadi, barisan adalah barisan Cauchy.
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Teorema 2.3.5

Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma ( , ||.||) merupakan

barisan Cauchy (Robert and Donald, 2000).

Bukti :

Misalkan ( ) adalah barisan di dengan lim →∞ = ,dan misalkan < 0
maka terdapat bilangan asli ∈ sedemikian hingga berlaku ( , ) < untuk

setiap ≥ , akibatnya untuk , ≥ berlaku ( , ) ≤ ( , ) +( ) < , jadi ( ) barisan Cauchy.

Definisi 2.3.6

Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan Cauchy di

dalamnya konvergen (Robert and Donald, 2000).

Teorema 2.3.7 (Ketidaksamaan Young)

Diketahui 0 < , < ∞ sehingga 1 + 1 = 1 untuk sebarang dua bilangan dan

Benar bahwa | | ≤ | | + | |
(Darmawijaya, 2007).

Bukti:

Karena + = 1 diperoleh + = , = = diambil kurva= ; jadi = −1. Oleh karena itu diperoleh | | =luas persegi panjang ≤
luas I+ luas II yaitu

| | ≤ ∫ −1| |0 + ∫ −1| |0 = | | + | |
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Teorema 2.3.8 ( Ketaksamaan Ho’lder )

. Jika x = (x ) ∈ dan y = (y ) ∈ maka

xkyk∞
k=1 ≤ |xkyk| ≤ ‖x‖1 .∞

k=1 ‖y‖∞
. Diketahui 1 ≤ , < ∞ + = 1,maka

xkyk∞
k=1 ≤ |xkyk| ≤ ‖x‖p .∞

k=1 ‖y‖q
(Darmawijaya, 2007)

Bukti :

i. Jika = ( ) ∈ 1 dan = ∈ ∞ cukup jelas bahwa

∞=1 ≤ ∞=1 = | |.=1
≤ | |. | | = ‖ ‖ . ‖ ‖

ii. Jika = ( ) ∈ dan = ∈ cukup jelas bahwa

∞=1 ≤ ∞=1 = | |.∞=1
Karena + = 1,
Tinggal membuktikan bahwa

∑ | |. ≤ ‖ ‖ . ‖ ‖∞=1 atau∑ | |‖ ‖ . ‖ ‖ ≤ 1∞=1
Dengan teorema young diperoleh

∑ | |‖ ‖ .∞=1 ‖ ‖ ≤ ∑ 1 | |‖ ‖ + 1 ‖ ‖∞=1
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=1 ∑ | |‖ ‖ +∞=1 ∑ 1 ‖ ‖∞=1 = 1 + 1 = 1
Teorema 2.3.9 ( Ketaksamaan Minkowski )

Jika 1 ≤ p < ∞ maka untuk setiap x = (x ) , y = (y ) ∈ ℓ benar bahwa‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p
(Darmawijaya, 2007).

Bukti :

Jika = ∞ , diperoleh‖ + ‖∞ = ≥1 +≤ {| | + | |}≤ | | + | |= ‖ ‖ + ‖ ‖
Jika = 1 diperoleh

‖ + ‖1 = +∞
=1≤ ∑ | | + ∑ | |= ‖ ‖ + ‖ ‖

Jika 1 ≤ < ∞+ = + . + −1
≤ | |. | + | + | |. | + |
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Untuk setiap k dijumlahkan untuk seluruh k dan kemudian memanfaatkan

ketidaksamaan Holder, diperoleh

+ ≤ | |. + −1 + . + −1∞=1∞=1∞=1
≤ ‖ ‖ . {| + | } + ‖ ‖ . {| + | }
= ‖ ‖ + ‖ ‖ . {| + | }

Atau

‖ + ‖ = + −1∞=1
1

≤ ‖ ‖ + ‖ ‖
2.4 Ruang Banach

Definisi 2.4.1

Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai

ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorma X berlaku kondisi

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen (Darmawijaya, 2007).

Teorema 2.4.2

Jika bilangan real p dengan 1 ≤ < ∞, maka , ‖. ‖ merupakan ruang Banach

(Darmawijaya, 2007).
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2.5 Ruang Barisan Selisih

Definisi 2.5.1

Diperlihatkan barisan selisih bilangan sebagai berikut :

Jika = ( ) suatu barisan bilangan dan∆ = { − } untuk setiap ∈ ℕ∆ disebut barisan selisih pertama terhadap barisan = ( )⋮∆ = ∆ = ∑ (−1)=0 + − , untuk setiap ∈ ℕ∆ disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan = ( )
Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan∆ = {∆ }, ∆ = {∆ }, … , ∆ = {∆ } yang disebut dengan barisan

selisih pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m

(H.Kizmaz,1981).

Contoh 1 :

Diberikan barisan ( ) =
( ) = 1, 12 , 13 , 14 , … …

Untuk setiap = 1,2,3, ….
Akan dicari ∆ = { − }∆ = {( − ), ( − ), ( − ), … … … … }∆ = {( − ), ( − ), ( − ), … … … }

= 12 − 1 , 13 − 12 , 14 − 13 , … … …
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= − 12 , − 16 , 112 , … … … …
Sehingga terbentuklah barisan selisih yang pertama yaitu

∆ = − 12 , − 16 , 112 , … … … …
Contoh 2 :

Diberikan barisan ( ) =
( ) = 1, 12 , 13 , 14 , … …

Untuk setiap = 1,2,3, ….∆ = {( − 2 + ), ( − 2 + ), ( − 2 + ), … … … }
= 13 − 2 12 + 1 , 14 − 2 13 + 12 , … … …
= 13 , −112 , … … .

Sehingga terbentuklah barisan selisih yang kedua yaitu

∆ = = 13 , −112 , … … .



III. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2018/2019 di jurusan

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini antara lain :

1. Membuktikan bahwa ruang 2 adalah  ruang bernorma , ruang bernorma

lengkap, dan merupakan ruang Banach

2. Membuktikan bahwa ruang 2(∆) adalah ruang bernorma, ruang bernorma

lengkap, dan merupakan ruang Banach

3. Membuktikan bahwa ruang 2(∆2) adalah ruang bernorma, ruang

bernorma lengkap, dan merupakan ruang Banach



V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya dapat ditarik 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Ruang barisan     ‖ ‖   dengan norma ‖ ̃‖  {∑ |  |
  

   }
 

  merupakan ruang 

Banach. 

2. Ruang Barisan        ‖ ‖      dengan norma ‖ ̃‖      |  |  ‖  ̃‖  

merupakan ruang Banach. 

3. Ruang Barisan         ‖ ‖       dengan norma ‖ ̃‖       |  |  |  |  

‖  ̃‖  merupakan ruang Banach. 

 

5.2 Saran 

 

Selisih ruang barisan                  yang telah dibahas dapat dilanjutkan 

kembali oleh pembaca yang tertarik meneliti bidang analisis matematika terutama 

ruang barisan. Karena peneliti hanya meneliti hingga        pembaca dapat 

membuktikkan hingga        ataupun membuktikkan ruang barisan selisih yang 

lain. 
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