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ABSTRAK 

 

 

ESTIMASI MODEL REGRESI NONPARAMETRIK MENGGUNAKAN 

METODE SPLINE LINEAR 

 

 

 

Oleh 

 

 

DWI WAHYU NUGROHO 

 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk melakukan estimasi model regresi 

nonparametrik menggunakan metode spline linear. Data simulasi dari fungsi 

trigonometri dengan menggunakan fungsi linear dan nonlinear. Hasil penelitian 

menunjukkan bahwa metode  spline linear baik dalam mengestimasi fungsi linear. 

Tetapi, tidak cukup baik dalam menduga fungsi nonlinear. 

 

 

Kata kunci: Regresi Nonparametrik, Spline Linear, Generalized Cross Validation.  



 
 

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

THE ESTIMATOR OF NONPARAMETRIC REGRESSION MODEL 

USING LINEAR SPLINE METHOD 

 

 

 

By 

 

 

DWI WAHYU NUGROHO 

 

 

 

 

The purpose of this research is to estimate nonparametric regression model using 

linear spline methods. The simulation data from trigonometric functions by utilize  

linear and nonlinear functions. The results show that the linear spline method is 

proper in estimating linear functions. However, it is not proper enough in 

predicting nonlinear function. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1  Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Analisis regresi merupakan metode yang banyak digunakan untuk mengetahui  

hubungan antara sepasang variabel. Misalkan y adalah variabel respon dan x 

adalah variabel prediktor, maka hubungan variabel x dan y dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 

 

𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜖𝑖    , 𝑖 = 1,2, … . . , 𝑛, 

 

 

𝜖𝑖 adalah galat  yang diasumsikan independen, 𝑓(𝑥𝑖) adalah fungsi regresi yang 

tidak diketahui dan akan diestimasi. Untuk mengestimasi 𝑓(𝑥𝑖) ada dua 

pendekatan yang dapat digunakan dalam menentukan kurva regresi yaitu 

pendekatan regresi parametrik dan pendekatan regresi nonparametrik. 

 

 

Regresi spline salah satu analisis nonparametrik dengan metode smoothing. 

Tujuan dari smoothing adalah untuk membuang variabelitas dari data yang tidak 

memilik efek sehingga ciri-ciri dari data akan tampak jelas. Regresi spline sering 

digunakan karena regresi ini tidak terikat dengan asumsi bentuk kurva tertentu. 

Pada pendekatan spline dilakukan pada segmentasi x untuk membangun fungsi y 

dengan membagi pengamatan x berdasarkan titik-titik x yang disebut knot. 
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Regresi spline merupakan suatu arah pendekatan ke arah kemulusan kurva yang 

merupakan model polinomial yang tersegmen, artinya yang memberikan 

fleksibilitas yang lebih baik dari model polinomial biasa.   

 

   

1.2 Tujuan Penelitian  

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah estimasi model regresi nonparametrik 

menggunakan metode spline linear. 

 

 

1.3  Manfaat Penelitian 

 

 

 

Dari penelitian yang dilakukan  manfaat  sebagai berikut: 

1. Pada penelitian ini, penulis semakin mengerti dengan perkembangan ilmu 

statistika khususnya regresi nonparametrik dan macam-macam pendekatannya 

salah satunya spline linear. 

2. Penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan rujukan dan pengembangan 

pembelajaran statistika khususnya model regresi nonparametrik. 

3. Mengembangkan wawasan keilmuan dan pengetahuan tentang regresi 

nonparametrik spline linear.  
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Analisis Regresi 

 

 

 

Analisis regresi merupakan salah satu teknik statistika yang sering digunakan 

untuk mengetahui hubungan kausal antara variabel respon dan variabel prediktor. 

Untuk data yang satu variabel prediktor dan satu variabel respon, analisis regresi 

disebut juga dengan analisis regresi linear sederhana. Sedangkan untuk data yang 

memiliki lebih dari variabel prediktor dan satu variabel respon disebut dengan 

analisis regresi linear berganda. Jadi secara umum analisis regresi adalah metode 

analisis data yang menggambarkan hubungan antara variabel respon dengan satu 

atau beberapa variabel prediktor (Hosmer & Lemeshow, 2000). Selain digunakan 

untuk mengetahui hubungan antara data berpasangan x dan y, fungsi lain dari 

regresi adalah menggunakan model (2.1) untuk melakukan prediksi secara 

matematis (Green & Silverman, 2000). 

  

 

Misalkan x adalah variabel prediktor dan y adalah variabel respon untuk n 

pengamatan berpasangan {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑖=1
𝑛 , maka hubungan linear antara kedua 

variabel dapat diketahui dengan model umum regresi yaitu : 

 

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜀𝑖 ,      𝑖 = 1,2, … … , 𝑛  (2.1) 
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dengan 𝑦𝑖  adalah variabel tidak bebas pada pengamatan ke-i,  𝜀𝑖  merupakan 

galat/sisaan/kesalahan ke-i yang diasumsikan menyebar  normal dengan mean 

sama dengan 0 dan ragam tetap 𝜎2, serta 𝑚(𝑥𝑖)  merupakan fungsi regresi atau 

kurva regresi (Eubank, 1988). 

 

 

Ada dua pendekatan yang dapat digunakan untuk mengestimasi fungsi regresi 

atau kurva regresi, yaitu secara parametrik dan nonparametrik. Dalam pendekatan 

parametrik terdapat asumsi yang  sangat kuat dan kaku yaitu bentuk kurva regresi 

diketahui (Budiantara, 2005). Berbeda dengan pendekatan dalam regresi 

nonparametrik tidak  diketahui. Sehingga pendekatan nonparametrik cocok 

digunakan dalam kasus kehidupan nyata. Pendekatan regresi nonparametrik yang 

populer adalah spline.  

 

 

2.1.1 Regresi Parameterik 

 

 

 

Regresi parametrik merupakan pendekatan yang digunakan apabila bentuk kurva 

regresi atau pola hubungan variabel respon dan variabel prediktor diketahui.  

Macam-macam model regresi parametrik antara lain adalah regresi parametrik 

linear, kuadrat, kubik, polinomial derajat k dan lain-lain. Model yang telah 

digunakan secara luas adalah model regresi polonomial. Secara umum model 

regresi polynomial derajat ke-k diberikan sebagai berikut: 

 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2𝑥𝑖
2 + ⋯ + 𝛽3𝑥𝑖

3 + 𝜖𝑖   (2.2) 
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dengan: 

𝑦𝑖    : Variabel respon 

𝑥𝑖,..,𝑥𝑖
3: Variabel prediktor 

𝛽1, . , 𝛽𝑖: Parameter yang tidak diketahui 

𝜖𝑖         : Galat  yang independen berdistribusi N ~ (0, 𝜎2) 

 

 

2.1.2 Regresi Nonparametrik 

 

 

 

Regresi nonparametrik merupakan metode pendekatan regresi sesuai untuk pola 

data yang tidak diketahui bentuk kurva regresinya atau tidak terdapat informasi 

masa lalu yang lengkap tentang bentuk pola data (Eubank, 1988). Secara umum 

model regresi nonparametrik dapat dituliskan sebagai berikut: 

 

         𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜖𝑖       𝑖 = 1,2, … , 𝑛    (2.3) 

 

dengan:  

𝑦𝑖   : Variabel respon  

𝑓(𝑥𝑖) : Fungsi  f  yang merupakan kurva regresi yang tidak diketahui  

         bentuknya  

𝑥𝑖      : Variabel prediktor 

𝜖𝑖      : Galat  ke-i yang diasumsikan menyebar N ~ (0, 𝜎2) 
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2.2 Regresi Spline  

 

 

 

Pendekatan regresi nonparametrik bersifat fleksibilitas yang tinggi, yaitu data 

dapat mencari sendiri bentuk estimasi kurva regresinya tanpa dipengaruhi oleh 

faktor subyektifitas peneliti (Eubank, 1988). Model regresi spline berdasarkan 

ordenya yaitu linear, kuadrat, kubik, dan polinom. Regresi spline merupakan 

fungsi potongan polinomial yang memiliki sifat tersegmen dan kontinu. Bentuk 

umum model spline disajikan pada persamaan: 

 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝛼𝑖𝑡
𝑖 + ∑ 𝛽𝑗(𝑡 − 𝑘𝑗)𝑝𝑘

𝑗=1 ,𝑝
𝑖=0    (2.4) 

 

dimana  𝛼𝑖 dan 𝛽𝑗 merupakan parameter dimana i=0,1,....,p dan j=1,.....,k 

 

 

Regresi spline adalah regresi dimana kurva regresinya berupa fungsi spline. 

Secara umum model regresi nonparametrik spline dapat ditulis sebagai berikut: 

 

𝑦𝑖 = ∑ 𝛼𝑖𝑡
𝑖 + ∑ 𝛽𝑗(𝑡 − 𝑘𝑗)𝑝 + 𝜀𝑖

𝑘
𝑗=1 ,𝑝

𝑖=0    𝑖 = 1,2, … . . , 𝑛  (2.5) 

 

dimana p adalah derajat polinomial dan k adalah banyaknya titik knot pada fungsi  

linear serta 𝜀𝑖  merupakan galat independen dengan nilai tengah nol dan  varian 𝜎2. 

 

 

Regresi spline cenderung mencari sendiri estimasi data kemana pun data tersebut 

bergerak. Regresi spline memungkinkan untuk berbagai macam orde sehingga 

dapat dibentuk regresi spline linear, kuadrat, kubik  maupun orde ke-m. Spline 

mempunyai unggulan dalam mengatasi pola data yang menunjukkan naik atau 

turun yang tajam dengan bantuan titik-titik knot, serta kurva yang dihasilkan 

relatif mulus. Bentuk estimator spline sangat dipengaruhi oleh nilai parameter 
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penghalus (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛) Maka dari itu, pemilihan (𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛) optimal mutlak 

diperlukan untuk memperoleh estimator spline yang sesuai dengan data. Bentuk 

estimator spline juga dipengaruhi oleh lokasi dan banyaknya titik-titik knot. 

Pemilihan (𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛) optimal dalam regresi spline pada hakikatnya 

merupakan pemilihan lokasi titik knot (Eubank, 1988). Sehingga dalam regresi 

spline titik knot berperan penting. 

 

 

Titik knot merupakan perpaduan bersama yang menunjukkan pola perilaku fungsi 

spline pada selang yang berbeda (Hardle, 1990). Untuk nilai (𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛) yang 

sangat besar akan menghasilkan bentuk kurva regresi yang sangat halus. 

Sebaliknya untuk nilai (𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛) yang kecil akan memberikan bentuk kurva 

regresi yang sangat kasar (Wahba, 1990). Akibatnya pemilihan parameter 

penghalus optimal merupakan hal yang sangat penting dalam regresi 

nonparametrik. Model spline terbaik dapat dilihat dari beberapa kriteria tertentu 

yaitu mempunyai nilai  Generalized Cross Validation (GCV) yang minimum. 

Namun, regresi spline juga mempunyai kelemahan yaitu pada saat orde spline 

tinggi, knot yang banyak dan knot yang terlalu dekat akan membentuk matrik 

dalam perhitungan yang hampir singular, sehingga persamaan normal tidak dapat 

terselesaikan. 

 

 

Menurut Eubank (1988), estimasi terhadap f(x) adalah f(x) yakni estimator yang 

mulus. Bentuk umum regresi spline orde ke-m adalah sebagai berikut: 

 

𝑦 = 𝛽0 + ∑ 𝛽𝑗𝑥𝑗 + ∑ 𝛽𝑗+𝑘(𝑥 − 𝑘𝑘)+
𝑚 + 𝜀𝑛

𝑘=1
𝑚
𝑗=1   (2.6) 

 



8 
 

2.3 Estimasi Regresi Spline Linear 

 

 

 

Model umum dari regresi spline linear adalah 

 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + ∑ 𝛽1+𝑘(𝑥𝑖

𝑁

𝑘=1
− 𝐾𝑘) + 𝜀𝑖   ;  dengan konstanta 

yi = β1xi + ∑ β1+k(xi

N

k=1
− Kk) + εi   ;  tanpa konstanta 

 

Fungsi spline linear merupakan fungsi spline dengan satu orde. Bentuk fungsi 

spline linear dengan satu titik knot 

 

𝑓1(𝑥) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2(𝑥 − 𝐾)       (2.7) 

 

Persamaan (10) dapat disajikan menjadi (Tripena, 2005) 

 

𝑓1(𝑥) = {
𝛽0 + 𝛽1𝑥                           , 𝑥 < 𝐾 

𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝛽2(𝑥 − 𝐾) , 𝑥 ≥ 𝐾
       (2.8) 

 

Estimasi regresi spline linear dengan menggunakan dua titik knot (K) dari data 

yang digunakan mempunyai model sebagai berikut: 

 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2(𝑥𝑖 − 𝐾1) + 𝛽3(𝑥𝑖 − 𝐾2) + 𝛽4(𝑥𝑖 − 𝐾3) + 𝜀𝑖     (2.9) 

 

 

Estimasi regresi spline linear dengan menggunakan tiga titik knot (K) dari data 

yang digunakan mempunyai model sebagai berikut: 

 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2(𝑥𝑖 − 𝐾1) + 𝛽3(𝑥𝑖 − 𝐾2) + 𝛽4(𝑥𝑖 − 𝐾3) + 𝜀𝑖     (2.10) 
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2.4 Pemilihan Model Regresi Spline Dengan Titik Knot  Yang Optimal  

 

 

 

Agar diperoleh model regresi spline terbaik, yang harus diperhatikan adalah 

penentuan titik-titik knot  (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛) yang optimal. Karena adanya titik-titk 

knot, kurva yang dibentuk akan tersegmen pada titik-titik knot yang telah 

ditentukan. Sehingga dalam menentukan titik knot, tidak boleh asal menentukan, 

tetapi harus melihat bentuk sebaran data. 

 

  

Pada pemilihan model regresi spline terbai, yaitu dengan melihat nilai GCV. Nilai 

GCV minimum menunjukan titik knot optimal. Semakin kecil nilai GCV yang 

diperoleh dari proses perhitungan, maka model regresi spline pada titik knot 

optimal menunjukan model regresi yang dihasilkan adalah model regresi spline 

terbaik. Formula untuk menghitung nilai GCV, dituliskan sebagai berikut: 

 

𝐺𝐶𝑉(𝑘1, 𝐾2, … . , 𝑘𝑛) =
𝑀𝑆𝐸(𝑘1,𝐾2,….,𝑘𝑛)

(
1

𝑛
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝐼−𝐴(𝑘1,𝐾2,….,𝑘𝑛)])2

  (2.11) 

 

dengan: 

n :banyaknya data  

I : matriks identitas 

MSE : 𝑛−1 ∑ (𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖))2𝑛
𝑖=1  

(𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛)   : titik knot 
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𝐴(𝑘1, 𝐾2, … , 𝑘𝑛) : 𝑇(𝑇𝑇𝑇)−1𝑇𝑇 

𝑇 = [
1 𝑥1 …
⋮ ⋮ ⋱
1 𝑥𝑛 …

    
𝑥1

𝑚−1 (𝑥1 − 𝑘1)𝑚−1 …
⋮ ⋮ ⋱

𝑥𝑛
𝑚−1 (𝑥𝑛 − 𝑘1)𝑚−1 …

    
(𝑥1 − 𝑘ℎ)𝑚−1

⋮
(𝑥𝑛 − 𝑘ℎ)𝑚−1

] 

 

 

2.5 Koefisien Determinasi 

 

 

 

Koefisien determinasi (𝑅2) merupakan ukuran ketelitian atau ketepatan model 

regresi, atau besarnya kontribusi x terhadap perubahan y. Semakin tinggi nilai 𝑅2 

maka model akan semakin baik. Rumus koefisien determinasi diberikan oleh: 

 

𝑅2 =
∑(𝑦̂𝑖−𝑦̅)2

∑(𝑦𝑖−𝑦̅)2
=

𝐽𝐾𝑅

𝐽𝐾𝑇
         (2.12) 

 

  



11 
 

 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2018/2019 dan 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Data Penelitian 

 

 

 

Data yang digunakan merupakan data yang di bangkitkan menggunakan software 

R-studio yang berdistribusi Uniform (1,4) sebanyak 100 data dan  fungsi linear 

dan fungsi nonlinear sebagai berikut: 

 

1. Fungsi Linear : y=2x+1+𝜀𝑖  i=1,2,3 

2.  Fungsi Nonlinear 

a) Sin  :y=sin(4x)+ 𝜀𝑖   i=1,2,3 

b) Cos  :y=cos(4x)+ 𝜀𝑖  i=1,2,3 
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dengan   𝜀𝑖 merupakan galat fungsi 𝜀1~𝑁(0; 1), 𝜀2~𝑈(−2; 2) 𝑑𝑎𝑛 

𝜀3~0,9𝑁 (0, 1) + 0.1𝑁(5,15).  Akan mengestimasi model dengan menggunakan 

metode spline linear. 

 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

 

 

Software yang digunakan dalam penelitian ini adalah R Program. Adapun 

langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah: 

1. Membuat diagram  pencar antara variabel prediktor dengan variabel respon. 

2. Memilih titik knot optimal dengan menggunakan Generalized Cross 

Validation (GCV) yang paling minimum.  

3. Mendapatkan model regresi spline terbaik dengan titik knot optimal. 

4. Menghitung nilai koefisien determinasi R2. 

5. Menginterprestasikan hasil yang diperoleh dan menarik kesimpulan. 
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V.       KESIMPULAN 

 

 

 

 

Dari hasil kesimpulan diperoleh bahwa: 

1. Metode spline linear dapat menduga fungsi linear dan kurang baik 

menduga fungsi  nonlinear. 

2.  Estimasi spline linear tidak dipengaruhi bentuk distribusi dari galat pada 

fungsi linear dan nonlinear. 
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