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ABSTRAK

ANALISIS KESTABILAN MODEL EPIDEMIK SIR DENGAN
PENGARUH VAKSIN

oleh

Eka Sulistia Ningsih

Pengaruh vaksinasi dapat membantu dalam mengurangi penyebaran penyakit.
Salah satu cara untuk membantu mempermudah mengendalikan penyebaran
penyakit yaitu dengan menggunakan model matematika. Model yang dimaksud
yaitu model epidemik SIR (Susceptible, Infected, Recovered). Pada penelitian ini,
model epidemik SIR mengahsilkan dua titik kesetimbangan. Titik kesetimbangan
yang dimaksud yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Analisis
yang dilakukan menghasilkan rasio reproduksi vaksin. Selanjutnya, diberikan
simulasi untuk setiap kasus yang menggambarkan perilaku dan kestabilan titik
kesetimbangan.

Kata Kunci :VVaksin, Model Matematika, kestabilan


http://www.kvisoft.com/pdf-merger/

ABSTRAK

STABILITY ANALYSIS OF SIR MODEL WITH VACCINATION

By

Eka Sulistia Ningsih

The effect of vaccination can help in reducing the spread of disease. A way to
facilitate controlling the spread of disease is by using mathematical models. The
model is the SIR epidemic model (Susceptible, Infected, Recovered). In this
study, the SIR epidemic model produced two equilibrium points. The equilibrium
points are a disease-free and endemic equilibrium point. The analysis produces the
reproduction ratio of the vaccine. Next, simulations for each case describe the
behavior and stability of the equilibrium point.

Keyword :Vaccination, Mathematical Model, Stability
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l. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang dan Masalah

Model matematika merupakan salah satu alat yang dapat membantu
mempermudah penyelesaian masalah dalam kehidupan nyata. Masalah-masalah
tersebut dapat dibawa ke dalam model matematis dengan menggunakan asumsi-
asumsi tertentu. Selanjutnya, dari model yang didapat dicari solusinya, baik
dengan cara analitis maupun secara numerik. Salah satu permasalahan di
kehidupan nyata adalah mengenai penyebaran suatu penyakit. Pada tahun 1927,
W. O. Kermarck dan A. G. Mckendrick memperkenalkan sebuah model
penyebaran penyakit. Model matematika yang dimaksud adalah model epidemik
SIR (Susceptible-Infected-Recovered) klasik. Secara umum, model epidemik SIR
klasik dapat disajikan sebagai sistem persamaan diferensial autunomuos. Sampai
saat ini, model epidemik SIR klasik tersebut telah dikembangkan oleh ilmuan lain
seperti Picollo dan Billings, dan K. J. Vareen untuk mempelajari penyebaran

penyakit dalam kasus-kasus tertentu.



Model epidemik SIR klasik membagi populasi menjadi tiga kelompok, yaitu
kelompok individu yang sehat tetapi dapat terinfeksi penyakit (susceptible),
kelompok individu yang terinfeksi dan dapat menularkan penyakit (infected), dan
individu yang telah sembuh dan kebal dari penyakit (recovered). Secara garis
besar, model epidemik SIR klasik menggambarkan alur penyebaran penyakit dari
kelompok individu susceptible menjadi infected melalui kontak langsung atau
perantara lain. Selanjutnya, kelompok individu infected yang mampu bertahan

terhadap penyakit akan sembuh dan memasuki kelompok recovered.

Salah satu cara untuk menanggulangi penyebaran penyakit yaitu dengan vaksin.
Vaksin merupakan bahan antigenic yang digunakan untuk menghasilkan
kekebalan terhadap suatu penyakit. Pemberian vaksin dilakukan untuk mencegah

atau mengurangi pengaruh infeksi penyebab penyakit.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan kestabilan disekitar titik ekuilbrium

dan memodelkan secara matematis model epidemik SIR dengan pengaruh vaksin

menggunakan metode Runge-Kutta.



1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat untuk mengetahui analisis kestabilan titik
kesetimbangan dan model matematis pada model epidemik SIR dengan pengaruh

vaksin menggunakan metode Runge-Kutta.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Definisi 2.1.1:
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu (atau
beberapa)fungsi yang tidak diketahui.
Contoh 1:
1) y’+xy=3
2) y"+ 2y’ +3y=cosx
3) ¥ =(1+y) (" +Y)

2u 0%u _
atr  9x?

4)
Contoh 1 merupakan persamaan-persamaan diferensial. Dalam persamaan (1)-(3)
merupakan fungsi yang tidak diketahui dan dinyatakan dengan y dan dianggap

sebagai fungsi satu peubah bebas x, yaitu y = y(x). Sedangkan persamaan (4)

fungsi yang tidak diketahui u dianggap sebagai fungsi dua peubah bebas t dan X,
yaitu u = u(t, x), % dan % berturut-turut adalah turunan parsial kedua dari

fungsi u(t, x) terhadap t dan x.



Definisi 2.1.2
Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu persamaan yang dapat
ditulis dalam bentuk

y® =F(x,y,y,,y® D)

Dimanay, y’, ---, y™ semua ditentukan nilainya oleh x

Contoh 2:
dy _
1) T y=x
d3y)? d’y | dy
2 (55) — 253+ o+ y—3x=0
Definisi 2.1.3:

Orde dari persamaan diferensial yaitu derivative tertinggi yang terdapat pada
persamaan differensial tersebut

Contoh 3:

1) Z—z =2 cos2x —3e”*

2) ydy — xe*dx =0

3

y _ %
3) 3t 2xy = e
Pada contoh 3 di atas (1) dan (2) merupakan persamaan diferensial berorde satu,

sedangkan (3) persmaan diferensial berorde tiga (Baiduri, 2002).



2.2 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan difernsial biasa adalah suatu persamaan meliputi derivatiif biasa dari
uknown function. Di dalam persamaan diferensial biasa, uknown function
bergantung pada satu variabel bebas. Solusi umum dari persamaan diferensial
biasa memuat satu kontanta sembarang. Solusi umum dapat diintepretasikan
secara geometri dengan bidang ruang berdimensi dua, yaitu memiliki nilai yang
berbeda dari sembarang konstanta. Keunikan solusi memuat nilai awal y=y.ketika
X=Xo .

Contoh :

Tentukan solusi umum dari persamaan diferensial berikut.
&y (tan x) y =sin x
dy
Penyelesaian:
Persamaan diferensial linear orde 1 dengan
a(xX) =tanx dan b(x) = sinx
Keduanya kontinu pada interval (0, 7-) . Kalikan kedua sisi dengan

e/tan xdx — e-ln cosx — 1
cos x

Maka dapat
1 sin x
(yCOSX) o CoSs x
Integralkan kedua ruas, maka dapat
1
y =c-Incosx

coS X



Dengan membagi kedu sisi dengan ﬁ (mengalikan kedua sisi dengan cos X),

maka solusi adalah
y(x) = (cos x) (¢ —In cos x), 0 < x <2

(Finzio dan Ladas, 1988).
2.3 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persmaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan
diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, dimana n merupakan
bilangan bulat positif lebih besar sama dengan dua. Antara persamaan diferensial

yang satu dengan yang lain saling berkaitan dan konsisten.

Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai bentuk

sebagai berikut:

dX1
E = 01 (t' X1, X2, 'xn)
de
- 92 (t,x1, %2, , X))
dx,
dt = UOn (tﬁxlﬂxZ""'xn)

Dengan x4, x,, -+, x,adalah variabel bebas dan t adalah varibel terikat, sehingga

. dx, . .
x1 = x1(£), %y = x%,(t), -+, x, = x,(t), dimana ;‘—t merupakan derivative fungsi

x,terhadap t, dan g, adalah fungsi yang tergantung pada variabel x4, x5, ---, x,, dan

t (Neuhaser, 2004).



2.4  Titik Kestimbangan

Panfilov menyebutkan bahwa titik kestimbangan dari sistem merupakan titik
dimana sistem tersebut tidak mengalami perubahan sepanjang waktu. Secara
sistematis, define titik kestimbangan dapat dituliskan pada definisi 2.1.1 berikut.
Definisi 2.1.1
Titik (x*, y*) disebut titik kestimbangan jika
fi(x*, y*) =0, fa(x*,y*) =0.

Selanjutnya, untuk mengetahui perilaku sistem disekitar titik kestimbangan
digunakan konsep kestabilan. Menurut Bellomo dan Preziosi, definisi kestabilan
dituliskan pada definisi berikut ini:
Definisi 2.1.2
Titik kestimbangan (x*, y*) dikatakan stabil jika untuk setiap t >0 terdapat ¢ >0
sedemikian hingga setiap penyelesaian (x(t), y(t)) yang pada t = 0 memenuhi

(x(0) =x*)? = (y(0) —y*)* < &
Berlaku

(x(®) —x*)? = (y(t) —y*)* <€
Untuk setiap t> 0. Jika tidak demikian dikatakan tak stabil.
Definisi 2.1.3
Titik kesetimbangan (x*, y*) dikatakan stabil asimtotis jika titik tersebut stabil dan
terdapat &, sedimikan hingga setiap penyelesaian (x(t), y(t))yangpada t=20
memenuhi

(X(0) — x*)* = (¥(0) - y*) <o



Berlaku
fm X0 =0]un y(t) =0

Untuk setiap t= 0.

Berdasarkan Definisi 2.1.2 dan 2.1.3 dapat dikatan bahwa pada sietem ini stabil
berarti perubahan kecil dalam syarat awal hanya menyebabkan pengaruh kecil
pada penyelesaian. Sistem ini stabil asimtotik berarti pengaruh dari perubahan
kecil cenderung menghilang sama sekali (tidak berpengaruh), sedangkan
kestabilan berarti suatu perubahan kecil pada syarat awalnya akan berakibat besar

pada penyelesaian

2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.1
Jika A adalah matriks berukuran n x n maka vektor tak nol di dalam R"
dinamakan vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan scalar dari x yakni
Ax = Ax
untuk suatu skalar /. Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatan vektor
eigen yang bersesuaian dengan A. Selanjutnya untuk mencari nilai eigen dari
matriks A, persamaan diatas dapat ditulis menjadi
Ax = Ax
Ax = Alx
Ax —Alx =0
(Ax = 2AIx) =0

dengan | adalah matriks identitas.
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Menurut (Howard, 1991) supaya A menjadi nilai eigen maka harus ada pemecahan
tak nol dari persamaan (Ax —Al) = 0. Persamaan ini akan mempunyai
pemecahan tak nol jika dan hanya jika

det(A—AI) =0

yang disebut sebagai persamaan karakteristik dari A.

Contoh
Akan dicari nilai-nilai eigen dari matriks A berukuran 3 x 3,

1 0 O
1 2 0

1 0 -1

A=

Peneyelesaian

1 0 O 1 0 0
A—Al=(1 2 0|—4]10 1 0
1 0 -1

0 0 1
1 0 O A 0 O
=11 2 0|—]0 4 O
1 0 -1 0 0 2

Sehingga diperoleh persamaan karakteristik dari A yaitu

det(A—AI) = 0
1-1 0 0
1 2-12 0 |=0
1 0 -1-2

1-HD2-1D(1-1=0.
Solusi dari persamaan diatas adalah 4 = 1,1 = 2, dan (A = —1) yang merupakan

nilai-nilai eigen dari matriks A.
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2.6 Analisis Kestabilan

Dalam menemukan titik kestabilan pada persamaan linear adalah dengan menguji
sekitaran titik kestabilan dan sistem yang sederhana untuk menentukan nilai eigen
yang menghasilkan matriks Jacobian sedangkan penentuan titik stabil pada sistem

nonlinear juga sangat penting dalam perilaku sistemnya.

Bentuk-bentuk umum dan tipe-tipe kesetimbangan sistem linear dengan sifat

kestabilan yaitu:

1. Kedua sisi eigen positif, menghasilkan trayektori simpul tak stabil
(unstablenode).

2. Nilai eigen positif, yang lainnya negatif, menghasilkan titik pelana (saddle
point).

3. Kedua nilai eigen negatif, menghasilkan simpul stabil (stable node).

4. Bagian positif, menghasilkan spiral tak stabil (unstable spiral).

5. Bagian real nol, menghasilkan trayektori pusat sentral atau stabil netral
(neutral center atau neutral stable).

6. Bagian real negatif, menghasilkan spiral stabil (stable spiral)

Kestabilan suatu titik kesetimbangan dapat diperiksa berdasarkan nilai eigen
dengan menyelesaikan |17 — A| = 0 dengan A adalah matriks yang berukuran n x n,
menghasilkan polynomial dengan derajat yang sama dengan ukuran matriks A
yang mempunyai bentuk umum

OnAn + an.lin'l +o L+ od o9 =0,
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Stabilitas titik kestimbangan x* ditentukan berdasarkan tnada bagian real pada

nilaieigen yang dibagi menjadi tiga, yaitu:

1. Stabil: Titik kesetimbangan x* dikatakan stabil jika dan hanya jika nilai eigen
A adalah real dan negatif atau mempunyai bagian real tak positif.

2. Stabil Asimtotik: Titik kesetimbangan x* dikatakan satbil asimtotik jika dan
hanya jika nilai eigen A adalah real dan negative atau mempunyai bagian real
negatif.

3. Tidak stabil: Titik kesetimbangan x* dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika
nilai eigen 1 adalah real dan positif atau mempunyai paling sedikit satu nilai

eigen dengan bagian real positif (Tarumingkeng, 1994).

2.7  Model Epidemi SIR

Definisi 2.5

Satu dari model epidemi sir paling dasar disebut model epidemi SIR yang pertama

kali diperkenalkan oleh Kermack-McKendrick. Jumlah populasi dibagi menjadi

ke dalam tiga kelas:

S : kelas suspectible, adalah kelas yang berisi individu-individu yang dapat
terkena penyakit dan masuk ke kelas infected (S > 0),

I . kelas infected, adalah kelas yang berisi individu-individu pada kelas
suspectible (I > 0), dan

R - kelas revored, adalah kelas yang berisi individu-individu yang telah

sembuh dari penyakit (R > 0) (Copasso, 1993).



Model matematika dari diagram kompartemen di atas adalah :

u
B

(o}

s _
— = H—pSI—pS

= = BSI— (@ + p)), dan

Z—}: = ol — uR, dengan

: laju kelahiran atau kematian (0 <p <1)
: laju penularan penyakit (0 <p <1)

: laju kesembuhan (0 <a < 1)
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Sebeleum mendapatkan model tersebut, pertama-tama membentuk asumsi-asumsi

sebgai berikut:

1.

2.

Populasi tertutup (tidak ada proses migrasi)

Terjadi proses kelahiran dan kematian

Laju kelahiran sama dengan laju kematian (jumlah populasi tetap)
Penyakit dapat dissmbuhkan

Setiap individu yang belum terserang penyakit masuk ke subpopulasi
susceptible

Individu yang sembuh mempunyai kekebalan dalam jangka waktu tertentu
Penyakit menular melalui kontak langsung antara individu rentan dengan
penderita

Tidak ada masa inkubasi apabila terjadi proses penularan
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9. Masa terjangkit yang cukup lama

Diasumsikan terdapat kontak yang tetap dari subpopulasi susceptible dan infected
dalam populasi tersebut angka susceptible ditambah dengan bilangan konstan.
Bilangan konstan melambangkan kondisi di mana muncul kelahiran baru dan bayi
yang baru lahir otomatis masuk dalam kondisi rentan. Karena laju kelahiran sama
dengan kematian, maka nilai kedua laju sama yakni u. Misalkan laju penularan

penyakit adalah 8, maka dalam satu waktu laju dari susceptible menjadi infected
adalah Z—“: = u — fSI — uS, dengan B adalah konstanta posiif dan uS adalah jumlah

kematian pada subpopulasi susceptible.

Jika o > 0 adalah laju kesembuhan dari infected menjadi recovered, maka Z—i = pBSI
— (a + wp)l, dengan ul adalah jumlah kematian pada subpopulasi infected. Laju
perubahan subpopulasi recovered adalah Z—f = al — uR, dengan uR adalah jumlah

kematian dari subpopulasi recovered.
2.8 Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta adalah alternative lain dari metode deret Taylor yang tidak
membutuhkan perhitungan turunan. Metode ini berusaha mendapatkan derajat
ketelitian yang lebih tinggi, dan sekligus menghindarkan keperluan mencari
turunan yang lebih tinggi dengan jalan mengevaluasi fungsi (x , y) pada titik
terpilih dalam setiap selang langkah. Metode Runge-Kutta adalah metode PDB
yang paling populer karena lebih banyak dipakai dalam praktek.

Bentuk umum metode Runge-Kutta orde-n ialah:
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Vrt1 = Yr + aiky + azky + o+ anky,
Dengan a4, a,, -+ a,adalah konstanta, dan
ki =hf(x,y)
ko=htx +pih, yr+ qi1kq)

ky =hf(x+ phyr+ qi2k;)

Kn=hfX + o1, Vr+ qn-11k1+ qn-12k2 + ... + @u1n-1kn-1)

Nilai a; , pi ..., gijdipilih sedemikian rupa sehingga tiga sifat utama yaitu:

1. Metode satu langkah : untuk mencapai y, ,,hanya diperlukan keterangan yang
tersedia pada titik sebelumnya yaitu X; , y;

2. Mendekati ketelitian deret Taylor sampai suku dalam hP, dimana nilai p
berbeda untuk metode yang berbeda, dan nilai p ini disebut derajat dari
metode

3. Tidak memerlukan perhitungan turunan f (x, y) tetapi hanya memerlukan
fungsi itu sendiri.

Metode Runge-Kutta yang umum digunakan untuk mengitegrasikan
persamaan diferensial adalah metode Runge-Kutta orde keempat yang

berbentuk

Vet = Yo+ 2y + 2ky + 2k + ky)



Dimana

ki =X, yr)
ko= 06+, yr+20)

k3= f(xe+ h, e +0)

ko = f (X + h, Yy + hks)

(Djojodiharjo, 2000)
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3.1

I1l. METODE PENELITIAN

Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung dan waktu penelitian dilaksanakan pada

semester ganjil tahun ajaran 2018/2019.

3.2

Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.

2.

Membuat asumsi-asumsi yang akan dilakukan.

Menkostruksikan model epidemik SIR dengan pengaruh vaksin.

Menentukan titik kestimbangan model epidemik SIR dengan pengaruh vaksin.
Menganalisis kestabilan titik kestimbangan model epidemik SIR dengan
pengaruh vaksin.

Melakukan simulasi numerik.

Menginterpretasikan hasil dari solusi dinamik tersebut.



V. PENUTUP

51 Kesimpulan

Dari hasil dan pembahasan penelitian yang telah dilakukan, maka dapat
disimpulkan bahwa:
1. Model matemtika epidemik SIR dengan pengaruh vaksin yaitu:

ds

7 (1 —p)u— psi —pus

i .
dt—ﬁsz yi— i

dr

prial e Gl U

dv
- = pu—uv

dt
2. Diperoleh dua kestabilan dari model matematika epidemik SIR dengan

pengaruh vaksin yaitu:
a. Kestabilan titik kesetimbangan bebas infeksi yaitu (Ej) = ((1 -p), O,p)

yang satbil pada saat R, < 1. Sehingga pada saat R, < 1 penyakit hilang

dari populasi.



39

b. Kestabilan titik kesetimbangan epidemik penyakit vyaitu (E,) =

(50,0.,0,) = (M (I=p)pup —p(u+y)
erterVel) —

g’ 5+ ,p) stabil asimtotik jika R, > 1. akan

ada sampai waktu terbatas.
52  Saran
Disarankan untuk pembaca yang tertarik masalah ini dapat mengembangkan

model epidemi SIR dengan menambahkan peubah yang belum disebutkan pada

penilitian ini, contohnya factor imigrasi.
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