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ABSTRACT

DYNAMICAL SYSTEMS OF S-1-R TO TUBERCULOSIS DISEASE
TRANSMISSION IN LAMPUNG PROVINCE PERIOD 2016-2017

By

Nurul Rahayu

Epidemi SIR modelling is a dynamic system that can be found in a various
natural phenomenon, tuberculosis disease transmission for example. In this
research, numerical solution and dynamic stability analysis of Epidemi SIR
modelling of a population in Lampung Province periode 2016-2017 is discussed.
Based on the numerical solution and stability analysis system closed fixed point,
there are three main results. The first one is the new model of TBC, the second is
if R, > 1, the disease will be an epidemic, and the third if R, < 1, the disease
won’t be an epidemic.

Keywords: Epidemi SIR modelling, tuberculosis in Lampung Province periode
2016-2017, fixed points, stability.



ABSTRAK

DINAMIKA SISTEM SIR PADA PENYEBARAN PENYAKIT
TUBERCULOSIS DI PROVINSI LAMPUNG PERIODE 2016-2017

Oleh

Nurul Rahayu

Model Epidemi SIR merupakan sebuah sistem dinamik yang dapat ditemui dalam
berbagai kasus pada fenomena alam, misalnya penyebaran penyakit tuberculosis.
Dalam skripsi ini dibahas solusi numerik dan analisis dinamika kestabilan model
Epidemi SIR dari populasi tuberculosis yang ada di Provinsi Lampung pada
periode 2016-2017. Berdasarkan solusi numeric dan analisis kestabilan sisten,
terdapat tiga hasil utama. Pertama adalah model baru dari TBC, yang kedua jika
R, > 1 maka penyakit akan menjadi wabah, dan yang ketiga jika R, < 1 maka
penyakit tidak akan menjadi wabah.

Kata kunci: model Epidemi SIR, Tuberculosis di Provinsi Lampung periode
2016-2017, titik tetap, kestabilan
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Dalam matematika terdapat beberapa jenis model matematika dalam bidang
kesehatan, dan salah satunya adalah model Epidemik S-1-R. Model Epidemik S-I-
R ini digunakan untuk model matematika dalam bidang kesehatan untuk penyakit
menular seperti rabies, HIV AIDS, dan Tuberculosis (TBC). Dalam pembuatan
model matematika untuk penyakit TBC ini adalah, S untuk individu susceptible
(individu yang sehat tetapi rentan tertular penyakit), | untuk individu infected
(individu pengidap penyakit yang dapat menularkan penyakit dan R untuk

recovered (individu yang telah sembuh atau kebal dalam kehidupannya).

Tuberkulosis masih merupakan masalah kesehatan di dunia oleh karena mortilitas
dan mobiltasnya yang sangat tinggi terutama di negara-negara berkembang. Hal
ini disebabkan lingkungan yang tidak sehat, semakin meningkatnya gizi buruk di
sebagian negara berkembang serta munculnya epidemik HIV/AIDS di dunia Pada
tahun 2000 masalah tuberkulosis lebih tinggi dibanding tahun 1995. Berdasarkan
data di World Health Organization (WHO) pada tahun (2007), penderita
tuberkulosis di indonesia berada pada angka 528 ribu, yang merupakan

penyumbang ketiga terbanyak setelah India dan Cina.



Di Provinsi Lampung Kepala Seksi Kesehatan dan Pemberdayaan Masyarakat
Dinas Kesehatan Provinsi Lampung, Asih Hendrastuti mengatakan kepada
lampost.co bahwa dari estimasi 33 ribu penduduk terduga Th di Lampung yang
baru ditemukan 20% atau sekitar 6600 penduduk. Jumlah ini membuat Provinsi
Lampung menduduki peringkat kedua terbanyak terduga Tb di seluruh Provinsi

Indonesia.

Lebih cepatnya penyebaran TBC juga mengakibatkan cukup tingginya jumlah
individu latenly infected (individu-individu pengidap penyakit tetapi belum
menularkan penyakit) dan jumlah individu actively infected (individu-individu
pengidap penyakit dan dapat menularkan penyakit). Hal ini membuat negara-
negara berkembang mengadakan strategi pemberantasan yakni dengan pemberian

vaksin pencegah anti TBC untuk individu susceptible.

Solusi pencegahan, pemberantasan, dan penyebaran penyakit TBC telah banyak
dilakukan dan dikaji dari sisi kesehatan. Salah satu disiplin ilmu yang dapat
membantu mengatasi permasalahan tersebut adalah matematika. Pemodelan
matematika dapat dimanfaatkan untuk menyelesaikan masalah penyebaran
penyakit TBC dengan menggunakan asumsi-asumsi tertentu yang solusinya

diperoleh baik secara analisis maupun numerik.

IImiyati Sari dan Hengki Tasman (2014) telah melakukan penelitian analisis
kestabilan model Epidemik S-I-R terhadap penyebaran penyakit Tuberculosi,

didalam jurnalnya beliau memperhatikan adanya penularan secara horizontal



maupun vertikal. Pada penelitian ini akan dibahas dinamika yang terjadi pada
model S-1-R khususnya model penyebaran penyakit TBC. Dinamika yang maksud

meliputi penentuan titik kesetimbangan dan analisisnya serta analisis kestabilan.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan informasi dinamika yang terjadi pada
model matematika untuk penyebaran penyakit TBC umumnya dan diaplikasikan
pada kasus penyebaran penyakit TBC di propinsi Lampung pada periode 2016-

2017.

1.3. Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah :

1. Sebagai indikator untuk mengetahui perilaku penyebaran penyakit TBC di
Propinsi lampung.

2. Dapat dijadikan sebagai referensi/rujukan dalam penelitian lanjutan tentang

penyebaran penyakit TBC di propinsi Lampung.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Model Epidemi SIR (S-1-R)

Model Epidemi SIR umumnya ditulis dalam bentuk persamaan differensial biasa
(ODE), yang merupakan salah satu bagian model deterministik, dengan waktu
kontinu.  Analoginya hampir sama dengan reaksi kinetik, dimana didapat
mengasumsikan perubahan individu terinfeksi dan susceptable terjadi dengan laju
proporsional terhadap jumlah populasi. Laju perubahan individu terinfeksi baru
didefinisikan sebagai asi — i dengan « merupakan nilai transmisivitas
sedangkan S merupakan nilai laju penyembuhan. Individu yang terinfeksi
diasumsikan dapat kembali sembuh dengan probabilitas konstan sepanjang waktu,
yang kemudian berubag secara konstan dengan laju penyembuhan perkapita yang
dinotasikan sebagai 8 dan keseluruhannya disimbolkan sebagai fi. Berdasarkan

asumsi ini, maka dapat dibentuk skema model menjadi sebagai berikut.

S asi I Bi > R

Gambar 1. Skema Pembentukan Model SIR sederhana

Gambar 1 dapat dibentuk dalam persamaan differensial sebagai berikut.



ds _ P
E— aslt I
di . .
d—; = asi — i ¥ (2.2)
dr .
e L J

Persamaan (2.1) ini menggambarkan mengenai transisi masing-masing individu
dari S ke I lalu ke R. Dengan menambahkan ketiga persamaan tersebut kita dapat
menunjukkan dengan mudah bahwa total populasi adalah konstan (Iswanto,

2012).

2.2. Titik Tetap

Misalkan diberikan suatu sistem persamaan differensial yang berbentuk

dx

—=f(xy)
& (2.4)
== 9xy)

Sebuah titik (x,,y,) dapat dikatakan sebagai titik tetap dari sistem (2.4) apabila
dipenuhi syarat f (x,,y,) = 0 dan g(x,,y,) = 0. Karena turunan suatu konstanta
sama dengan nol maka sepasang fungsi konstanta x, = x, dan y, = y, merupakan

penyelesaian titik tetap dari sistem (2.4) (Campbell dan Haberman, 2008).

2.3. Linearisasi

Sebuah titik tetap dari sistem non-linear y =Y (y),y € S € R?, dikatakan
sederhana jika sistem linearnya sederhana. Definisi ini  menjelaskan

kesederhanaan untuk titik tetap sistem non-linear. Misal sistem non-linear:



y=Y() (2.5)
Mempunyai titik tetap sederhana di y = 0. Maka, persekitaran daerah asal fase
portrait dari suatu sistem dan linearisasinya secara kualitativ equivalen asalkan

sistem linearisasinya bukan sebuah pusat (Arrowsmith dan Place, 1992).

Linearisasi adalah proses hampiran persamaan differensial tak linier dengan
persamaan differensial linier. Dengan bentuk umum dari sistem persamaan

differensial non linier sebagai berikut:

dx _
P f(x,y)
(2.6)
dy _
P gx,y)

x dan y adalah variabel bergantung pada t. Persamaan (2.6) memiliki titik
kesetimbangan pada (X,,Y,). Karena persamaan di atas merupakan sistem
persamaan differensial non linear, maka diperlukan linierisasi sistem dengan

menggunakan matriks Jacobian. Bentuk matriks Jacobian adalah sebagai berikut :

af af

Jx,y) = (2.7)

ag ag

2 0Y) 5 ()
Proses linierisasi dari suatu sistem persamaan differensial non linier memerlukan
titik kesetimbangan dari sistem itu sendiri, sehingga dari matriks Jacobian pada

persamaan di atas menjadi sebagai berikut:

af af
—(.X 'y) —(.X 'y)
Jrorye) = |25 (2.8)

F) F)
ﬁ (x0, Y0) ﬁ (x0, Y0)

(Farlow, et al., 2002).



2.4. Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar (R,) adalah rata-rata banyaknya individu rentan yang
terinfeksi secara langsung oleh individu lain yang telah terinfeksi, dan masuk ke

dalam populasi yang seluruhnya masih rentan (Giesecke, 2002).

Bilangan Reproduksi dasar dapat digunakan sebagai indikator kestabilan sistem
SIR. Teorema berikut ini menjamin bilangan reproduksi dasar sebagai indikator

kestabilan menurut (Rost dan Wu, 2008).

Teorema 1. Titik tetap bebas penyakit stabil asimtotik lokal jika R, < 1 dan

tidak stabil jika R, > 1.

Bukti :
Misal V(t) = S(t) — S,. Linearisasikan sistem tentang (V,E,I,R) = (0,0,0,0)
yang diberikan, menggunakan A = dS,,

dV(t @
7D — s | k@@ - @em@rmida - av(e),
0

o)

= ﬁsollf k(a) E(t — a)e~@*+8+Magdq — (u + d)E(t),
0

dE(t)
dt

d;_(tt) =puE@®) — (d+ 68 +n)I),

dR(t)
T = T'I(t) - dR(t)



Mensubstitusikan hukum Ansatz we?t, dimana w = vy, lo,i,7,, Mengarah

kepada hubungan

letty, = —ﬁSO,uf k(a)ett-a) ], e~d+d+magy _ delty,
0

(0]

AeMly = BSou f k(a)ert-], e~@+8+magy — (4 + d)H1,
0

Aetiy = pe*ly — (d + & + r)e’ti,
Ae*try = re?tiy — dettr,
Tanpa mengurangi keumuman, bisa diasumsikan [, = 1. Disederhanakan dengan

et diperoleh:

ﬁSO.u joo (
- _ —(u+d+6+r)a
2 Atd), k(a)e da,
S —
T A +d+65+7

_ ur
T adrd+s+(A+d)

Dimana A adalah akar dari fungsi karakteristik

h(d) = BSou f, k(a) e=+a+84Megq — A+ p+d) (2.9

Jelas bahwa, h(A1) adalah fungsi kontinu menurun yang monoton untuk bilangan

real negative A dan h(c) = —oo. Kita mempunyai

h(0) = BSon [y k(@e@**%da — (u + d) = (u+ d)(Ro — 1.

Jika R, > 1, maka terdapat akar bilangan real positif, dan titik tetap bebas
penyakitnya adalah tidak stabil. Misal, A = x + iy adalah akar dari h(1) dengan

x > 0. Maka |e 4| < 1 untuk setiap a > 0, dan



. BSou

— k —(A+d+6+1)a

BSou

<— — k -la —(d+6+r)ad <R
T @l e @< T

Karenanya, jika R, < 1, maka semua bagian akar bilangan real negatif dan titik

tetap bebas penyakitnya adalah stabil asimtotik lokal.

Teorema 2. Titik tetap endemik ada jika dan hanya jika R, > 1. Dan jika titik

tetap endemik itu ada adalah khas dan stabil asimtotik lokal.

Bukti:

Titik tetap endemik P* = (§*, E*, I*, R*) harus memenuhi persamaan aljabar

dS* = A—BS™u [ k(a)E*e~(@+0+Magq, (2.10)
(u+ dE" = BS"u [, k(a)Ee~(@+8+maqq, (2.11)
UE*=(d+ 5+ 1), (2.12)
dR* = rI* (2.13)

Karena E* # 0, persamaan (2.11) menjadi

So _ s A
= Ry, atau S* = Rod (2.14)

Perhitungan sederhana di (2.10) menunjukkan bahwa

N AW+ wE
Ry HIB

sehingga
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Jadi, bisa disimpulkan bahwa E* > 0, jika dan hanya jika R, > 1. Di kasus ini,

dua koordinat P* lainnya diberikan sebagai berikut:

I = A 12
_(d+,u)(d+6+r)( _:R_O)

R = Aur L 1
_d(d+u)(d+6+r)( _R_O)

Sekarang, ditunjukkan bahwa titik tetap endemik stabil asimtotik lokal. Misal
terdapat variabel baru V(t) = S(t) —S*,D(t) = E(t) —E*,J(t) = I(t) —I" dan

Q(t) = R(t) — R".

VO _ _ye (Ry — 1) — BS™u j Ook(a) D(t — a)e™@*3+Nedq — dy (t),
dt 0
% =V(©)(Ro — 1)(BS"n f k(@ D(t - e~ @ Ieda — (u+ D)D),
0
% =uD(t) — (d+ 6 +1)J (1),
do(t) _
= O —de.

Mensubstitusikan eksponensial hukum Ansatz, setelah beberapa perhitungan
dasar, dapat didapatkan persamaan karakteristik:
h(AD)=A+u+d-5S)Ry—1+d+1)+S5;(Ry—1) =0,

dimana, untuk menyederhanakan, digunakan notasi:

Sy = ,BS*MJ k(a)e *ee~(@+d+magg
0

Maka S, = 1+ d dan h(0) = (u + d)(R, — 1) > 0. Misal A adalah akar dari
h(1) dan Re 1 = 0, yang memungkinkan |e‘1‘1| < 1 untuk setiap a = 0. Maka

pertidaksamaannya:
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IS,1|S,LL+dS|/1+,LL+d|
dan

ld+ A <|Ry—1+d+ 1|

Tetapi h(1) = 0 ekuivalen dengan
Sd+A)=A+pu+d)(Ry—1+d+ 1),
kontradiksi. Karenanya, setiap akar mempunyai bagian bilangan real negatif dan

titik tetap endemik stabil asimtotik lokal jika R, > 1.

2.5. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Misal A adalah matriks n X n, maka vektor tak nol pada R™ disebut vektor Eigen
dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x yaitu, Ax = Ax untuk suatu skalar A.
Skalar A disebut nilai Eigen dari A dan x dikatakan vektor Eigen yang bersesuaian

dengan A.

Untuk mencari nilai Eigen matriks A yang berukuran n X n maka

Ax = Ax (2.15)
ditulis sebagai berikut Ax = Alx atau secara ekuivalen

(AUl —A)x =0 (2.16)

dengan | adalah matriks identitas.

Agar A menjadi nilai Eigen, maka harus ada solusi nontrivial dari persamaan

(2.16). Persamaan (2.16) akan mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika



det(Al —A) =0
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(2.17)

persamaan (2.17) disebut persamaan karakteristik dari A (Anton, 2004).

2.6. Kriteria Kestabilan Titik Ekuilibrium

Berdasarkan matriks Jacobi yang telah dicari maka analisis kestabilan pada titik

ekuilibrium dapat ditentukan dengan mencari nilai Eigen dari masing-masing

matriks Jacobi.

Nilai Eigen dapat dicari ketika memenuhi persamaan det(J; —

A) =0, dimana A merupakan nilai Eigen dari matriks Jacobi. Adapun kriteria

kestabilan terdapat pada tabel 1 sebagai berikut:

Tabel 1. Kriteria kestabilan Titik Ekuilibrium

N Nilai Eigen Jenis Titik Kritis Kestabilan

1 A <1, <0 Simpul Stabil asimtotik

2 A4>2,>0 Simpul Tak stabil

3 AL <0<, Titik Sadel Tak stabil

4 A, A, =7 tiu Titik spiral Stabil Asimtotik
r<0

5 Ay Ay =r+ip | Titik spiral Tak stabil
r>0

6 Ay =iy, A, = —iu | Pusat Stabil

7 A =4,>0 Simpul sejati atau simpul tak Tak stabil

sejati
8 A =4,<0 Simpul sejati atau simpul tak Stabil asimtotik

sejati

Dengan demikian kestabilan dari interaksi populasi tersebut dapat dicari dengan

mensubstitusi titik ekuilibrium ke dalam matriks Jacobi berdasarkan kriteria di

atas (Boyce and DiPrima, 2012).
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2.7. Wolfram Mathematica

Wolfram Mathematica atau yang sering disebut dengan Mathematica merupakan
suatu sistem aljabar komputer (CAS, Computer Algebra System) yang
mengintegrasikan kemampuan komputasi simbolik, numerik, visualisasi (grafik),
bahasa pemrograman dan pengolahan kata (Word Processing) ke dalam suatu
lingkungan yang sudah digunakan. Mathematica adalah salah satu program
perangkat lunak komputasi yang dipakai dalam bidang sains, teknik, dan

matematika, serta bidang komputasi teknis lainnya.

Program ini diciptakan oleh Stephen Wolfram dan dikembangkan oleh Wolfram
Research di Champaign, Illinois. Mathematica dapat melakukan berbagai macam
perhitungan mulai dari perhitungan fungsi-fungsi sederhana hingga algoritma
pemrograman yang kompleks dengan pemodelan 2D, proyeksi 3D hingga image
recognition bisa dihasilkan dengan aplikasi ini. Tidak hanya hasil akhir, dengan
fitur step-by-step solution juga dapat digunakan untuk mempelajari sendiri

tahapan kalkulasi dalam matematika (Nafisah, 2014).

2.8. Metode Runge Kutta Orde 4

Metode Runge Kutta merupakan metode yang memberikan ketelitian hasil yang
lebih besar dan tidak memerlukan turunan dari fungsi. Bentuk umum dari runge
kutta adalah:

Xiv1 = X; + q,')(ti,xl + h)h (218)
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Dengan ¢(t;, x; + h) adalah fungsi pertambahan yan merupakan kemiringan
rerata pada interval dan digunakan untuk mengekstrapolasi dari nilai lama x; ke

nilai baru x;,; sepanjang interval h (Triatmodjo, 2002).

Metode Runge Kutta yang sering digunakan untuk menyelesaikan suatu
persamaan differensial adalah metode Runge Kutta orde 4. Metode Runge Kutta
orde 4 merupakan metode yang paling teliti dibandingkan metode Runge Kutta

yang ada dibawahnya.

Metode Runge Kutta orde 4 mempunyai bentuk sebagai berikut:

Xipq1 = x; + (W ky + wyk, + wsks +wuky)h (2.19)
Dengan
ky = f(t,x;) (2.20)
k, = f(t; + a1 h,x; + b1kq) (2.21)
ks = f(t; + ayh, x; + byky + bsk,) (2.22)
k, = f(t; + azh,x; + byk, + bsk, + bgks) (2.23)

Adapun koefisien yang termuat dalam (2.20) sampai dengan (2.23) ditentukan
sesuai deret Taylor orde 4 sehingga diperoleh sistem persamaan sebagai berikut:
b, =a,
b, + b; = a,
by + bs + b = as

W1+W2+W3+W4:1
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1
wWoaq + wsa, + Wyagz = E
1
W2a12 + W3a22 + W4a32 = g (224)
3 3 3 _1
W2a1 + W3a2 + W4a3 = Z

1
wzai bz + wy(aibs + azbg) = P

1
w3aia;b; + wyaz(aibs + azbg) = 8

1
w3a;°bs + wy(a;%bs + a,?bg) = ’r

1
W4_a1b3b6 = Z

Sistem persamaan (2.24) mempunyai 11 persamaan dan 13 variabel yang tidak
diketahui.  Digunakan dua kondisi tambahan agar sitem tersebut dapat

diselesaikan yaitu:

b, =0 (2.25)

Nilai pada persamaan (2.25) dan (2.26) disubstitusikan pada persamaan (2.20)
sampai dengan (2.23) sehingga diperoleh formula standart metode Runge Kutta
orde 4 sebagai berikut:

Xip1 = X; + 7 (g + 2y + 2k + keg)h (2.27)
dimana,

ky = f(ti,x;) (2.28)



ky = f(t; +5hx; +5 hky)
1 1
k3 = f(tl +Eh,xi +Ehk2)

ks = f(t; +5 b x; +5 hks)
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(2.29)

(2.30)

(2.31)

(Matthews, 1999).



1.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019,
bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literatur secara sistematis
yang diperoleh dari mempelajari buku-buku teks yang terdapat di perpustakaan
jurusan matematika dan jurnal online matematika yang terkait dengan materi
penelitian ini. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah

sebagai berikut:

1. Mengkaji model epidemik SIR untuk pernyakit Tuberculosis (TBC) dan
memodifikasi dengan menambahkan asumsi-asumsi horizontal dan vertikal.

2. Menentukan titik tetap dari model epidemik SIR tersebut.

3. Menentukan bilangan reproduksi dasar (R,) dari titik tetap yang sudah ada.
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4. Melinearisasikan model epidemik SIR tersebut untuk memperoleh matriks

Jacobian.
5. Menentukan nilai Eigen sebagai nilai karakteristik model SIR.

6. Mensimulasikan data TBC pada model epidemi SIR untuk melihat kestabilan

sistem epidemik SIR TBC periode tahun 2016-2017.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Dari bagian hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa:

1. Model epidemi SIR untuk penyakit tuberculosis Provinsi Lampung tahun

2016-2017 diberikan dalam persamaan
0.3—-0.55i—03s=0
0.5si — (0.3 + 0.002)i — 0.0028i = 0
0.0028i — 0.3r =0
untuk kasus epidemi dan memiliki titik tetap epidemi E, = (0.6096,
0.384252). Titik tetap ini adalah stabil asimtotis dengan R, = 1.64042 >
1.

Model epidemi SIR untuk penyakit tuberculosis Provinsi Lampung tahun
2016-2017 untuk kasus bebas penyakit ditetapkan dalam persamaan
0.3—-0.001si —0.3s =0

0.001si — (0.3 4+ 0.002)i — 0.79i = 0
0.79i —03r=0
dan memiliki titik tetap bebas penyakit E, = (1,0). Titik tetap ini adalah

stabil asimtotis dengan stabil asimtotis jika R, = 0.000915751 < 1.
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3. Pada simulasi numerik yang dilakukan penyakit tuberculosis tidak akan
menjadi epidemik (tanpa melakukan pemberian vaksinasi) dari suatu populasi
di Provinsi Lampung jika bilangan reproduksi dasarnya kurang dari satu.

4. Jika semakin besar peluang terjadinya kontak antara individu rentan dengan
individu terinfeksi maka memungkinkan penderita untuk menyebarkan

penyakit kepada lebih dari 1 penderita baru.

5.2 Saran

Hasil-hasil penelitian yang telah dicapai pada prinsipnya dapat ditindaklanjuti dan
dikembangkan.  Oleh karena itu, modifikasi model epidemi SIR dengan

menambahkan faktor vaksinasi dapat dilanjutkan pada penelitian selanjutnya.
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