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ABSTRAK 

 

 

GABUNGAN RUANG METRIK HIPERKONVEKS DAN DIVERSITAS 

 

 

 

Oleh 

 

 

MONALISA 

 

 

 

 

Ruang metrik hiperkonveks diperkenalkan oleh Aronszajn dan Panitchpakdi pada 

tahun 1956. Sebuah ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut hiperkonveks jika setiap koleksi 

bola tertutup {𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)}i∈I dengan 𝑑 (𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ≤  𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 mempunyai irisan yang 

tidak kosong yaitu ⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)  ≠ ∅𝑖 . Sebuah diversitas (𝑋, 𝛿) disebut 

hiperkonveks jika untuk semua r : 〈𝑋〉 → [0, ∞) berlaku 𝛿(⋃ ) ≤ ∑ 𝑟(𝐴)𝐴∈𝔄𝐴∈𝔄 , 

untuk setiap himpunan bagian berhingga 𝔄 dari 〈𝐴〉 terdapat z ∈ 𝑋 dengan 

𝛿(𝐴 ∪ {𝑧}) ≤ 𝑟(𝐴). Penelitian ini bertujuan menggabungkan dua diversitas 

hiperkonveks dan ruang metrik hiperkonveks dengan irisan tak kosong sehingga 

ruang yang dihasilkan tetap hiperkonveks. Gabungan dua diversitas hiperkonveks 

dan ruang metrik hiperkonveks juga hiperkonveks jika ruang tersebut admissible. 

Kemudian, diberikan contoh gabungan ruang diversitas hiperkonveks dan metrik 

hiperkonveks. 

 

 

Kata Kunci :ruang metrik, diversitas hiperkonveks, ruang metrik hiperkonveks 
 

  



 
  

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

ON THE GLUING OF HYPERCONVEX METRICS AND DIVERSITIES 

 

 

 

By 

 

 

MONALISA 

 

 

 

 

Hyperconvex spaces were introduced by Aronszajn and Panitchpakdi in 1956. A 

metric space (𝑋, 𝑑) is called hyperconvex if every collection of closed balls 

{𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)}i∈I with 𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ≤  𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 has non-empty intersection ⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)  ≠𝑖

∅. A diversity (𝑋, 𝛿) is said hyperconvex if for all r : 〈𝑋〉 → [0, ∞) such that 

𝛿(⋃ ) ≤ ∑ 𝑟(𝐴)𝐴∈𝔄𝐴∈𝔄 , for each finite subset 𝔄 of 〈𝐴〉 there is z ∈ 𝑋 with          

𝛿(𝐴 ∪ {𝑧}) ≤ 𝑟(𝐴). In this research we consider two hyperconvex diversities and 

hyperconvex metric spaces with non-empty intersection such that the resulting 

space remains hyperconvex. Combination of two hyperconvex metric spaces and 

hyperconvex metric spaces is hyperconvex if the spaces is admissible. 

Furthermore, we show an example of hyperconvex diversity and hyperconvex 

metric spaces. 

 

 

Keywords : metric spaces, hyperconvex diversity, hyperconvex metric spaces 
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I.  PENDAHULUAN 

 

 

 

 
1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Dalam ilmu matematika, khususnya dalam bidang analisis dikenal berbagai 

macam ruang, di antaranya adalah ruang metrik. Ruang metrik merupakansalah 

satu konsep penting dalam analisis. Ruang metrik merupakan suatu himpunan tak 

kosong𝑋, yang dilengkapi dengan fungsi yang memetakan setiap anggota𝑋 × 𝑋ke 

suatu bilangan real tak negatif dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Fungsi 

inilah yang kemudian dikenal sebagai metrik pada 𝑋. Lebih lanjut,berawal dari 

pengertian ruang metrik, banyak hal yang dapat dikaji. Salah satu kajian dalam 

ruang metrik yang terus berkembang dan cukup menarik hingga saat ini adalah 

ruang metrik hiperkonveks. 

 

Penelitian tentang ruang hiperkonveks berawal dari Aronszajn dan Panitchpakdi 

pada tahun 1956. Mereka membuktikan bahwa ruang hiperkonveks sama dengan 

ruang metrik injektif. Meskipun konsep mengenai hiperkonveks telah dikenal 

sejak lama, namun penelitian-penelitian terkait ruanghiperkonveks terus 

bermunculan(Nasyithoh, 2015). 
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Pada tahun 2014, Piatek meneliti hubungan antara hiperkonveks diversitas dan 

ruang metrik. Sebuah ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut hiperkonveks jika setiap koleksi 

bola tertutup {𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑖)}i∈I dengan 𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ≤ 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 mempunyai irisan yang tak 

kosong yaitu⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑖) ≠ ∅𝑖 . 

 

Sebuah himpunan tak kosong disebut diversitas jika : 

(i) 𝛿(𝐴) = 0 jika dan hanya jika 𝐴 singleton. 

(ii) 𝛿(𝐴 ∪ 𝐶) ≤ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝛿(𝐵 ∪ 𝐶), untuk 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 〈𝑋〉. 

Sedangkan sebuah diversitas disebut hiperkonveksjika untuk semua  

r: 〈𝑋〉 → [0, ∞) berlaku𝛿(⋃ ) ≤𝐴∈𝔄 ∑ 𝑟(𝐴)𝐴∈𝔄 . 

 

Pada penelitian ini, akan diselidiki dua diversitas hiperkonveks dengan irisan tak 

kosong dan apakah ada cara untuk menggabungkan kedua diversitas hiperkonveks 

tersebut sehingga hasil yang digabungkan tetap hiperkonveks. Akan diselidiki 

juga cara menggabungkan dua ruang metrik hiperkonveks sehingga hasil yang 

digabungkan tetap hiperkonveks. 

 

 

1.2Tujuan Penelitian 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah: 

1. Menyelidiki cara menggabungkan duadiversitas hiperkonveks. 

2. Menyelidiki cara menggabungkan dua ruang metrik hiperkonveks sehingga 

ruang yang dihasilkan tetap hiperkonveks. 

 

 

 

 



3 
 

1.3  Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini adalah: 

1. Memberikan wawasan mengenai ruang metrik hiperkonveks dan ruang 

diversitas hiperkonveks. 

2. Mengetahui bagaimanamenggabungkan ruang metrik hiperkonveks dan ruang 

diversitas hiperkonveks. 

3. Dapat digunakan sebagai tambahan referensi untuk mengkaji lebih lanjut 

mengenai ruang metrik hiperkonveks dan ruang diversitas hiperkonveks. 
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II.  TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Himpunan 

 

 

Himpunan adalah kumpulan benda atau obyek-obyek lain, lambang-lambang yang 

mempunyai arti yang dapat didefinisikan dengan jelas, mana yang merupakan 

anggota himpunan dan bukan anggota himpunan (Susilo, 2006). 

 

 

2.1.1 Operasi Pada Himpunan 

 

2.1.1.1 Gabungan Dua Himpunan 

 

Gabungan dua himpunan 𝐴 dan 𝐵, dilambangkan dengan 𝐴 ∪ 𝐵 adalah himpunan 

baru yang anggota-anggotanya terdiri dari semua anggota 𝐴 atau anggota 𝐵 

(Susilo, 2006). 

  

Secara singkat dapat dirumuskan : 

 

𝐴 ∪ 𝐵 =   BxAxx 
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Dalam diagram Venn, 𝐴 ∪ 𝐵 dapat digambarkan sebagai daerah yang diarsir 

berikut : 

 
Gambar 2.1 Gabungan dari himpunan A dan B (A ∪ B) 

 

 

 

2.1.1.2 Irisan Dua Himpunan 

 

 

Irisan dua himpunan 𝐴 dan 𝐵, dilambangkan dengan 𝐴 ∩ 𝐵 adalah himpunan baru 

yang anggotanya terdiri dari anggota himpunan 𝐴 dan anggota himpunan 𝐵 

(Susilo, 2006). 

 

Secara singkat dapat dirumuskan : 

 

𝐴 ∩ 𝐵 =   BxAxx   

 

Dalam diagram Venn, 𝐴 ∩ 𝐵 dapat digambarkan sebagai berikut : 

 

 

 
Gambar 2.2 Irisan dari himpunan A dan B (A ∩ B) 
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2.1.1.3 Selisih Dua Himpunan 

 

 

Selisih antara himpunan𝐴 dan 𝐵 dilambangkan dengan 𝐴 ∖ 𝐵 adalah himpunan 

baru yang anggota-anggotanya terdiri dari anggota 𝐴 yang tidak menjadi anggota 

himpunan𝐵 (Susilo, 2006). 

 

Secara singkat dapat dirumuskan : 

 

𝐴 ∖ 𝐵 =   BxAxx   

 

Dalam diagram Venn A\B dapat digambarkan sebagai daerah yang diarsir sebagai 

berikut : 

 
Gambar 2.3 Selisih dari himpunan A dan B (A \B) 

 

 

 

Contoh : 

 

Diketahui : 

𝐴 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 

𝐵 = {7,8,9,10,11,12,13} 

Maka : 

𝐴 ∪ 𝐵 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13},  

𝐴 ∩ 𝐵 = {7,8,9,10} 

𝐴\𝐵 = {1,2,3,4,5,6}. 
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2.1.2 Himpunan Konveks 

 

Definisi 2.1.2.1 

 

Himpunan 𝐶 ⊆ ℝ𝑛disebut konveks, jika untuk setiap 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐶 dan 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 

berlaku 𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 ∈ 𝐶 (Hadley, 1992). 

 

Dari definisi tersebut,secara geometris 𝐶 disebut konveks jika diambil sebarang 

dua titik 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐶, maka segmen garis yang menghubungkan 𝑥1 dan 𝑥2 berada di 

𝐶 (Hadley, 1992). 

 

𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2, dengan0 ≤ 𝜆 ≤ 1 merupakan suatu kombinasi konveks dari 

𝑥1, 𝑥2(untuk suatu 𝜆). Jadi suatu himpunan adalah konveks, jika setiap kombinasi 

konveks dari setiap dua titik dalam himpunan juga terdapat dalam himpunan 

tersebut (Hadley, 1992). 

 

Berikut adalah contoh himpunan konveks dan himpunan tidak konveks. 

   

 a.Himpunan konveks    b.Himpunan tidak konveks.  

Gambar 2.4 Contoh himpunan konveks dan himpunan tidak konveks 

 

Pada gambar sebelah kiri (Gambar 2.4.a), semua kombinasi konveks dari 𝑥1 dan 

𝑥2berada di dalam 𝐶 sehingga Gambar 2.4.a merupakan contoh himpunan 

konveks.Sedangkan,pada gambar sebelah kanan (Gambar 2.4.b), ada segmen garis 
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yang menghubungkan𝑥1 dan 𝑥2yang berada diluar 𝐶 sehingga Gambar 2.4.b 

adalah contoh himpunan tidak konveks (Hadley, 1992). 

 

2.2.Supremum dan Infimum 

 

Definisi 2.2.1 

 

Diketahui himpunan 𝐴 ⊆ ℝdan 𝐴 ≠ ∅. 
 

i. Bilangan𝑢 ∈ ℝ disebut batas atas 𝐴, jika 𝑎 ≤ 𝑢 untuk semua 𝑎 ∈ 𝐴. 

ii. Bilangan 𝑣 ∈ ℝ disebut batas bawah A, jika v ≤ a untuk semua 𝑎 ∈ 𝐴. 

iii. Himpunan 𝐴 yang mempunyai batas atas dikatakan terbatas keatas. 

iv. Himpunan 𝐴 yang mempunyai batas bawah dikatakan terbatas ke 

bawah. 

v. Himpunan 𝐴 dikatakan terbatas (bounded) jika 𝐴 terbatas ke atas dan 

terbatas ke bawah (Soemantri, 1993). 

 

 

Contoh : 

 

Diberikan himpunan 𝐴 = {𝑎 < 5|𝑎 ∈ ℝ}, himpunan 𝐴 terbatas ke atas, karena 

terdapat 𝑥 ∈ ℝ, yaitu 𝑥 ≥ 𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 (𝑥 merupakan batas atas dari 

himpunan 𝐴). Diperoleh 𝑥 ≥  5, yaitu𝑥 =  5, 6, . .., atau dengan kata lain contoh 

batas atas dari himpunan 𝐴 adalah 𝑥1 = 5, 𝑥2 = 6, 𝑥4 = 7,999, 𝑥5 = 100, . . ... 

Sehingga dapat dibentuk himpunan semua batas atas dari himpunan 𝐴, misalkan 

𝑋, dengan 𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ| 𝑥 ≥ 5} (Soemantri, 1993). 
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Definisi 2.2.2 

 

Diberikan 𝐴 ⊆ ℝ dan 𝐴 ≠ ∅. 
 

i. Jika 𝐴 terbatas ke atas, maka ada bilangan u yang disebut supremum 

(batas atas terkecil) dari himpunan 𝐴, ditulis 𝑠𝑢𝑝𝐴, jika memenuhi: 

a. u batas atas dari himpunan A.  

b. Jika k sebarang batas atas A, maka 𝑢 ≤ 𝑘. 

ii. Jika 𝐴 terbatas ke bawah, maka ada bilangan v yang disebut Infimum 

(batas bawah terbesar) dari A, ditulis 𝑖𝑛𝑓𝐴, jika memenuhi:  

a. v batas bawah himpunan A.  

b. Jika l sebarang batas bawah A, maka 𝑣 ≥ 𝑙 (Soemantri, 1993). 

 

Contoh : 

 

Diberikan himpunan 𝐴 =  [1, 2) ⋃ {3, 4}, himpunan 𝐴 merupakan himpunan yang 

terbatas dengan infimum 1 dan supremum 4 (Soemantri, 1993). 

 

Teorema 2.2.3 (Soemantri, 1993) 

(i)u supremum himpunan A jika dan hanya jika : 

a.u batas atas A,yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 berakibat 𝑎 ≤ 𝑢, dan  

b.untuk setiap bilangan 𝜀 > 0terdapat 𝑎’ ∈ 𝐴 sehingga 𝑢– 𝜀 < 𝑎’ ≤ 𝑢. 

(ii)v infimum himpunan A jika dan hanya jika : 

a. v batas bawah A, yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 berakibat 𝑎 ≥ 𝑣, dan  

b. untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 terdapat 𝑎’’ ∈ 𝐴 sehingga𝑣 ≤ 𝑎’’ < 𝑣 + 𝜀 
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Bukti:  

 

(i) (⟹) Karena u supremum (batas atas terkecil) himpunan A, maka u – 𝜀 

bukan batas atas himpunan A. Hal ini berarti ada 𝑎’ ∈ 𝐴 sehingga 𝑢– 𝜀 <

𝑎’. Selanjutnya karena u batas atas terkecil himpunan A, maka setiap a∈ 

A berlaku a≤u, khususnya 𝑎’ ≤ 𝑢. Dengan demikian terbukti ada 𝑎’ ∈ 𝐴 

sehingga 𝑢– 𝜀 < 𝑎’ ≤ 𝑢. 

 

(⟸) Karena diketahui bahwa a≤ u untuk setiap a∈ A dan untuk setiap 

bilangan real 𝜀> 0 ada 𝑎’ ∈ 𝐴 sehingga 𝑢– 𝜀 < 𝑎’ diperoleh u batas atas 

dan tak ada batas atas 𝑢1(yang lain) dengan 𝑢1<u. Sebab jika ada maka 

dengan mengambil 𝜀1= u – 𝑢1 diperoleh suatu kontradiksi, yaitu ada 𝑎’’ ∈

𝐴 sehingga 𝑢– 𝜀1 < 𝑎’’ atau 𝑢1= u – (u – 𝑢1) <𝑎’’. Dengan kata lain 

terbukti bahwa u merupakan supremum.  

 

(ii) (⟹) Karena v infimum (batas bawah terbesar) himpunan A, maka v + 𝜀 

bukan batas bawah himpunan A, hal ini berarti ada 𝑎’’ ∈ 𝐴 sehingga 𝑎’’ <

𝑣 + 𝜀. Selanjutnya karena v batas bawah terbesar himpunan A, maka 

setiap a∈ A berlaku a≥v, khususnya 𝑣 ≤  𝑎’’. Dengan demikian terbukti 

ada 𝑎’’ ∈  𝐴 sehingga 𝑣 ≤ 𝑎’′ < 𝑣 + 𝜀. 

 

(⟸) Karena diketahui bahwa 𝑎 ≥  𝑣 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 dan untuk setiap 

bilangan real 𝜀 > 0 ada 𝑎’’ ∈  𝐴 sehingga 𝑎’’ < 𝑣 + 𝜀 diperoleh v batas 

bawah dan tak ada batas bawah v1 (yang lain) dengan 𝑣1>v. Sebab jika 

ada maka dengan mengambil 𝜀1 = 𝑣1 −  𝑣 diperoleh suatu kontradiksi, 

yaitu ada 𝑎’’’ ∈  𝐴 sehingga 𝑎’’’ < 𝑣 + 𝜀1 atau 𝑎’’’ < 𝑣 + (𝑣1– 𝑣) = 𝑣1. 
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Dengan kata lain terbukti bahwa v merupakan infimum (Soemantri, 

1993). 

 

2.3.  Ruang Metrik 

 

2.3.1 Pengertian Ruang Metrik 

 

 

Ruang metrik merupakan ruang abstrak, yaitu ruang yang dibangun oleh aksioma-

aksioma tertentu. Ruang metrik merupakan hal yang fundamental dalam analisis 

fungsional, sebab memegang peranan yang sama dengan jarak pada real line ℝ 

(Taylor, 1967). 

 

Dalam kalkulus telah dipelajari fungsi-fungsi yang didefinisikan pada garis lurus 

(real line) ℝ. Pada real line ℝ, fungsi jarak didefinisikan dengan : 

𝑑: ℝ × ℝ → ℝ 

−= yxyxyxd ,,),(  ℝ        (2.1) 

 

Hal ini diilustrasikan pada gambar di bawah ini : 

 

    d 

      -------------5----------- 

     -2     -1     0     1     2     3   ℝ 

Gambar 2.5 Fungsi jarak d pada ℝ 

 

Dari Gambar 2.5, diperoleh : 

  .55)2(3)2,3( ==−−=−d  
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  .00)33)3,3( ==−=d  

Jika dicermati dari ilustrasi tersebut, maka fungsi jarak d mempunyai sifat-sifat 

berikut : 

1. d (x, y)  0,  x, y ℝ. 

2. d (x, x) = 0,  𝑥ℝ 

3. d (x, y) = d (y, x), x, yℝ 

4. d (x, y) d (x, z) + d (z, y), x, y, zℝ 

 

Selanjutnya (dalam analisis fungsional), keempat sifat di atas akan dipertahankan 

(diawetkan) untuk ruangdan fungsi yang lebih umum dan luas. Akan diperluas 

bilangan real ℝ dengan suatu himpunan abstrak 𝑋 dan pada 𝑋 didefinisikan fungsi 

jarak yang lebih umum dari fungsi jarak 𝑑 pada ℝ (Taylor, 1967). 

 

Definisi 2.3.1.1 

 

Misal X adalah himpunan tak kosong, suatu ruang metrik di X adalah suatu fungsi 

𝑑: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞), sehingga untuk setiap pasangan (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 berlaku: 

i. Xyxyxd  ,,0),(  

ii. yxyxd == 0),(  

iii. Xyxxydyxd = ,),,(),( (sifat simetri) 

iv. Xzyxyzdzxdyxd + ,,,),(),(),(  (ketidaksamaan segitiga). 

Selanjutnya pasangan(𝑋, 𝑑), dengan d adalah metrik pada X disebut ruang metrik. 

Setiap anggota 𝑋 disebut titik dan nilai 𝑑disebut jarak (distance) dari titik 𝑥 ke 

titik 𝑦 atau jarakantara titik 𝑥dan 𝑦 (Kreyszig, 1989). 
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Contoh : 

 

1. Diberikan himpunan X  dan didefinisikan fungsi : 

RXxXd →: ,  

     dengan




=


=

yx

yx
yxd

,0

,1
),(  

Pasangan (X, d) merupakan ruang metrik. 

 

 

Bukti : 

 

Untuk membuktikan bahwa pasangan (X, d) merupakan metrik pada X, cukup 

ditunjukkan bahwa d merupakan metrik pada X, yaitu d harus memenuhi aksioma 

ruang metrik. 

i. Xyxyxd  ,,0),( , jelas dipenuhi, sebab nilai dari fungsi d adalah 1 

dan 0, yang kedua-duanya lebih besar atau sama dengan 0. 

ii. yxyxd == 0),( , jelas dipenuhi (lihat definisi) 

iii. Xyxxydyxd = ,),,(),( dipenuhi, sebab d fungsi konstan. 

iv. Untuk membuktikan Xzyxyzdzxdyxd + ,,,),(),(),( : perlu 

ditinjau dua kasus : 

a. Kasus yx   

Untuk  kasus yx  , maka untuk sebarang titik Xz  paling sedikit 

salah satu dari relasi(hubungan) zx  atau zy  adalah benar, 

sehingga 

zyzxyzdzxd =+=+ , untuk,211),(),(  

 

Oleh karena itu, diperoleh : 
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21

),(),(),(



+ yzdzxdyxd
 

Jadi, ketidaksamaan di atas benar. 

 

b. Kasus 𝑥 =  𝑦, artinya (berdasarkan definisi pada soal) .0),( =yxd  

Untuk 𝑥 =  𝑦, maka untuk sebarang Xz  akan berlaku 

kemungkinan, yaitu 𝑥 =  𝑦 =  𝑧. Oleh karena itu, diperoleh : 

 zyxyzdzxd ===+=+ ,000),(),(  

Sehingga diperoleh : 

  
00

),(),(),(



+ yzdzxdyxd
 

Jadi, ketidaksamaan segitiga dipenuhi. 

Karena aksioma (i) sampai (iv) dipenuhi, maka pasangan (X, d) merupakan ruang 

metrik. 

 

2.3.2 Persekitaran 

 

Persekitaran (neighborhood) bersama-sama dengan metric digunakan untuk 

mendefinisikan himpunan terbuka maupun himpunan tertutup (Taylor, 1967). 

 

 

Definisi 2.3.2.1 

 

Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dan suatu titik𝑥0 ∈ 𝑋 serta bilangan real 𝑟 > 0. 

Didefinisikan tiga jenis himpunan : 

(1).𝐵(𝑥0, 𝑟)  =  {𝑥  𝑋 ∶  𝑑 (𝑥, 𝑥0)  <  𝑟} 

 disebut persekitaran (neighborhood) atau bola terbuka dengan pusat 𝑥0 

dengan jari-jari r. 
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(2). 𝐷(𝑥0, 𝑟)  =  {𝑥 𝑋 ∶  𝑑 (𝑥, 𝑥0)  𝑟} 

 disebut bola tertutup dengan pusat 𝑥0dengan jari-jari r. 

(3). 𝑆(𝑥0, 𝑟)  =  {𝑥  𝑋 ∶  𝑑 (𝑥, 𝑥0)  =  𝑟} 

       disebut luasan dengan pusat 𝑥0dan jari-jari r.  

 

Berdasarkan definisi di atas, untuk suatu titik 𝑥0 ∈ 𝑋 dapat dibuat tak berhingga 

banyak persekitaran titik 𝑥0. Sedangkan bentuk persekitaran tidak harus berbentuk 

lingkaran, tetapi dapat berbentuk persegi maupun belah ketupat tergantung fungsi 

metriknya (Taylor, 1967). 

 

Contoh : 

 

Pasangan (Rn, dp) merupakan ruang metrik, dengan 

   













=−














−= 

=
p

pyxmaks

yxyxd

ii

pn

i

p
iip 1,

,

),(

1

1
 

Untuk ( ) ).,...,(,,..., 11 nn yyyxxx ==  

Misalkan diambil n =2, maka X = R2 dan 

 𝑑∞(𝑥̅, 𝑦̅) = 𝑚𝑎𝑘𝑠|𝑥1 − 𝑦𝑖| 

   𝑖 = {1,2} 

dengan ).,(,),( 2121 yyyxxx ==  
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)()(

),(

2211

2

1

2

1

2
2

yxyx

yxyxd

i
ii

−+−=













−= 
=

 

dengan ).,(,),( 2121 yyyxxx ==  
 

 

2211

2

1
1 ),(

yxyx

yxyxd

i
ii

−+−=

−=
=

 

dengan ).,(,),( 2121 yyyxxx ==  

Jika diambil dan)2,3(),( 21 == ooo xxx
2

3
=r , maka diperoleh 

 

 
( )  









−+−=

= 

2

3
23:,

),(:),(

21
2

21

2

xxmaksRxx

rxxdRxrxB oo

 

 

 

 
( )

( )





















−+−=









−+−=

=

2
2

2
2

1
2

21

2
2

2
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2
21
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2

2

2

3
)2()3(:,

2

3
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






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Persekitaran-persekitaran di atas digambarkan sebagai berikut : 

 
Gambar 2.6 Persekitaran di R2 

 

 

2.4 Ruang Metrik Konveks 

 

Definisi 2.4.1` 

Misalkan (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik dan 𝐼 = [0,1]. Pemetaan 𝑊: 𝑋 × 𝑋 × 𝐼 →

𝑋disebut struktur konveks pada 𝑋 jika untuk setiap (𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈  𝑋 × 𝑋 × 𝐼 dan 𝑢 ∈

𝑋, 

𝑑(𝑢, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) ≤ 𝜆𝑑(𝑢, 𝑥) + (1 − 𝜆)𝑑(𝑢, 𝑦). 

 

Ruang metrik (𝑋, 𝑑) bersama-sama dengan struktur konveks 𝑊 disebut ruang 

metrik konveks yang dilambangkan dengan (𝑋, 𝑑, 𝑊) (Moosaei, 2012). 

 

 

Contoh : 

 

Misalkan (𝑋, ‖ ‖) adalah ruang bernorm. Pemetaan 𝑊: 𝑋 × 𝑋 × 𝐼 → 𝑋 

didefinisikan dengan 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝜆 ∈ 𝐼 

adalah struktur konveks pada 𝑋. 

 



18 
 

 

Definisi 2.4.2 

Misalkan (𝑋, 𝑑, 𝑊) adalah ruang metrik konveks. Himpunan bagian tak kosong 𝐶 

dari 𝑋 disebut konveks jika 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈ 𝐶 ketika (𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈ 𝐶 × 𝐶 × 𝐼 (Moosaei, 

2012). 

 

Teorema 2.4.3 (Moosaei, 2012) 

Misalkan (𝑋, 𝑑, 𝑊) adalah ruang metrik konveks, maka pernyataan berikut 

terpenuhi : 

(i) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) + 𝑑(𝑦, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) untuk setiap(𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈

𝑋 × 𝑋 × 𝐼. 

(ii) 𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,
1

2
)) = 𝑑 (𝑦, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) =

1

2
𝑑(𝑥, 𝑦) untuk setiap𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

 

Bukti : 

(i) Untuk setiap (𝑥, 𝑦, 𝜆) ∈ 𝑋 × 𝑋 × 𝐼, maka diperoleh 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) + 𝑑(𝑦, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) 

≤ (1 −  𝜆)𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) 

= 𝑑(𝑥, 𝑦) 

Oleh karena itu, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) + 𝑑(𝑦, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆)) 

terpenuhi. 

(ii) Misalkan 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋. Dari definisi 𝑊 dan menggunakan (i), maka 
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𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,
1

2
)) ≤

1

2
𝑑(𝑥, 𝑦)         

=
1

2
𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) +

1

2
𝑑 (𝑦, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) 

Oleh karena itu,  

1

2
𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) +

1

2
𝑑 (𝑦, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) 

Sama dengan  

1

2
𝑑 (𝑦, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) +

1

2
𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) 

Oleh karena itu, 𝑑 (𝑥, 𝑊 (𝑥, 𝑦,
1

2
)) = 𝑑 (𝑦, 𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
)) =

1

2
𝑑(𝑥, 𝑦) 

Untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, dan bukti untuk teorema diatas terpenuhi.  

 

2.5 Ruang Metrik Hiperkonveks 

 

Definisi 2.5.1 

 

Misalkan (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik. Himpunan bagian 𝐴 ⊂ 𝑋 disebut admissible 

jika irisan dari bola tertutup 𝐴 = ⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑖)𝑖∈𝐼 tak kosong (Piatek, 2014). 

 

 

Definisi 2.5.2 

 

Sebuah ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut hiperkonveks jika setiap koleksi bola tertutup 

{𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)}i∈I dengan 𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ≤  𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 mempunyai irisan yang tidak kosong 

yaitu ⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)  ≠ ∅𝑖 (Piatek, 2014). 
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2.6 Ruang Diversitas Hiperkonveks 

 

Definisi 2.6.1 

Misalkan𝑋adalah himpunan tak kosong dan 〈𝑋〉 adalah himpunan dari semua 

himpunan bagian tak kosong 𝑋. Himpunan 𝑋 dengan fungsi 𝛿 ∶ 〈𝑋〉 → [0, ∞) 

disebut diversitas jika : 

(iii)  𝛿(𝐴) = 0 jika dan hanya jika Asingleton 

(iv) 𝛿(𝐴 ∪ 𝐶) ≤ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝛿(𝐵 ∪ 𝐶) untuk 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 〈𝑋〉 (Piatek, 2014). 

 

 

Contoh : 

 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan di ℝ. 

𝐴 = [1,5] 

𝐵 = [5,6] 

𝐶 = [1,10] 

Maka  

𝛿(𝐴 ∪ 𝐶) ≤ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝛿(𝐵 ∪ 𝐶) 

𝛿([1,5] ∪ [1,10]) ≤ 𝛿([1,5] ∪ [5,6]) + 𝛿([5,6] ∪ [1,10]) 

𝛿([1,10]) ≤ 𝛿([1,6]) + 𝛿([5,10]) 

9 ≤ 5 + 5 

9 ≤ 10 

Karena 𝛿(𝐴 ∪ 𝐶) ≤ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝛿(𝐵 ∪ 𝐶) terbukti maka (𝑋, 𝛿) adalah diversitas. 

 

 

 

Definisi 2.6.2 

 

Suatu diversitas (𝑋, 𝛿) disebut hiperkonveks jika untuk semua r : 〈𝑋〉 →

[0, ∞)berlaku : 
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𝛿 (⋃

𝐴∈𝔄

) ≤ ∑ 𝑟(𝐴)

𝐴∈𝔄

 

untuk setiap himpunan bagian berhingga 𝔄dari 〈𝐴〉terdapat z ∈ 𝑋 dengan  

𝛿(𝐴 ∪ {𝑧}) ≤ 𝑟(𝐴) 

untuk semua 𝐴 ∈ 〈𝑋〉 (Piatek, 2014). 

 

Contoh : 

 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan diℝ. 

𝐴1 = [1,5] 

𝐴2 = [5,9] 

𝐴3 = [8,12] 

Maka  

𝛿 (⋃ 𝐴𝑘

3

𝑘=1

) ≤ ∑ 𝑟(𝐴𝑘)

3

𝑘=1

 

𝛿(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3) ≤ 𝑟(𝐴1) + 𝑟(𝐴2) + 𝑟(𝐴3) 

𝛿([1,5] ∪ [5,9] ∪ [8,12]) ≤ 𝑟([1,5]) + 𝑟([5,9]) + 𝑟([8,12]) 

11 ≤ 4 + 4 + 4 

11 ≤ 12 

Karena 𝛿(⋃ 𝐴𝑘
3
𝑘=1 ) ≤ ∑ 𝑟(𝐴𝑘)3

𝑘=1  terbukti maka (𝑋, 𝛿) adalah diversitas 

hiperkonveks. 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 
3.1  Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2018/2019, 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

3.2  Metode Penelitian 

 

 

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Studi pustaka yaitu mencari referensi sejumlah literatur (buku-buku dan 

jurnal), menelaah dan mengkaji yang berhubungan dengan penelitian ini. 

 

2. Menggabungkan ruang diversitas hiperkonveks dengan cara membuktikan 

teorema mengenai diversitas. Adapun definisi diversitas dan teorema diversitas 

sebagai berikut. 

 

Definisi  

Misalkan𝑋adalah himpunan tak kosong dan 〈𝑋〉 adalah himpunan dari semua 

himpunan bagian tak kosong 𝑋. Himpunan 𝑋 dengan fungsi 𝛿 ∶ 〈𝑋〉 → [0, ∞) 

disebut diversitas jika : 
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(v) 𝛿(𝐴) = 0 jika dan hanya jika Asingleton 

(vi) 𝛿(𝐴 ∪ 𝐶) ≤ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝛿(𝐵 ∪ 𝐶) untuk 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 〈𝑋〉 (Piatek, 2014). 

 

Teorema (Piatek, 2014) 

Misalkan (𝑋, 𝛿) dan (𝑌, 𝛿) adalah dua diversitas hiperkonveks dengan 𝑋 ∩ 𝑌 =

{𝜃}. Maka (𝑋 ∪ 𝑌, 𝛿) adalah hiperkonveks. 

 

3. Menggabungkan ruang metrik hiperkonveks dengan cara membuktikan 

teorema mengenai gabungan ruang metrik hiperkonveks. Adapun definisi dan 

teorema dari ruang metrik hiperkonveks sebagai berikut. 

 

Definisi 

 

Sebuah ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut hiperkonveks jika setiap koleksi bola 

tertutup {𝐵(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)}i∈I dengan 𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ≤  𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 mempunyai irisan yang tidak 

kosong yaitu ⋂ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)  ≠ ∅𝑖  (Piatek, 2014). 

 

Teorema (Piatek, 2014) 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang metrik hiperkonveks sedemikian hingga 𝑋 ∩

𝑌 = [𝑎, 𝑏] dan 𝑎 dan 𝑏 terhubung oleh sebuah garis tunggal di ruang 𝑋 dan 𝑌, 

maka 𝑋 ∪ 𝑌 dengan menggabungkan metrik dari Persamaan 4.3 adalah 

hiperkonveks juga.  

 

4. Memberikan contoh gabungan diversitas hiperkonveks dan contoh gabungan 

ruang metrik hiperkonveks. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Adapun kesimpulan dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

 

Gabungan dua ruang diversitas hiperkonveks dengan irisan tak kosong disebut 

hiperkonveks jika didefinisikan fungsi 𝑟 ∶ (𝑋 ∪ 𝑌) → [0, ∞) sehingga 

𝛿(⋃ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 ) ≤ ∑ 𝑟(𝐴𝑘)𝑛

𝑘=1 . Gabungan dua ruang metrik hiperkonveks dengan 

garis [a,b] sebagai irisan kedua ruang adalah jika 𝑑(𝑥, 𝑦) = min
𝑐∈[𝑎,𝑏]

[𝑑(𝑥, 𝑐) +

𝑑(𝑐, 𝑦)], 𝑥 ∈ 𝑋\[𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ 𝑌\[𝑎, 𝑏]. Gabungan dua ruang diversitas hiperkonveks 

dan ruang metrik hiperkonveks menghasilkan ruang hiperkonveks jika ruang 

tersebut admissible. 
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