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ABSTRACT 

 

 

ESTIMATION OF NONPARAMETRIC REGRESSION CURVE USING 

NADARAYA-WATSON METHOD WITH GAUSSIAN KERNEL 

FUNCTION 

 

 

By 

 

 

MEILINDA 

 

 

 

The purpose of this research is to know whether the estimation of nonparametric 

curve using Nadaraya-Watson method with the Gaussian Kernel Function 

depends on the error distribution.  Simulation data is obtained from linear function 

with different error distribution. The results of this research shows that the 

distribution of error does not affect the estimation of regression curve using 

Nadaraya-Watson Method. Nadaraya-Watson method with kernel Gaussian 

function can be used to estimate the regression curve on linear function that has 

normally distributed error and non normally distributed error. 
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ABSTRAK 

 

 

ESTIMASI KURVA REGRESI NONPARAMETRIK MENGGUNAKAN 

METODE NADARAYA-WATSON DENGAN FUNGSI KERNEL 

GAUSSIAN 

 

 

Oleh 

 

 

MEILINDA 

 

 

 

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui apakah estimasi kurva regresi 

nonparametrik menggunakan metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel 

Gaussian bergantung pada distribusi galat.  Data simulasi diperoleh dari fungsi 

linear dengan distribusi galat yang berbeda.  Hasil penelitian menunjukkan bahwa 

distribusi galat tidak mempengaruhi estimasi kurva regresi menggunakan metode 

Nadaraya Watson. Metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel Gaussian 

dapat digunakan untuk mengestimasi kurva regresi pada fungsi linear yang 

memiliki galat berdistribusi normal dan galat berdistribusi tidak normal. 

 

Kata Kunci: Regresi Nonparametrik, Metode Nadaraya-Watson, Galat 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Analisis regresi merupakan salah satu teknik statistika yang digunakan untuk 

menggambarkan hubungan antara satu variabel respon dengan satu atau lebih 

variabel prediktor.  Pada regresi harus ada variabel yang ditentukan dan variabel 

yang menentukan atau dengan kata lain adanya ketergantungan antara variabel 

yang satu dengan yang lainnya (Hosmer and Lemeshow, 2000).  Cara sederhana 

untuk mengetahui informasi mengenai hubungan antara variabel respon dan 

variabel prediktor dapat dilihat melalui bentuk pola hubungan pada diagram 

pencar.  Dengan mengetahui pola hubungan yang terbentuk, dapat ditentukan 

pendekatan yang sesuai untuk mengestimasi fungsi regresi. 

 

Menurut Netter, et al., (1997), untuk mengestimasi fungsi regresi ada dua 

pendekatan yang dapat digunakan yaitu secara parametrik dan nonparametrik.  

Jika bentuk kurva regresi diketahui, maka untuk menduga fungsi regresi dapat 

menggunakan pendekatan parametrik. Untuk dapat menggunakan metode ini, data 

harus memenuhi asumsi normalitas.  Jika asumsi tidak terpenuhi, maka digunakan 

analisis regresi nonparametrik. 
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Regresi nonparametrik  dapat digunakan untuk memodelkan data yang berbentuk 

apa saja, baik linear maupun nonlinear dikarenakan tidak adanya asumsi yang 

harus dipenuhi. Estimasi fungsi regresi nonparametrik menggunakan teknik 

smoothing. Terdapat beberapa teknik smoothing dalam model regresi 

nonparametrik antara lain histogram, estimator kernel, estimator spline, deret 

fourier, dan wavelet (Eubank, 1998). 

 

Estimator kernel adalah pengembangan dari estimator histogram.  Estimator ini 

merupakan estimator linier yang mirip dengan estimator regresi nonparametrik 

yang lain, perbedaannya hanya karena estimator kernel lebih khusus dalam 

penggunaan bandwidth.  Kelebihan dari estimator kernel adalah memiliki 

kemampuan yang baik dalam memodelkan data yang tidak mempunyai pola 

tertentu (Hardle, 1994).  Pada teknik pemulusan menggunakan estimator kernel, 

metode yang sering digunakan yaitu Nadaraya-Watson.  Metode kernel ini 

membutuhkan fungsi kernel dan bandwidth yang optimal dalam pengoperasiannya 

karena pemilihan bandwidth merupakan langkah penting yang harus dilakukan 

pada teknik pemulusan.  Salah satu metode untuk mencari bandwidth yang 

optimal adalah menggunakan kriteria Generalized Cross Validation (GCV). 

 

Pada penelitian ini akan dilakukan estimasi kurva regresi nonparametrik 

menggunakan metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel Gaussian pada 

data bangkitan dengan distribusi galat berbeda, serta pemilihan bandwidth 

menggunakan metode Generalized Cross Validation (GCV). 
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1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Untuk menentukan bandwitdth optimal pada metode Nadaraya-Watson 

dengan fungsi Kernel Gaussian menggunakan Generalized Cross Validation 

(GCV) pada data bangkitan dengan distribusi galat berbeda. 

2. Untuk mengetahui apakah estimasi kurva regresi nonparametrik 

menggunakan metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel Gaussian 

bergantung pada distribusi galat. 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mampu mengetahui dan memahami regresi nonparametrik menggunakan 

metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel Gaussian. 

2. Menambah referensi tentang  regresi nonparametrik menggunakan metode 

Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel Gaussian. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

2.1 Analisis Regresi 

 

 

Analisis regresi merupakan salah satu teknik statistika yang sering digunakan 

untuk mengetahui hubungan kausal antara variabel respon dan variabel prediktor. 

Untuk data yang satu variabel prediktor dan satu variabel respon, analisis regresi 

disebut juga dengan analisis regresi linear sederhana. Sedangkan untuk data yang 

memiliki lebih dari satu variabel prediktor dan satu variabel respon disebut 

dengan analisis regresi linear berganda.  Jadi secara umum analisis regresi adalah 

metode analisis data yang menggambarkan hubungan antara variabel respon 

dengan satu atau beberapa variabel prediktor (Hosmer and Lemeshow, 2000). 

 

Ada dua pendekatan yang dapat digunakan untuk mengestimasi fungsi regresi 

atau kurva regresi, yaitu secara parametrik dan nonparametrik. Dalam pendekatan 

parametrik, bentuk hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor 

diketahui atau diperkirakan dari bentuk kurva regresi. Sedangkan pada regresi 

nonparametrik, bentuk kurva tidak dapat langsung diketahui atau diperkirakan 

(Netter, et al., 1997). 
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2.2 Regresi Nonparametrik 

 

 

Statistik nonparametrik dapat digunakan pada data yang memiliki distribusi 

normal ataupun tidak.  Istilah nonparametrik pertama kali diperkenalkan oleh 

Wolfowitz pada tahun 1942.  Pendekatan nonparametrik merupakan pendekatan 

regresi yang sesuai untuk pola data yang tidak diketahui bentuknya, atau tidak 

terdapat informasi masa lalu tentang pola data (Lestari dan Budiantara, 2010). 

Menurut Hardle (1990), pendekatan nonparametrik merupakan pendugaan model 

yang dilakukan berdasarkan pendekatan yang tidak terikat asumsi bentuk kurva 

regresi tertentu.  Kurva regresi yang sesuai dengan pendekatan nonparametrik 

diwakili oleh model yang disebut dengan model regresi nonparametrik. 

 

Regresi nonparametrik merupakan pendugaan model yang dilakukan berdasarkan 

pendekatan yang tidak terikat asumsi bentuk kurva regresi. Regresi nonparametrik 

dapat digunakan untuk memodelkan data yang berbentuk apa saja, baik linear 

maupun nonlinear dikarenakan tidak adanya asumsi yang harus dipenuhi. Model 

regresi nonparametrik secara matematis dapat ditulis: 

    (  )    , i = 1, 2, ..., n   (2.1) 

dengan yi adalah variabel respon pada pengamatan ke-i,    merupakan 

galat/sisaan/kesalahan ke-i yang diasumsikan menyebar normal dengan mean 

sama dengan 0 dan ragam tetap , serta m(xi) merupakan fungsi regresi atau kurva 

regresi (Suparti, dkk., 2018). 

 

Dalam regresi nonparametrik, data diharapkan mencari sendiri bentuk estimasinya 

sehingga memiliki fleksibilitas yang tinggi.  Kurva regresi hanya diasumsikan 

termuat dalam suatu ruang fungsi yang berdimensi tak hingga dan merupakan 
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fungsi mulus (smooth).  Estimasi fungsi m(xi) dilakukan berdasarkan data 

pengamatan dengan menggunakan teknik smoothing tertentu.  Ada beberapa 

teknik smoothing yang dapat digunakan antara lain estimator histogram, kernel, 

penduga spline, deret fourier, dan wavelet (Eubank, 1998). 

 

 

2.3 Estimator Kernel 

 

 

Estimator  kernel diperkenalkan oleh Rosenblatt pada tahun 1956 dalam Hardle, 

(1991) yang merupakan pengembangan dari estimator histogram.  Rosenblatt 

mengusulkan menempatkan smoothing kernel di setiap pengamatan.  Kernel 

memiliki parameter pemulus yang mengatur tingkat kehalusan kurva dugaan 

kernel yang disebut bandwidth.  Pemilihan bandwidth  akan memengaruhi hasil 

smoothing kernel.  Nilai bandwidth yang semakin kecil akan menyebabkan bentuk 

kurva semakin kasar dan sebaliknya semakin besar nilai bandwidth akan 

menyebabkan kurva semakin mulus dan tidak sesuai dengan pola data.  Estimator 

kernel memiliki beberapa keuntungan diantaranya: 

1. Estimator kernel mempunyai bentuk yang fleksibel serta mudah dalam 

perhitungan matematis. 

2. Estimator kernel mempunyai bentuk kekonvergenan yang relatif cepat. 

 

 

Menurut Halim dan Bisono (2006), estimator kernel dibagi menjadi tiga macam, 

yaitu: Estimator Nadaraya-Watson, Priestley-Chao Estimate , dan Gasser-Muller 

Estimate.  Metode yang sering dipakai adalah metode Nadaraya-Watson karena 

perhitungannya lebih sederhana dibandingkan estimator kernel lainnya. 
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2.4 Metode Nadaraya-Watson 

 

 

Menurut Hardle (1991), jika terdapat n data pengamatan *(     )+   
  yang 

memenuhi persamaan (2.1) dimana    ∈ R dan    ∈ R, maka penduga  ( ) 

adalah : 

 ( |   )   ̂( )  ∫
  (   )

 (   )
     (2.2) 

Penyebut diduga dengan menggunakan penduga densitas kernel 

  ̂( )  
 

 
∑   (    )

 

   
 

Fungsi densitas peluang bersama diduga dengan perkalian kernel, yaitu: 

      (   )  
 

 
∑    (    )   (    )

 

   
 

 

Sehingga, pembilang dari penduga Nadaraya-Watson menjadi: 

∫       (   )      ∑    (    )∫     (    )  
 

   
 

    ∑    (    )∫
 

  
 (

    
  

)   
 

   
 

    ∑    (    )∫(      ) ( )  
 

   
 

    ∑    (    )
 

   
   

 

Bentuk penduga Nadaraya-Watson dapat ditulis: 

 ̂(  )  

 
 
∑   (  
 
      )  

 
 
∑   (  
 
      )
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 ̂(  )  

 
  

∑   
   (

     
 

)    

 
  

∑   
   (

     
 

)

 

 ̂(  )  
∑   
   (

     

 
)   

∑   
   (

     

 
)

  (2.3) 

 ̂(  )  ∑   (  )  

 

   

 

Sehingga  ̂      dimana 

   (  )  
 (

     

 
)

∑   
   (

     

 
)
   (2.4) 

Persamaan (2.3) ditemukan oleh Nadaraya dan Watson (1964), sehingga disebut 

estimator Nadaraya-Watson.  Sedangkan, Matriks W pada persamaan (2.4) 

disebut Hat Matrix berukuran nxn dari penduga m(  ) pada metode Nadaraya-

Watson. 

 

 

2.5 Fungsi Kernel 

 

 

Menurut Wand and Jones, (1995) secara umum kernel K dengan parameter 

pemulus bandwidth (h) didefinisikan sebagai : 

  ( )  
 

 
 .

 

  
/                          (2.5) 

Serta memenuhi : 

(i) K(x)   0, untuk semua x 

(ii) ∫  ( )    
 

  
 

(iii) ∫    ( )       
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(iv) ∫   ( )    
 

  
 

Beberapa jenis fungsi kernel antara lain: 

1. Kernel Uniform : K(x)= 
 

 
   ; | |                 

2. Kernel Triangle : K(x) = (1-| |)  ; | |                 

3. Kernel Epanechnikov : K(x) = 
 

 
(    )  ; | |                 

4. Kernel Kuartik : K(x) = 
  

  
(    )   ; | |                 

5. Kernel Triweight : K(x) = 
  

  
(    )   ; | |                 

6. Kernel Cosinus : K(x) = 
 

 
    (

 

 
 )  ; | |                 

7. Kernel Gaussian : K(x) = 
 

√  
  

 

 
  

  ;        

Berikut bentuk grafik dari fungsi kernel diatas, 

    

 

Gambar 1. Grafik fungsi kernel 
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2.6  Metode Nadaraya-Watson dengan Fungsi Kernel Gaussian 

 

 

Estimator Nadaraya-Watson pada persamaan (2.3) didefinisikan sebagai berikut: 

 ̂(  )  
∑   
   (

     
 

)   

∑   
   (

     
 

)

 

Dengan  ̂(  ) adalah penduga  m(xi), K(.) adalah fungsi kernel, dan h adalah 

parameter pemulus (bandwidth). Pada penelitian ini fungsi kernel K yang 

digunakan adalah fungsi Kernel Gaussian yang didefinisikan sebagai berikut: 

K(x) = 
 

√  
  

 

 
  

 ;        (2.6) 

 

Maka  akan diperoleh,  

 ̂(  )  
∑   
   (

     
 

)   

∑   
   (

     
 

)

 

 ̂(  )  
∑

 

√  
  

 
 
 
(
     

 
)

 

  
 
    

∑
 

√  
  

 
 
 
(
     

 
)

 

 
   

       (2.7) 

 

 ̂(  )  ∑   (  )  

 

   

 

 

Sehingga  ̂      dimana 

   (  )  

 

√  
  

 
 
 
(
     

 
)

 

∑
 

√  
  
 
 
 
(
     

 
)

 

 
   

  (2.8) 

 

 



11 
 

Persamaan (2.7) merupakan penduga Nadaraya-Watson dengan menggunakan 

Kernel Gaussian. Sedangkan, Matriks W pada persamaan (2.8) disebut juga 

dengan Hat Matrix berukuran nxn dari penduga m(xi) pada metode Nadaraya-

Watson. 

 

 

2.7 Bandwidth Optimal 

 

 

Bandwidth (h) adalah parameter pemulus yang berfungsi untuk mengontrol 

kemulusan dari kurva yang diestimasi. Bandwidth yang terlalu kecil akan 

menghasilkan kurva yang under-smoothing yaitu sangat kasar dan sangat 

fluktuatif, sebaliknya bandwidth yang terlalu besar akan menghasilkan kurva yang 

over-smoothing yaitu sangat mulus, tetapi tidak sesuai dengan pola data, maka 

dari itu perlu dipilih bandwidth yang optimal (Hardle, 1991). Dalam prakteknya, 

pemilihan bandwidth biasanya dilakukan dengan cara trial and error. Silvermen 

(1986), memberikan lebar jendela (bandwidth) dengan rumus sebagai berikut: 

          {  
   

    
}         (2.9) 

dengan,   √
 

   
∑ (    ̅)  
     IQR adalah Inter Quartil Range (jangkauan antar 

quartil=Q3-Q1), dan n adalah banyaknya data. 

 

Untuk menghasilkan kurva optimal diperlukan bandwidth yang optimal. Metode 

untuk mendapatkan h optimal dapat diperoleh dengan menggunakan Generalized 

Cross Validation (GCV) yang didefinisikan sebagai berikut: 

   ( )  
   

.  
      ( )

 
/
     (2.10) 
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dengan      
 

 
∑ (    ̂(  ))

  
    dan W adalah hat matriks berukuran nxn 

yang memenuhi , ̂(   )  ̂(   )    ̂(   )-
      (Persamaan 2.8). Nilai 

bandwidth optimal akan diperoleh jika menghasilkan nilai Generalized Cross 

Validation minimal (Craven and Wahba, 1979). 

 

 

2.8 Kelayakan Model 
 

 

Kebaikan suatu penduga dapat dilihat dari tingkat kesalahannya. Semakin kecil 

tingkat kesalahan suatu pendugaan maka semakin baik estimasinya. Menurut 

Chaterjee (2006), kriteria untuk menentukan estimator terbaik dalam model 

regresi antara lain dengan melihat nilai Mean Square Error (MSE) dan nilai 

koefisien determinasi R-Square (R
2
).  MSE didefinisikan sebagai berikut : 

     
 

 
∑ (    ̂ )

  
      (2.11) 

Sedangkan koefisien determinasi didefinisikan sebagai berikut : 

   
   

   
 

∑ ( ̂   ̅)
  

   

∑ (    ̅)
  

   

   (2.12) 

   adalah data variabel respon ke-i,   adalah mean data variabel respon, sedangkan 

 ̂ adalah nilai hasil estimasi variabel respon ke-i. Sum of Square Regression (SSR) 

adalah jumlah kuadrat simpangan hasil dugaan terhadap rata-rata variabel respon, 

sedangkan Sum of Square Total (SST ) adalah jumlah kuadrat simpangan variabel 

respon. SSR berfungsi untuk mengukur kualitas variabel prediktor sebagai 

prediktor variabel respon. Sehingga, koefisien determinasi dapat diartikan sebagai 

proporsi keragaman total variabel respon yang diukur oleh variabel prediktor.  

Nilai koefisien determinasi adalah diantara nol dan satu. Nilai     yang kecil 

berarti kemampuan variabel-variabel prediktor dalam menjelaskan variasi variabel 
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respon amat terbatas. Nilai yang mendekati satu berarti variabel-variabel prediktor 

memberikan hampir semua informasi yang dibutuhkan untuk memprediksi 

variansi variabel respon. 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2018/2019 di 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, 

Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Data Penelitian 

 

 

Data yang digunakan dalam  penelitian ini adalah data bangkitan menggunakan 

aplikasi R  dengan variabel bebas (x) berdistribusi uniform (1,3) sebanyak 30 data 

dan variabel tak bebas (y) diperoleh dari  fungsi            ,dengan galat 

1.     (   ), galat normal dengan               

2.     (     ), galat normal dengan                 

3.        (   )       pencilan dari N(5,1). 

4.     (    )  
 

 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

 

Penelitian ini menggunakan metode estimator Nadaraya-Watson dengan fungsi 

Kernel Gaussian. Penentuan bandwith (h) dilakukan dengan melihat Generalized 
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Cross Validation (GCV) minimum. Data diolah menggunakan Aplikasi R  dan 

minitab 16.  Langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Membangkitkan data variabel (x) dan variabel (y). 

2. Membuat diagram pencar antara variabel (x) dan variabel (y). 

3. Menentukan h optimal metode Nadaraya-Watson dengan fungsi Kernel 

Gaussian menggunakan GCV minimum. 

4. Melakukan estimasi kurva regresi nonparametrik menggunakan  metode 

Nadaraya-Watson kernel Gaussian dengan h optimal dari GCV yang 

diperoleh. 

5. Menguji kebaikan model dengan menghitung R
2
. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

Berdasarkan hasil penelitian dapat diambil kesimpulan bahwa estimasi kurva 

regresi nonparamertik menggunakan metode Nadaraya-Watson pada fungsi linear 

tidak dipengaruhi distribusi galat.  Metode Nadaraya-Watson dengan fungsi 

Kernel Gaussian dapat digunakan untuk mengestimasi kurva regresi pada fungsi 

linear yang memiliki galat berdistribusi  normal dan galat berdistribusi tidak 

normal. 
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