
 

 

 

 

 

 

ESTIMASI KURVA REGRESI NONPARAMETRIK MENGGUNAKAN 

SPLINE TRUNCATED 

 

( Skripsi ) 

 

 

 

 

 

 

 

Oleh 

 

M. RISKI MULTAZAM 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

JURUSAN MATEMATIKA 

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS LAMPUNG 

BANDAR LAMPUNG 

2019



 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

THE ESTIMATION OF NONPARAMETRIC REGRESSION CURVES 

USING SPLINE TRUNCATED 

 

 

By 

 

M. Riski Multazam 

 

 

 

 

The purpose of this research is to find out whether the spline truncated method 

depends on the distribution of error.  Simulation data from trigonometry function 

with different error distribution are used.  The result of this research shows that 

the distribution of error affected the estimation of spline truncated function.  The 

spline function is estimated better when error is normally distributed than 

nonnormally distributed. 
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ABSTRAK 

 

ESTIMASI KURVA REGRESI NONPARAMETRIK MENGGUNAKAN 

SPLINE TRUNCATED 

 

 

Oleh 

 

M. Riski Multazam 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui apakah metode spline 

truncated bergantung pada distribusi galat.  Simulasi data dari fungsi trigonometri 

dengan menggunakan distribusi galat yang berbeda.  Hasil dari penelitian ini 

menunjukkan bahwa distribusi galat memengaruhi estimasi spline truncated.  

Fungsi spline diperkirakan lebih baik ketika galat berdistribusi normal 

dibandingkan galat berdistribusi tidak normal. 

 

Kata kunci: Regresi Nonparametrik, Spline Truncated, Galat. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1. Latar Belakang dan Masalah 

 

Analisis regresi merupakan metode statistika yang digunakan untuk mengetahui 

hubungan antara variabel respon (dependen) dengan variabel prediktor 

(independen).  Pendekatan regresi dapat dilakukan dengan tiga pendekatan antara 

lain pendekatan parametrik, semiparametrik, dan nonparametrik.  Pendekatan 

parametrik dilakukan apabila bentuk kurva diketahui  sedangkan pendekatan 

nonparametrik dilakukan apabila bentuk kurva tidak diketahui. Pendekatan 

semiparametrik dilakukan apabila sebagian bentuk kurva diketahui dan sebagian 

tidak diketahui.  Pendekatan parametrik sering dilakukan dikarenakan kemudahan 

dalam estimasinya, tetapi pendekatan parametrik terikat asumsi-asumsi yang 

sangat kaku dan ketat, bentuk kurva diketahui dan residual berdistribusi normal, 

homoskedasitas, serta tidak terjadi korelasi antar residual.  Jika suatu 

permasalahan dimodelkan menggunakan pendekatan parametrik namun asumsi-

asumsinya tidak terpenuhi maka model tersebut akan menjadi bias untuk 

digunakan. 

 

Sementara itu, pendekatan nonparametrik tidak memerlukan asumsi-asumsi yang 

terikat seperti pendekatan parametrik.  Pendekatan nonparametrik memiliki 

fleksibelitas yang tinggi karena tidak mengasumsikan bentuk kurva regresi.  
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Kurva diharapkan dapat mengestimasi sendiri bentuk kurva berdasarkan sebaran 

data dengan memerhatikan metode kemulusan (smooth) kurva tersebut.  Ada 

beberapa metode pemulusan yang dapat dilakukan pada pendekatan 

nonparametrik yaitu deret fourier, kernel, dan spline.  Diantara metode-metode 

pendekatan nonparametrik tersebut, Budiantara (2009) menyebutkan bahwa spline 

merupakan metode yang mempunyai  interpretasi statistik dan interpretasi visual 

yang sangat khusus dan sangat baik.  Spline mempunyai keunggulan dalam 

mengatasi pola data yang menunjukkan naik/turun yang tajam dengan bantuan 

titik knot.  Titik knot merupakan titik perpaduan bersama dimana terjadi pola 

perubahan perilaku kurva pada interval yang berbeda.  Spline sangat dipengaruhi 

oleh parameter pemulus ( ) yang optimal untuk menduga bentuk kurva.   

 

Pemilihan   optimal pada hakekatnya merupakan pemilihan lokasi dan jumlah 

titik knot.  Akibatnya, pemilihan   optimal merupakan hal yang sangat penting 

dalam pendekatan nonparametrik.  Salah satu metode pemilihan jumlah titik knot 

optimal adalah menggunakan metode Generalized Cross Validation (GCV). 

 

Dalam penelitian ini akan membahas tentang estimasi kurva regresi 

nonparametrik menggunakan spline truncated pada beberapa kondisi galat yang 

berbeda berdasarkan nilai GCV. 

 

1.2. Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui apakah estimasi spline 

truncated bergantung pada galat dan kondisi galat seperti apa yang memberikan 

performa baik dalam estimasi pada spline truncated. 
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1.3. Manfaat Penelitian 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah : 

1. Menambah pengetahuan tentang regresi nonparametrik spline truncated. 

2. Menambah pengetahuan penentuan jumlah titik knot optimal regresi 

nonparametrik spline truncated berdasarkan GCV. 

3. Memperoleh kurva penduga spline truncated terbaik berdasarkan nilai   . 

 

 



 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

  

2.1.  Analisis Regresi 

 

Analisis regresi merupakan suatu analisis statistika yang digunakan untuk 

mengetahui pola hubungan antara variabel prediktor dan variabel respon.  Secara 

umum regresi memiliki bentuk fungsi sebagai berikut. 

 

    (  )     ,    i = 1, 2, …, n.       (2.1) 

 

Dengan    adalah variabel respon sedangkan fungsi  (  ) merupakan kurva 

regresi dengan    sebagai variabel prediktor dan    adalah galat yang diasumsikan 

berdistribusi normal (0,  ) (Drapper & Smith, 1992). 

 

 

2.2. Regresi Nonparametrik 

 

Regresi nonparametrik merupakan salah satu pendekatan yang digunakan untuk 

mengetahui pola hubungan antara variabel penjelas dan variabel respon yang tidak 

diketahui kurva regresinya.  Pendekatan nonparametrik memiliki fleksibelitas 

yang tinggi karena tidak mengasumsikan bentuk kurva regresi. Dalam hal ini, 

kurva diharapkan dapat mengestimasi sendiri bentuk kurva berdasarkan sebaran 

data dengan memerhatikan sifat kemulusan (smooth) kurva tersebut.   
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Secara umum model regresi nonparametrik adalah : 

 

    (  )     ,    i = 1, 2, …, n.   (2.2) 

 

Dengan    adalah variabel respon dan    merupakan galat yang berdistribusi 

normal, mean nol dan varian    (0,  ) (Wahba, 1990).  Dalam hal ini,  (  ) 

hanya diasumsikan termuat dalam suatu ruang fungsi tertentu, dimana pemilihan 

ruang fungsi tersebut biasanya termotivasi oleh sifat kemulusan (smooth) yang 

dimiliki oleh fungsi  (  ) tersebut (Herawati, 2011). 

 

 

2.3. Regresi Spline Truncated 

 

 

Hardle (1990) dan Wahba (1990) menyarankan penggunaan regresi spline sebagai 

alternatif pendekatan nonparametrik. Spline merupakan potongan (truncated) 

polinomial tersegmen yang kontinu dan memiliki sifat fleksibilitas, sehingga 

mampu mengatasi pola data yang menunjukkan naik atau turun yang tajam 

dengan bantuan titik-titik knot, serta kurva yang dihasilkan relatif mulus.  Titik 

knot adalah titik perpaduan bersama dari potongan-potongan tersebut atau titik 

yang menunjukkan terjadinya perubahan-perubahan perilaku kurva pada interval-

interval yang berbeda.   Titik knot diambil pada selang         , dimana   

adalah nilai minimum dan   adalah nilai maksimum suatu data. 

 

Wu & Zang (2006), menuliskan secara umum fungsi spline berorde m adalah 

sembarang fungsi yang dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut : 

 

 ( )  ∑     
 
 ∑       (     ) 

    
   

   
      (2.3) 
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dengan fungsi truncated: 

 

(    ) 
    {

(    )
        

                       
 

 

   dan        adalah parameter ,   *          + adalah titik knot,  ( ) 

adalah fungsi regresi, dan   adalah variabel prediktor, serta (    ) 
    

merupakan fungsi potongan polinomial tersegmen yang kontinu. 

 

Apabila diberikan model nonparametrik : 

 

    (  )    ,       i = 1, 2, …, n. 

 

dimana adalah    galat acak dengan mean nol dan varians    . Maka, bentuk 

umum regresi spline keluarga polinomial truncated orde ke-𝑚 dengan satu 

prediktor adalah 

 

   ∑     
 
 ∑       (     ) 

    
   

   
      .      (2.4) 

 

 

Dimana   adalah parameter, m adalah orde dengan j=0,1,2,…,m-1, dan K adalah 

titik knot dengan k=1,2,3,…,r dan  i = 1, 2, …, n adalah banyaknya pengamatan. 

 

2.4. Estimasi Parameter Regresi Nonparametrik Spline Truncated 

 

Hidayat (2017) melakukan suatu kajian dengan kurva regresi f  dihampiri dengan 

fungsi spline f dengan titik knot K untuk mendapatkan estimator spline.  Dalam 

bentuk matriks disajikan sebagai berikut: 

 

[

  
  
 
  

]  [

 (  )
 (  )
 

 (  )

]  [

  
  
 
  

] 
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Apabila model regresi spline disajikan dalam bentuk matriks, diperoleh: 

[

  
  
 
  

]  

[
 
 
 
      

   

      
   

 
 

 
  

            
   

   

(     ) 
   (     ) 

    (     ) 
   

(     ) 
   (     ) 

    (     ) 
   

 
(     ) 

   
 

(     ) 
   

                          
 (     ) 

   ]
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
 

    
 (   )  
 (   )  

 
 (   )  ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 [

  
  
 
  

] 

atau dapat ditulis dengan 

 ̃   ,          - ̃   ̃     (2.5) 

 

Selanjutnya, estimasi parameter  ̃  , 
 
  
 
  

𝑚 
 
𝑚   

 
𝑚  

   
𝑚  

-
 
diperoleh 

melalui metode kuadrat terkecil, yaitu dengan meminimumkan jumlah kuadrat 

galat sebagai berikut: 

   
 ̃  

     { ̃  ̃}     
 ̃  

     
([

  
  
 
  

]

 

[

  
  
 
  

])  

   
 ̃  

     { ̃  ̃}     
 ̃  

     
*,, ̃   ,          - ̃-

 
,[ ̃   ,          - ̃-]+  

 

Dengan penyajian matriks diberikan sebagai berikut: 

∑   
   

    ̃  ̃  

 (, ̃   ,          - ̃-
 
,[ ̃   ,          - ̃])  

 (, ̃   , - ̃-
 
[ ̃   , - ̃ ])  

  ̃  ̃    ̃   , - ̃   ̃   , - , - ̃       (2.6) 

 

Kemudian, persamaan (2.8) diturunkan terhadap vektor  ̃ dan disamakan dengan 

nol, maka diperoleh: 

 ( ̃  ̃)

  ̃ 
 
 ( ̃  ̃   ̃   , - ̃  ̃   , - , - ̃)

  ̃ 
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 ̃̂  (  , - , -)
  
  , - ̃        (2.7) 

dengan,  

 , -   ,          -  

 [

      
 

      
 

 
 

 
  

        
   

 

(     ) 
 (     ) 

  (     ) 
 

(     ) 
 (     ) 

  (     ) 
 

 
(     ) 

 
 

(     ) 
 

                      
 (     ) 

 

]  

 

 

2.5. Estimasi Kurva Regresi Nonparametrik Spline Truncated 

 

 

Setelah didapatkan estimasi parameter seperti pada persamaan (2.7), maka 

estimasi titik kurva regresi nonparametrik spline truncated dapat diperoleh dengan 

mensubstitusikan persamaan (2.7) ke dalam persamaan (2.8).  Akibatnya, estimasi 

untuk kurva regresi spline truncated dengan knot λ diberikan oleh: 

 ̂, -(  )   ̂̃, -(  )   , - ̂̃     (2.8) 

  ̂̃, -(  )   , -( 
 , - , -)    , - ̃    

Sehingga diperoleh: 

 ̂̃, -(  )   , - ̃      (2.9) 

dengan,  , -   , -(  , - , -)    , -  dan  , - adalah matriks dari model 

yang bergantung pada titik knot dan    ,          -
  merupakan titik knot. 

 

2.6. Pemilihan Banyaknya Titik Knot Optimal 

 

Menurut Eubank (1988), pemilihan   optimal pada hakekatnya merupakan 

pemilihan lokasi dan banyaknya titik knot.  Dalam regresi nonparametrik spline 

sangat penting untuk menentukan banyaknya titik knot optimal,  Wan (2000) 
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menyebutkan bahwa strategi untuk memilih banyaknya titik knot dengan 

menggunakan titik knot yang relatif sedikit. Menurut Lee (2005) alasan atau 

pertimbangan tersebut berkenaan dengan pemilihan model secara statistika 

dimana pemilihan titik knot haruslah yang terbaik dan lebih mengarah pada 

kesederhanaan (parsimony) model .  Jika diperoleh titik knot optimal maka 

diperoleh fungsi spline terbaik.  Budiantara (2006) menyebutkan metode yang 

dapat digunakan untuk memilih jumlah titik knot optimal adalah dengan 

menggunakan metode Generalized Cross Validation (GCV). 

 

Menurut Wu & Zang (2006), metode GCV dapat dituliskan sebagai berikut 

 

GCV[ - =
   ∑ (  

 
   ̂, -(  ))

 

(         [   , -]) 
      (2.10) 

 
dengan  , -   , -(  , - , -)    , -.  Selanjutnya, titik knot optimal dipilih 

dengan cara meminimumkan nilai GCV[ -. 

 

2.7. Ukuran Kebaikan Model dari Titik Knot Optimal 

 

Salah satu tujuan analisis regresi adalah mendapatkan model terbaik yang mampu 

menjelaskan hubungan antara variabel prediktor dengan variabel respon.  

Kebaikan suatu penduga dapat dilihat dari tingkat kesalahannya. Semakin kecil 

tingkat kesalahan suatu pendugaan maka semakin baik estimasinya. 

 

Menurut Chatterjee (2006), kriteria untuk mentukan estimator terbaik dalam 

model regresi adalah nilai Mean Square Error (MSE) dan nilai koefisien 

determinasi R-Square (  ).  Gujarati (2003) menyatakan besaran nilai    tidak 
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pernah negatif dan batasannya adalah       .  Jika nilai    semakin besar 

atau mendekati nilai satu maka semakin baik pula model yang didapatkan. 

MSE didefinisikan sebagai berikut: 

 

    
 

 
∑ (    ̂)

  
      (2.11) 

MSE sangat baik dalam memberikan gambaran terhadap seberapa konsisten 

model yang dibangun. Dengan meminimalkan nilai MSE, berarti meminimalkan 

varian model.  Model yang memiliki varian kecil mampu memberikan hasil yang 

relatif lebih konsisten untuk seluruh data input dibandingkan dengan model 

dengan varian besar (MSE besar). 

 

Sedangkan koefisien determinasi didefinisikan sebagai berikut: 

 

   
   

   
 
∑ ( ̂   ̅)

  
   

∑ (    ̅)
  

   

.   (2.12) 

Dimana,    adalah data variabel respon ke-i,  ̅ adalah mean data variabel respon, 

sedangkan  ̂  adalah nilai hasil estimasi variabel respon ke-i.  Sum of Square 

Regression (SSR) adalah jumlah kuadrat simpangan hasil dugaan terhadap rata-

rata variabel respon. Sedangkan Sum of Square Total (SST ) adalah jumlah 

kuadrat simpangan variabel respon.  SSR berfungsi untuk mengukur kualitas 

variabel prediktor sebagai prediktor variabel respon.  Sehingga, koefisien 

determinasi dapat diartikan sebagai proporsi keragaman total variabel respon yang 

diukur oleh variabel prediktor. 

 

Ghazali (2006) menjelaskan masalah yang terjadi jika melakukan pengujian 

dengan menggunakan    adalah jika variabel bebasnya lebih dari satu maka nilai 

   akan bertambah besar.  Pengujian dengan adjusted R-Square secara obyektif 
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melihat pengaruh penambahan variabel bebas, apakah variabel tersebut mampu 

memperkuat variasi penjelasan variabel terikat. 

Adapun perhitungan nilai adjusted R-Square adalah sebagai berikut:  

adjusted R-Square =   (    ) .
   

   
/   (2.13) 

dengan n adalah banyaknya data observasi dan p banyaknya variabel independen. 



 

 

 
 
 
 
 

  

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

  

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019 di 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Lampung. 

 

 

3.2. Data Penelitian 

 

 

Data penelitian berasal dari simulasi dengan membangkitkan data variabel 

prediktor     yang berdistribusi Uniform [0,3] sebanyak 100 pengamatan.  Data 

pada selang [0,3] dibangkitkan agar diperoleh sebaran data yang dapat 

menggambarkan bentuk fungsi sinus maupun cosinus secara jelas.  Sementara itu, 

data variabel respon (y) diperoleh dari persamaan:  

1.              

2.            . 

 

Pada penelitian ini, galat yang dibangkitkan adalah berdistribusi normal dan tidak 

normal (mengandung pencilan) agar diperoleh informasi apakah spline truncated 

baik dalam mengestimasi data pada kondisi galat tersebut. 
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Dengan     yang berdistribusi: 

a.            

b.          

c.            

d.                         

e.                      . 

 

3.3. Metode Penelitian 

 

 

Dalam penelitian ini akan dilakukan perbandingan pendugaan kurva regresi secara 

teoritik dan secara visual.  Secara teoritik akan dibandingkan nilai koefisien 

determinasi (  ) dan MSE pada setiap model yang didapatkan, sedangkan secara 

visual akan dibandingkan sebaran data bangkitan dengan kurva penduganya.  

Model yang bersifat parsimoni (sederhana) diharapkan sudah mampu menduga 

sebaran data dengan baik.  Pada penelitian ini akan dilakukan iterasi dalam 

menentukan banyaknya titik knot dan orde yang digunakan untuk memperoleh 

kurva penduga dengan cara meminimumkan nilai generalized cross validation 

(GCV).  Banyaknya titik knot yang dicobakan adalah satu, dua, dan tiga knot pada 

model regresi spline truncated orde 2 (linier), orde 3 (kuadratik), dan orde 4 

(kubik) . 

 

Adapun langkah-langkah pada penelitian ini sebagai berikut: 

1. Membangkitkan data dengan satu variabel prediktor dan respon. 

Data variabel prediktor     yang berdistribusi Uniform [0,3] dibangkitkan  

sebanyak 100 pengamatan dan dipetakan oleh fungsi: 
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1. f(x) = sin(4x) 

2. f(x) = cos (4x). 

Kemudian membangkitan    yang berdistribusi: 

a.            

b.          

c.            

d.                         

e.                      . 

Sehingga  diperoleh data variabel respon     melalui persamaan: 

1.              

2.             .  

3. Membuat diagram pencar antara variabel prediktor dengan variabel respon 

yang telah dibangkitkan untuk melihat pola sebaran data. 

4. Membentuk model regresi spline truncated pada orde 2, orde 3, dan  orde 4 

untuk kemungkinan banyaknya knot adalah satu, dua, dan tiga knot 

berdasarkan nilai GCV. 

5. Membandingkan kurva penduga pada beberapa kondisi galat yang berbeda. 

6. Memilih model regresi spline truncated terbaik berdasarkan nilai MSE 

terkecil dan    terbesar. 

7. Membuat interpretasi dan kesimpulan. 



 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya 

maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 

1. Estimasi kurva spline truncated bergantung pada galat.  Estimasi kurva spline 

truncated pada galat berdistribusi normal lebih baik dibandingkan pada galat 

yang mengandung pencilan baik pada fungsi sin (4x) maupun fungsi cos (4x). 

2. Estimasi kurva spline truncated pada galat berdistribusi normal dengan varian 

yang kecil memberikan performa sangat baik bagi kurva estimasi untuk 

mendekati garis fungsi aslinya pada fungsi sin (4x) maupun fungsi cos (4x). 
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