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Bilangan Fibonacci, bilangan Lucas, bilangan Pell, dan bilangan Pell-Lucas 

adalah contoh paling menonjol dari barisan rekursif. Penulis menyelidiki sifat 

umum dari barisan bilangan yang memungkinkan representasi eksplisit dalam 

suku-suku perkalian. Selanjutnya diperoleh bahwa bilangan tersebut membentuk 

semua himpunan barisan bilangan yang memiliki identitas rekursif serupa. Dan 

menerapkan identitas yang diperoleh untuk himpunan kekuatan barisan dan 

himpunan bilangan Pochhammer, menemukan dan menggeneralisasi relasi 

rekursif yang diketahui. Dan mempelajari kasus khusus himpunan bilangan 

Fibonacci yang diperumum, dan menyajikan rekursi umum dan identitas yang 

menghubungkan barisan ini. 

 

 

Kata Kunci : Representasi perkalian, Bilangan Fibonacci, Bilangan Pell, 

Bilangan Pocchammer, identitas rekursif   



 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

ON THE PRODUCT REPRESENTATION OF NUMBER SEQUENCES, 

WITH APPLICATION TO THE FAMILY OF GENERALIZED 

FIBONACCI NUMBERS 

 

 

 

By 

 

 

HILYATUSH SHOLIHAH 

 

 

 

 

It is well known that Fibonacci numbers, Lucas numbers, Pell numbers, and Pell-

Lucas numbers are the most prominent examples of recursive sequences. The 

author investigate the general properties of number sequences which allow 

explicit representation in terms of products. And find that such sequences form 

whole families of number sequences sharing similar recursive identities. Applying 

the proposed identities to power sequences and the sequence of Pochhammer 

numbers, and recover and generalize known recursive relations. And restricting to 

the cosine of fractional angles, and study the special case of the family of k-

generalized Fibonacci numbers, and present general recursions and identities 

which link these sequences. 

 

 

Keywords : Product representation, Fibonacci number, Pell number, Pochhammer 

number, recursive identity.  
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Pada dasarnya ilmu-ilmu yang dipelajari pada jenjang sekolah sampai dengan 

jenjang perkuliahan itu diawali dari ilmu matematika. Ilmu matematika adalah 

ilmu yang spesial karena ilmu matematika tidak pernah lepas dari kehidupan 

sehari-hari, seperti di pasar, sekolah, kantor maupun di rumah. Karena itu, 

matematika menjadi ilmu yang menarik untuk dipelajari dan diteliti disebabkan 

luasnya bahasan yang melingkupinya dan segala keunikan di dalamnya. Seperti 

contohnya yaitu bilangan. 

Tak dapat dipungkiri bahwa dalam praktek kehidupan sesungguhnya, manusia 

tidak akan bisa terlepas dari bilangan. Bilangan menjadi aspek yang selalu muncul 

dalam ilmu kehidupan, sains, teknologi, ekonomi serta yang lainnya. Walaupun 

awal munculnya bilangan dipergunakan untuk mengingat jumlah, namun pada 

perkembangannya para pakar matematika menambahkan pembendaharaan simbol 

dan kata yang tepat untuk mendefinisikan bilangan. 

Banyak jenis-jenis bilangan yang sering dijumpai dalam matematika. Misalkan 

bilangan real, bilangan rasional, bilangan cacah, bilangan asli, bilangan kompleks 
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dan lain sebagainya. Bilangan-bilangan tersebut dapat membentuk pola barisan 

bilangan, baik itu bilangan geometri maupun bilangan aritmetika.  

Salah satu bahasan yang akan penulis teliti yaitu bilangan Fibonacci. Barisan 

bilangan Fibonacci ditemukan oleh seorang ahli matematika berkebangsaan Italia 

yaitu Leonardo Pisano dikenal juga dengan nama Fibonacci. Ia adalah seorang 

matematikawan terbesar pada abad pertengahan yang lahir di Pisa, Italia sekitar 

tahun 1170. Meskipun lahir di Pisa, tetapi ia banyak menyerap ilmu pengetahuan 

dari orang-orang timur, karena ia ikut ayahnya yang bekerja di Aljazair.  

Barisan yang ditemukan Fibonacci disebut dengan barisan bilangan Fibonacci. 

Barisan Fibonacci adalah barisan bilangan yang bentuknya unik dan mudah 

dikenali. Suku pertama barisan ini adalah 1, begitu pula dengan suku ke-2. Suku 

berikutnya merupakan penjumlahan 2 suku sebelumnya. Barisan bilangannya 

yakni seperti berikut : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, … dst. 

Barisan ini diperoleh Fibonacci dari pengamatannya terhadap perkembangbiakan 

dipeternakan kelinci. Dan yang membuat bilangan Fibonacci ini menjadi menarik 

yaitu, jika dilakukan pembagian salah satu bilangan dengan satu bilangan 

setelahnya maka hasil yang didapatkan adalah sama yaitu nilai decimal 0,61 

(dengan pembulatan), inilah yang disebut dengan rasio emas. Yang 

mencengangkan, aplikasi bilangan Fibonacci ini muncul secara nyata di alam, 

contohnya adalah jumlah kelopak bunga Aster, inti bunga matahari, kepakan 

sayap kupu-kupu dan beberapa contoh lainnya. 
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Pada penelitian kali ini penulis merepresentasikan perkalian barisan bilangan 

dengan aplikasi untuk bilangan Fibonacci diperumum dan manyajikan beberapa 

generalisasinya. 
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1.2 Tujuan Penelitian 

 

Tujuan dilakukannya penelitian ini yaitu : 

1. Mengkaji dan menyelidiki sifat umum dari barisan bilangan      dalam 

himpunan bilangan tertentu pada relasi rekursif linear antara barisan individu. 

2. Mengkaji himpunan bilangan Fibonacci yang diperumum. 

3. Mengkaji kasus khusus dari himpunan bilangan Fibonacci yang diperumum. 

4. Menyajikan rekursi umum dan identitas yang menghubungkan antar barisan.  

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah : 

1. Memahami sifat-sifat umum dari barisan bilangan      dalam himpunan 

bilangan tertentu. 

2. Menambah wawasan tentang himpunan bilangan Fibonacci yang diperumum. 

3. Mengembangkan pengetahuan tentang bilangan Fibonacci yang diperumum. 

4. Memahami tentang rekursi umum dan identitas yang menghubungkan antar 

bilangan.  

5. Memberikan sumbangan pemikiran dalam rangka memperluas dan 

memperdalam ilmu matematika khususnya tentang bilangan Fibonacci. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Himpunan 

 

Definisi 2.1.1 (Himpunan) 

 

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang terdefinisi dengan jelas. Objek-

objek yang termasuk dalam suatu himpunan disebut unsur atau anggota 

himpunan. (Abdussakir, 2006) 

 

Definisi 2.1.2 (Bilangan Asli) 

 

Himpunan bilangan asli atau bilangan bulat positif dinotasikan dengan N. Berikut 

adalah himpunan bilangan asli {1, 2, 3, …} (Abdussakir, 2006). 
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Definisi 2.1.3 (Bilangan Bulat) 

 

Himpunan bilangan bulat termasuk bilangan real, dinotasikan dengan Z.  berikut 

adalah himpunan bilangan bulat {…, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, …} (Lipschutz, 1981). 

 

Definisi 2.1.4 (Bilangan Bulat) 

 

Jika n bilangan bulat, maka n didefinisikan tunggal sehingga   (  )  (  )  

   . Himpunan bilangan bulat adalah gabungan himpunan bilangan cacah dan 

himpunan bilangan asli sehingga untuk setiap bilangan bulat n berlaku   

(  )  (  )     . Jadi himpunan bilangan bulat dapat ditulis dalam bentuk 

daftar sebagai Z. (Sukirman, 2005) 

 

Definisi 2.1.5 (Sifat Bilangan Bulat) 

 

Sifat yang berlaku dalam himpunan bilangan bulat yaitu : 

1. Sifat tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian         , 

maka:  

Ada dengan tunggal        

Ada dengan tunggal        
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2. Sifat komutatif terhadap operasi penjumlahan dan perkalian         , 

maka : 

          

          

3. Sifat assosiatif penjumlahan dan perkalian           , maka : 

  (   )  (   )    

  (    )  (   )    

4. Sifat distributif kiri kanan perkalian pada penjumlahan            maka: 

  (   )          

(   )            

5. Ketunggalan invers penjumlahan      , ada elemen       dinamakan 

invers penjumlahan dari a. 

6. Ada elemen identitas penjumlahan       , ada elemen 0 dalam Z 

sehingga          , 0 dinamakan elemen identitas penjumlahan. 

7. Ada elemen identitas perkalian      , ada dengan elemen 1 dalam Z 

sehingga            , 1 dinamakan elemen identitas perkalian. 

8. Perkalian dengan nol,      , maka : 

            

(Sukirman, 2005). 
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Definisi 2.1.6 (Bilangan Rasional) 

 

Himpunan bilangan rasional termasuk bilangan real yang dapat dituliskan sebagai 

rasio dari dua bilangan bulat. Bilangan rasional dinotasikan dengan Q, dan 

dirumuskan sebagai berikut :  

  *     
 

 
                   + 

(Lipszchutz, 1981). 

 

Contoh : 

 

5 = 
 

 
. 

 dengan demikian Z himpunan bagian dari Q. 

 

Definisi 2.1.7 (Bilangan Irasional) 

 

Himpunan bilangan real yang tidak dapat dinyatakan sebagai 
 

 
 dengan a, b  Z 

dan b ≠ 0 disebut himpunan bilangan irasional. Bilangan √  √   dan √  adalah 

contoh bilangan irrasional. (Abdussakir, 2006) 
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Definisi 2.1.8 (Bilangan Kompleks) 

 

Bilangan kompleks didefinisikan sebagai pasangan berurut (   ) dari bilangan 

real yang dapat diinterpretasikan sebagai suatu titik di bidang kompleks. Karena 

bilangan real x dinyatakan sebagaik titik (   ) pada sumbu real, maka himpunan 

bilangan real merupakan subhimpunan dari himpunan bilangan kompleks. 

Bilangan kompleks dalam bentuk (   ) merujuk pada titik di sumbu y dan 

disebut bilangan imajiner asli. Sumbu y yang dimaksud adalah sumbu imajiner 

dalam bidang kompleks. Bilangan kompleks (   ) didefinisikan sebagai berikut : 

  (   )      , 

(Brown & Churchill, 2004) 

 

Definisi 2.1.9 (Bilangan Imajiner) 

 

Bilangan real x dan y disebut bagian real dan imajiner dari z, maka dapat ditulis 

   ( )          ( )    

(Brown & Churchill, 2004) 
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Definisi 2.1.10 (Sifat Bilangan Kompleks) 

 

Sifat dari bilangan kompleks yaitu : 

1. Jika    (     ) dan    (     ) maka hasil penjumlahan dan perkalian 

dari    dan    didefinisikan sebagai berikut :  

      (     )  (     )  (           )  

     (     )(     )  (                    )  

2. Jika        
    dan        

    maka hasil perkalian    dan    

didefinisikan sebagai berikut  

         
       

          
              

 (     ) 

(Brown & Churchill, 2004) 

 

Lemma 2.1.11 

 

Untuk sebuah bilangan kompleks        maka  

√     4
√   

√ 
       ( )

√   

√ 
5  

dengan   √      dan 

(2.1.1) 
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   ( )  {

      
     
     

  

(Abramowitz & Stegun, 1972) 

 

Bukti : 

 

Karena       maka persamaan berikut berlaku 

4
√   

√ 
5

 

 
   

 
 

4
√   

√ 
5

 

 
   

 
 

berdasarkan persamaan (2.1.2) dan persamaan (2.1.3) diperoleh 

√   

√ 

√   

√ 
 

√     

 
 

   

 
 

sehingga 

4
√   

√ 
  

√   

√ 
5

 

        

untuk     

4
√   

√ 
  

√   

√ 
5

 

      

(2.1.2) 

(2.1.3) 
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untuk     

4
√   

√ 
  

√   

√ 
5

 

      

maka terbukti  

√     4
√   

√ 
       ( )

√   

√ 
5 

dengan  

   ( )  {

      
     
     

 

 

Lemma 2.1.12 

 

Untuk suatu bilangan kompleks        maka  

 

√    
 4

√          ( )√   

√ 
5 

dengan   √      dan 

   ( )  {

      
     
     

  

(Abramowitz & Stegun, 1972) 

 

■ 



13 
 

Bukti : 

 

Berdasarkan Lemma 2.1.11 diperoleh 

√     (√
   

 
       ( )√

   

 
) 

maka 

 

√    
 

 

4√
   
        ( )√

   
 5

4√
   
        ( )√

   
 5

4√
   
        ( )√

   
 5

 

                           

4√
   
        ( )√

   
 5

   
  

   
 

 

                           

4√
   
        ( )√

   
 5

 
 

√ 

√ 
 

                            
(√          ( )√   )

√  
 

terbukti bahwa  

 

√    
 

(√          ( )√   )

√  
 

dengan  

■ 
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   ( )  {

      
     
     

  

 

Lemma 2.1.13.  

 

Untuk suatu bilangan kompleks        berlaku identitas            

(Abramowitz & Stegun, 1972). 

 

Bukti : 

 

Untuk suatu bilangan kompleks         dilakukan operasi logaritma natural 

pada kadua ruas persamaan, sehingga diperoleh 

      (    )            

  

■ 
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2.2 Barisan 

 

Definisi 2.2.1 (Barisan Bilangan Asli) 

 

Barisan bilangan asli adalah suatu fungsi dengan daerah asalnya himpunan 

bilangan asli dan daerah hasilnya adalah himpunan bagian dari bilangan real. Jika 

    merupakan barisan, maka biasanya ditulis dengan x pada n yang 

dinotasikan dengan *  + (Bartle & Shebert, 1999). 

 

Contoh : 

 

Barisan 2
 

  
3 merupakan barisan bilangan real dengan unsur ke-n adalah *  +  

2
 

 
3 dengan nilai           maka *  +  2  

 

 
 
 

 
  3. Jika dinotasikan dalam 

suatu fungsi     sehingga      . 

 

Definisi 2.2.2 (Barisan Konvergen) 

 

Barisan *  +   
 dikatakan konvergen ke bilangan real  , jika untuk setiap     

terdapat  ( )     sehingga berlaku           untuk     ( ). Dengan 
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kata lain barisan menjadi konvergen ke bilangan real   apabila            . 

(Bartle & Shebert, 1999). 

 

Contoh : 

 

Diberikan barisan *  +  2
 

 
3 mempunyai limit     atau ditulis 

   
   

 

 
    

 

Definisi 2.2.3 (Barisan Divergen) 

 

Suatu barisan yang tidak kovergen ke suatu bilangan   yang terhingga disebut 

barisan divergen. (Leithold, 1991) 

 

Contoh : 

 

Diberikan barisan *  +  * + mempunyai limit 

   
   

     

maka barisan *  +  * + adalah barisan divergen. 
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Teorema 2.2.4 

 

Jika barisan *  +   
   konvergen ke bilangan real x maka barisan *  +   

 terbatas. 

(Bartle & Shebert, 1999) 

 

Definisi 2.2.5 (Barisan Turun) 

 

Misalkan *  +   
  barisan pada bilangan real. Dikatakan barisan turun jika 

       , untuk n  1,2,3,... . (Bartle & Shebert, 1999) 

 

Definisi 2.2.6 (Barisan Naik) 

 

Misalkan *  +   
  barisan pada bilangan real. Dikatakan barisan naik jika 

         untuk n  1,2,3,.... (Bartle & Shebert, 1999) 

 

Teorema 2.2.7 

 

Misalkan *  +   
  barisan monoton pada bilangan real adalah konvergen jika dan 

hanya jika barisan itu terbatas, selanjutnya dapat ditulis bahwa : 
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1) Jika       barisan naik terbatas, maka    *  +     *      + 

2) Jika       barisan turun terbatas, maka    *  +      *      + 

(Bartle & Shebert, 1999) 

 

2.3 Himpunan Barisan Bilangan 

 

Definisi 2.3.1 (Himpunan Barisan Bilangan) 

 

Misalkan {    } dengan        dan       menjadi himpunan dua parameter 

bilangan yang berubah-ubah. Himpunan barisan bilangan yang sesuai {    } 

didefinisikan oleh himpunan semua      dengan 

      ∏(      )

 

   

  

di mana     memberi label barisan bilangan individual dalam himpunan, dan n 

anggota dari setiap barisan (Abramowitz & Stegun, 1972). 
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2.4 Representasi Perkalian dari suatu Barisan Bilangan. 

 

Definisi 2.4.1 (Himpunan Bilangan) 

Untuk himpunan bilangan yang diberikan  {    }, didefinisikan  

    ∑    

 

   

  

(Abramowitz & Stegun, 1972) 

 

Lemma 2.4.2 

 

Untuk setiap himpunan bilangan {    } dengan             , jumlah      

diberikan oleh 

   
(  ) 

  
 ∑(  ) .

 
 
/        

 

 
  (   ) 

 

   

 

di mana            menunjukkan barisan bilangan dengan {    }  (Abramowitz 

& Stegun, 1972) 
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2.5 Teorema Binomial 

 

Teorema Binomial adalah rumus penting yang memberikan ekspansi pangkat dari 

penjumlahan. Pertama-tama akan didefinisikan koefisien binomial. Koefisien 

binomial dapat didefinisikan dalam bentuk fungsi faktorial sebagai berikut : 

 

Definisi 2.5.1 (Koefisien Binomial) 

 

Untuk        , maka kombinasi k dan p untuk koefisien binomial 

didefinisikan sebagai berikut.  

.
 
 
/    

  
 (   )(   ) (     )

  
 

(Abrahamowitz & Stegun, 1972) 

 

Definisi 2.5.2 (Bilangan Binomial) 

 

Bentuk umum bilangan binomial dapat dinyatakan sebagai :  

(   )  ∑.
 

 
/      

 

   

 

(Abrahamowitz & Stegun, 1972)  
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2.6 Bilangan Lucas  

 

Definisi 2.6.1 (Bilangan Lucas) 

Mirip dengan bilangan-bilangan Fibonacci, ada kelompok bilangan menarik lain 

yang dikenal sebagai bilangan Lucas. Seperti bilangan Fibonacci, setiap istilah 

dari bilangan Lucas ditemukan dengan menghitung jumlah dari dua istilah 

sebelumnya. Namun, bilangan Lucas dimulai dengan istilah       dan      

bukan      dan     . Daftar 30 bilangan Lucas pertama yaitu 2, 1, 3, 4, 7, 

11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349, 15127, 

24476, 39603, 64079, 103682, 167761, 271443, 439204, 710647, 1149851, … 

(Verner, 1969) 

 

2.7 Persamaan Diophantine 

 

Dalam matematika, persamaan Diophantine adalah sebuah persamaan polinomial 

yang memberikan variabel-variabel tertentu dengan penyelesaian berupa bilangan 

bulat. Permasalahan dari persamaan Diophantine adalah persamaan yang memiliki 

sedikit variabel yang tidak diketahui dan meliputi cara menentukan bilangan bulat 

dengan benar dari seluruh persamaan. 
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Definisi 2.7.1 (Persamaan Diophantine) 

 

Misalkan            adalah bilangan bulat, dan semuanya bukan nol 

          menyatakan variabel dan c adalah konstanta maka bentuk umum 

persaman Diophantine dapat dituliskan dengan  

                     

Persamaan Diophantine dibagi menjadi dua, yaitu persamaan Diophantine linear 

dan non linear. (Niven, dkk, 1991) 

 

Definisi 2.7.2 (Persamaan Diophantine Linear) 

 

Persamaan Diophantine linear dengan dua variabel terbentuk         di 

mana a, b, c adalah bilangan bulat dengan selesaian dari persamaan ini yaitu x dan 

y juga bilangan bulat. Jika         maka sepasang bilangan bulat (   ) 

merupakan solusi dari        . Jika       dan     maka       

  tidak ada penyelesaiannya (Niven, dkk, 1991). 
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Definisi 2.7.3 (Persamaan Diophantine Linear) 

 

Persamaan Diophantine linear yang memiliki variabel dua disebut persamaan 

Diophantine linear dua peubah, jika variabelnya tiga disebut persamaan 

Diophantine tiga peubah dan seterusnya (Niven, dkk, 1991). 

 

Definisi 2.7.4 (Persamaan Diophantine Kuadrat) 

 

Persamaan Diophantine non linear merupakan persamaan Diophantine yang 

variabelnya berpangkat lebih dari satu. Misal           , n bilangan bulat, 

kemudian ditentukan bentuk polinomial  (       ) dengan variabel         

yang diberikan oleh  (       )      
         

 , maka  (       )    

disebut persamaan Diophantine kuadrat (Dickson, 1971). 

 

Definisi 2.7.5 (Persamaan Diophantine Non Linear) 

 

Beberapa dari persamaan Diophantine non linear dapat berupa persamaan 

Phythagoras          dengan nilai x, y  dan z bilangan bulat positif. 

Phythagoras menggambarkan solusi untuk ruas paling kecil dari persamaan 

Phythagoras diberikan       , untuk ruas yang lebih besar diberikan 

        , dan ruas miringnya diberikan       (Dickson, 1971).  
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2.8 Persamaan Pell 

Selain persamaan Phythagoras juga terdapat bentuk lain dari persamaan 

Diophantine non linear yaitu         . Fermat adalah seorang pemula yang 

mengawali pembahasan persamaan Diophantine modern. Fermat menghabiskan 

banyak waktunya untuk merealisasikan apa yang telah dilibatkannya dalam 

menyelesaikan suatu persamaan. Fermat pernah ditantang ahli matematika Inggris 

Wallis untuk menyelesaikan persamaan Fermat-Pell          dan Wallis 

memberikan penyelesaian     dan    . Penyelesaian percobaan itu sekarang 

biasa disebut dengan persamaan Pell. 

 

Definisi 2.8.1 (Persamaan Pell) 

 

Persamaan Pell          dengan diberikan koefisien berupa bilangan bulat 

d dan konstanta N serta variabel x dan y adalah variabel yang tidak diketahui 

menyebut persamaan ini sebagai persamaan Pell. Jika nilai d negative, maka 

persamaaan tersebut mempunyai solusi terbatas. Jika nilai d berupa kuadrat 

sempurna, katakan     , maka persamaan dapat dibentuk menjadi  

(    )(    )    

dan persamaan tersebut juga mempunyai solusi yang terbatas. (Zuckerman, 1991) 
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2.9 Fungsi Pembangkit 

 

Definisi 2.9.1 (Fungsi Pembangkit) 

 

Fungsi pembangkit adalah salah satu metode yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan berbagai permasalahan dalam dunia matematika antara lain, 

permasahan rekurensi, counting, membuktikan identitas kombinatorika, maupun 

aplikasi-aplikasi lain yang beragam. Dengan mengaitkan persoalan ke dalam 

dunia fungsi pembangkit, maka sifat-sifat khusus dari fungsi pembangkit dapat 

digunakan sebagai jalan untuk memcahkan masalah. Fungsi pembangkit ini dapat 

diperlakukan sebagaimana fungsi-fungsi pada umumnya. Misalnya suatu fungsi 

pembangkit dapat didiferensialkan. (Rosen, 1995). 

 

Definisi 2.9.2 (Bentuk Fungsi Pembangkit) 

 

Diberikan barisan S (tak hingga atau terhingga)   ( )   ( )   ( )    dapat 

didefinisikan bentuk.  

 ( )    ( )    ( )    ( ) 
    ( ) 

    

Atau  ( )  ∑   ( ) 
  

   sebagai fungsi pembangkit dari barisan S. (Rosen, 

1995) 
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2.10 Polinomial Chebyshev 

 

Polinomial Chebyshev terdiri dari empat jenis yaitu : 

 

Definisi 2.10.1 (Polinomial Chebyshev ke-1) 

 

Polinomial Chebyshev jenis pertama   ( ) adalah polinomial dalam x dengan 

derajat n yang didefinisikan dengan hubungan 

  ( )           

di mana           ,    -    ,   -    . (Mason & Handscomb, 2003) 

 

Definisi 2.10.2 (Polinomial Chebyshev ke-2) 

 

Polinomial Chebyshev jenis kedua   ( ) adalah polinomial dalam x dengan 

derajat n yang didefinisikan sebagai  

  ( )   
   (   ) 

    
   

di mana           ,    -    ,   -    . (Mason & Handscomb, 2003) 

 



27 
 

Definisi 2.10.3 (Polinomial Chebyshev ke-3) 

 

Polinomial Chebyshev jenis ketiga   ( ) adalah polinomial dalam x dengan 

derajat n didefinisikan sebagai:  

  ( )   
   .  

 
 / 

   
 
 

   

di mana            ,    -    ,   -      (Mason & Handscomb, 2003) 

 

Definisi 2.10.4 (Polinomial Chebyshev ke-4) 

 

Polinomial Chebyshev jenis keempat   ( ) adalah polinomial dalam x dengan 

derajat n didefinisikan sebagai  

  ( )   
   .  

 
 /  

   
 
 

   

di mana            ,    -    ,   -      (Mason & Handscomb, 2003) 
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2.11 Barisan Fibonacci 

 

Definisi 2.11.1 (Barisan Fibonacci) 

 

Misalkan *  + adalah barisan bilangan. Dikatakan *  + adalah barisan bilangan 

Fibonacci jika suku berikutnya merupakan hasil penjumlahan dari dua suku 

sebelumnya. Dengan kata lain bentuk umum dari barisan bilangan Fibonacci 

yaitu:  

         

             , untuk     

(Vorob’ev, N.N.,1961). 

 

Lemma 2.11.2 

 

Jumlah barisan Fibonacci n pertama dapat dinyatakan sebagai  

                       

(Vorob’ev, N.N.,1961). 
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Bukti : 

 

Dari Definisi 2.11.1, berlaku bahwa  

          

          

          

  

                

              

kemudian dimasukkan ke dalam persamaan berikut  

                            

di mana      , persamaan ini setara dengan yang berlaku, 

                           

 

Lemma 2.11.3 

 

Jumlah dari suku ganjil dari barisan Fibonacci 

                     

■ 
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(Vorob’ev, N.N.,1961). 

 

Lemma 2.11.4 

 

Jumlah dan syarat genap dari barisan Fibonacci.  

                       

(Vorob’ev, N.N.,1961). 

 

Lemma 2.11.5 

 

Jumlah barisan Fibonacci dengan tanda bergantian 

                                    

(Vorob’ev, N.N.,1961). 

 

Definisi 2.11.6 (Barisan Fibonacci Penuh)  

 

Misalkan *  + adalah barisan (  )      disebut barisan Fibonacci penuh untuk 

    dan n adalah barisan Fibonacci (Verner, 1969). 
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Definisi 2.11.7 (Barisan Fibonacci Genap) 

 

Misalkan *  + adalah barisan Fibonacci dengan               , maka 

*  + adalah barisan Fibonacci genap. (Verner, 1969) 

 

2.12 Himpunan Bilangan Pocchammer 

 

Definisi 2.12.1 (Simbol Pocchammer) 

 

Simbol Pochhammer ( )  didefinisikan oleh 

( )    ( )   (   ) (     )  
 (   )

 ( )
 

di mana Γ(z) adalah fungsi Gamma 

 ( )  ∫        
  

 

  ( ( )   ) 

untuk bilangan tetap b dan barisan *  +  simbol Pochhammer ( )   memenuhi 

transformasi Euler 

∑
( ) 
  

 

   

   
  (   )  ∑

( ) 
  

 

   

    .
 

   
/
 

 

(Wilf, 1990) 
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2.13 Bilangan Oblong 

 

Studi tentang bilangan-bilangan ini berasal dari Aristoteles. Mereka juga disebut 

bilangan bujursangkar, namun “bujursangkar” juga telah diterapkan pada bilangan 

komposit. Bilangan pronik dipelajari sebagai bilangan kiasan bersama bilangan 

segitiga dan bilangan kuadrat dalam Metafisika Aristoteles, dan penemuan mereka 

telah dikaitkan jauh lebih awal dengan Phythagoras. Sebagai semacam bilangan 

kiasan, bilangan pronic kadang-kadang disebut lonjong karena dianalogikan 

dengan bilangan poligon. 

 

Definisi 2.13.1 (Bilangan Oblong atau Pronik) 

 

Bilangan oblong atau biasa disebut dengan bilangan pronik adalah bilangan yang 

merupakan perkalian dari dua bilangan bulat berturut-turut, yaitu dalam bentuk 

 (   ). Bilangan pronik pertama yaitu 0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110, 

132, 156, 182, 210, 240, 272, 306, 342, 380, 420, 462, … (J.H. Conway & R.K 

Guy,1996). 

 

Definisi 2.13.2 (Bilangan Pronik) 

 

Jika n adalah bilangan pronik, maka dapat didefinisikan dalam bentuk :  
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|√ |  |√ |    

(J.H. Conway & R.K Guy,1996). 

 

Definisi 2.13.3 (Bilangan Pronik n) 

 

Bilangan pronik n adalah dua kali bilangan triangular n dan n lebih dari bilangan 

kuadrat n, seperti yang diberikan oleh rumus alternatif      untuk bilangan 

pronik. Bilangan pronik n juga merupakan perbedaan antara kuadrat ganjil 

(      )  dan (     ) bilangan heksagonal terpusat (J.H. Conway & R.K 

Guy,1996). 

 

Definisi 2.13.4 (Kebalikan dari Bilangan Pronik) 

 

Jumlah dari kebalikan dari bilangan pronik (tidak termasuk 0) adalah seri teleskop 

yang berjumlah 1: 

  
 

 
 

 

 
 

 

  
  ∑

 

 (   )

 

   

 

(J.H. Conway & R.K Guy,1996). 
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Definisi 2.13.5 (Jumlah Parisal Bilangan Pronik) 

 

Jumlah parsial dari n istilah pertama dalam seri ini adalah : 

∑
 

 (   )

 

   

 
 

   
 

(J.H. Conway & R.K Guy,1996). 

 

Definisi 2.13.6 (Bilangan Pronik n pertama) 

 

Jumlah parsial dari bilangan pronik n pertama adalah dua kali nilai dari bilangan 

tetrahedral ke-n: 

∑ (   )  

 

   

 (   )(   )

 
     

  

 
 

Bilangan pronik ke-n adalah jumlah dari bilangan bulat n pertama. Oleh karena itu 

semua bilangan pronik adalah genap, dan 2 adalah satu-satunya bilangan pronik 

prima. Ini juga satu-satunya bilangan pronik dalam barisan bilangan Fibonacci 

dan satu-satunya bilangan pronik Lucas (J.H. Conway & R.K Guy,1996). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 
 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat 

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Metode penelitian yang digunakan untuk penulisan skripsi ini adalah : 

1. Menunjukkan himpunan bilangan Fibonacci yang diperumum.  

2. Membuktikan sifat umum dari barisan bilangan dalam himpunan bilangan 

tertentu pada relasi rekursif linear antar barisan individu. 

3. Merepresentasikan perkalian dari suatu barisan bilangan. 

4. Membuktikan bahwa himpunan barisan pangkat ialah contoh dari himpunan 

barisan bilangan. 
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5. Membuktikan bahwa himpunan barisan pochhammer adalah contoh dari 

himpunan barisan bilangan. 

  



78 
 

 

 

 

 

 

 

V KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan pembahasan yang telah penulis lakukan maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Representasi barisan 

   ∏ (      (
   

 
))   ∏(        (

  

 
))

   

   

0
   
 

1

   

   

    0
 
 
1 ∏ (     (

   

 
))   ∏(        (

  

 
))

   

   

0
   
 

1

   

   

adalah contoh khusus dari barisan Fibonacci dan barisan Lucas yang 

diperumum, yang kemudian didefinisikan oleh relasi rekursif 

  
(   )

     
(   )

     
(   )

      
(   )

      
(   )

 

  
( )

     
( )

     
( )

      
( )

     
( )

 

2. Relasi rekursif dan identitas menjadi bersifat umum dan berlaku untuk setiap 

himpunan barisan bilangan {    } dan menunjukkan bahwa semua relasi 

yang dibangun dari barisan bilangan  

   
(  ) 

  
 ∑(  ) .

 
 
/        

 

 
  (   ) 

 

   

 

diatur oleh relasi yang identik antara anggota mereka. 
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3. Himpunan barisan pangkat dan himpunan bilangan Pochhammer adalah dua 

contoh sederhana dari himpunan barisan bilangan yang merupakan 

serangkaian kecil aplikasi yang potensial. 

4. Bilangan Fibonacci yang diperumum memungkinkan untuk mengekspresikan 

setiap   
( )

 dalam syarat     
( )

     untuk m tetap, sedangkan relasinya 

memungkinkan untuk mengekspresikan setiap   
( )

 dalam hal    
( )

      

untuk setiap n yang diberikan. 
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