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ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG
BERLABEL TITIK BERORDE ENAM
DENGAN MAKSIMAL LIMA BELAS GARIS 4-PARALEL

OLEH

FRANSISKA YESI SEPTIYANI

Suatu graf G disebut graf terhubung jika terdapat sekurang — kurangnya ada satu
path yang menghubungkan setiap pasangan titik di G. Garis paralel adalah dua
garis atau lebih yang titik — titik ujungnya sama. Jika diberikan n titik dan m garis
maka banyak graf terhubung yang dapat dibentuk. Pada penelitian ini rumus
untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan
maksimal lima belas garis 4-paralel akan didiskusikan.

Kata Kunci : graf, graf terhubung, garis paralel.



ABSTRACT

COUNTING THE NUMBER OF CONNECTED VERTEX
LABELLED GRAPHS WITH ORDER SIX
WITH MAXIMUM FIFTEEN 4-PARALLEL EDGES

By

FRANSISKA YESI SEPTIYANI

A graph G is connected if there exists at least one path between every pair of
vertices in G. Parallel edges are two or more edges that connect the same pair of
vertices. Given n vertices and m edges there are many connected vertex labelled
graphs that can be constructed. In this research we will discuss the formula for
counting the number of vertex labelled connected graphs with order six with
maximal fifteen 4-parallel edges.

Kata Kunci : graph, connected graph, and parallel edges.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf merupakan salah satu bidang ilmu matematika yang dapat diterapkan diberbagai
bidang ilmu serta mampu menyelesaikan banyak permasalahan diberbagai bidang,
seperti menyelesaikan permasalahan dalam bidang fisika, teknik, kimia, sosial, dan
biologi. Dalam graf terdapat titik dan garis yang digunakan untuk mempresentasikan
hubungan antara objek yang satu dengan objek yang lainya. Dalam graf titik
dinyatakan sebagai objek sedangkan garis dinyatakan sebagai hubungan antara objek

yang satu dengan objek yang lainya.

Seorang matematikawan terkenal yang berasal dari Swiss bernama Leonhard Euler
pada tahun 1735 memperkenalkan teori graf untuk pertama kalinya. Permasalahan
jembatan Konigsberg merupakan munculnya konsep teori graf sebagai representasi
permasalahan jembatan Konigsberg yang sangat terkenal itu. Terdapat tujuh
jembatan yang berada di atas sungai Pregel di kota Konigsberg, salah satu kota yang
terletak di Prusia bagian timur Jerman. Permasalahan yang timbul adalah bagaimana

cara seseorang berpindah dari satu daratan ke daratan lain dengan melewati jembatan



tepat satu kali dan kembali ke tempat semula. Dengan mempresentasikan garis
sebagai jembatan dan titik sebagai daratan, Euler mengatakan tidak mungkin
melewati jembatan tepat sekali. Hal tersebut dapat terjadi apabila banyaknya
jembatan yang menghubungkan daratan yang satu ke daratan yang lainya adalah
genap. Bentuk pemodelan tersebut yang melatarbelakangi munculnya konsep teori

graf saat ini.

Setelah konsep teori graf yang telah dikemukakan oleh Euler, banyak peneliti —
peneliti yang mengkaji tentang teori graf baik murni maupun terapan. Salah satu
peneliti yang mengkaji graf setelah Euler ialah Harary dan Palmer yang

dipublikasikan pada tahun 1973 mengenai perhitungan banyaknya graf.

Agnarsson dan Raymond pada tahun 2007 meneliti banyaknya graf sederhana jika
diberikan n titik dan m garis. Kemudian Wamiliana dkk pada tahun 2016 meneliti
tentang jumlah graf tak terhubung berlabebl titik tanpa garis paralel untuk graf
berorde 5 dengan banyaknya garis m > 1. Lalu, pada tahun 2017 Amanto dan
kawan — kawan meneliti banyaknya graf tak terhubung berlabel titik untuk graf
dengan orde maksimal 4. Fatimah pada tahun 2016 berhasil menentukan banyaknya
graf terhubung berlabel berorde 6 tanpa garis paralel dengan banyaknya garis > 5 dan
Efendi pada tahun 2017 meneliti jumlah graf-graf tak terhubung berlabel berorde lima
tanpa loop dengan banyaknya garis 3-paralel maksimal enam. Pada penelitian ini
akan didiskusikan banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan

maksimal lima belas garis 4-paralel.



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan banyaknya graf

terhubung berlabel titik berorde enam dengan maksimal lima belas garis 4-paralel.

1.3 Manfaat

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah :

1. Memperluas pengetahuan tentang teori graf khususnya graf terhubung.

2. Sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya.

3. Memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu matematika

dibidang teori graf.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, istilah — istilah yang berhubungan

dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini.

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Istilah — istilah yang digunakan pada sub bab ini merujuk pada Deo (1989). Suatu
graf G terdiri dari dua struktur V(G) dan E(G) dengan V(G) adalah himpunan tak
kosong dengan elemen — elemennya berupa titik dan E(G) adalah himpunan garis
yang menghubungkan titik — titik VV(G) yang disebut garis atau edge. Banyaknya

himpunan titik di V(G) disebut orde dari suatu graf G.

Vi

Gambar 2.1. Contoh graf dengan 3 titik dan 3 garis



Walk merupakan barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang dimulai dan
diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada setiap titik
sebelum dan sesudahnya. Close walk merupakan walk yang berawal dan berakhir
pada titik yang sama. Path (lintasan) merupakan walk yang melewati titik yang

berbeda — beda. Cycle merupakan path yang berawal dan berakhir di titik yang sama.

Loop merupakan garis yang titik awal dan ujungnya sama sedangkan dua garis atau
lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama di sebut garis paralel
(Gambar 2.2). Graf sederhana adalah graf yang tidak memiliki garis paralel atau loop

(Gambar 2.3).

V2

Vs

Gambar 2.2. Graf dengan garis paralel dan loop

Gambar 2.3. Graf Sederhana

Suatu graf dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik pada graf tersebut terdapat
path yang menghubungkannya (Gambar 2.4). Jika tidak ada path yang

menghubungkannya maka graf G dikatakan graf tak terhubung (Gambar 2.5).



Vi
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Gambar 2.4. Graf terhubung

Vi

[N)

e
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Gambar 2.5. Graf tak terhubung

Derajat pada suatu titik pada graf G merupakan banyaknya sisi yang menempel pada
titik v yang dinotasi d(v). Titik terpencil adalah titik dengan d(v) = 0, karena tidak

ada satupun garis yang menempel pada garis tersebut. Loop adalah suatu sisi yang
menghubungkan suatu titik dengan titik yang sama. Loop berkontribusi dua garis
pada satu titik. Secara umum, jika terdapat g loop dan e sisi bukan loop yang

menempel dengan titik v, maka derajat titik v adalah:

dlv) = 2g + e

Titik yang berderajat satu disebut daun. Dengan kata lain, daun hanya bertetangga

dengan satu titik.



Vs
Vi
Vs

Gambar 2.6. Derajat pada graf

Dua graf dikatakan isomorfis jika memiliki banyaknya titik dan garis yang sama dan
mempertahankan sifat ketetanggaanya walaupun digambarkan dengan cara yang

berbeda.

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan
Teorema dan istilah yang digunakan pad sub bab ini diambil dari Siang (2002).

1. Faktorial

Misalkan n adalah bilangan bulat positif maka besaran n faktorial (simbol n!)
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat antara 1 sampai n.
n!=1.23456.......(n-1).n

Untuk n=0,0!=1.

2. Permutasi

Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan r objek yang diambil dari n objek
yang berbeda yang dapat dibentuk.  Dalam permutasi, pengulangan tidak
diperbolehkan. Artinya, objek yang dipilih tidak dapat dipilih kembali. Secara

umum, permutasi n objek dari r buah objek dapat dihitung dengan persamaan

n!
T (n-1)!




Jika n = r maka persamaan menjadi

n! n!
Pin= =Z=n!
N (p—n)! 0!

B, sering disebut permutasi n objek karena permutasi tersebut menyusun

keseluruhan objek yang ada (Siang,2002)

3. Kombinasi

Misalkan himpunan S memiliki |S| = n elemen. Banyaknya himpunan bagian S yang
terdiri dari r (r < n) disebut kombinasi n objek yang diambil sebanyak r objek

sekaligus. Simbonya adalah (Z) atau C(n, r) atau ,C, Banyaknya kombinasi yang

dimaksud dapat dimasukan kedalam persamaan

I
(:) - (n —nr)! 7!

Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidak

diperhatikan. Hal yang diperhatikan adalah objek yang muncul (Siang,2002).
4. Barisan aritmatika orde tinggi

Barisan aritmatika tingkat ke- p adalah sebuah barisan yang memiliki selisih yang
sama setiap suku berurutanya setelah p tingkatan. Tingkatan pada barisan aritmatika
akan menghasilkan persamaan dengan pangkat tertingginya adalah p. Pangkat

tertinggi dari suatu persamaan adalah orde dari persamaan tersebut.



Fungsi polinomial adalah fungsi yang mengandung banyak suku (polinom) dalam
variabel bebasnya. Bentuk umum persamaan polinomial pada deret aritmatika orde

ke-p adalah
P, (m) = aym? + a,_ymP~! + a,_,mP~% +.. .+ a;m* + aym + a,

Dengan koefisien tertentu a,, a,, as, ..., ay_1, p, apq . Polinom ini memiliki derajat

sebesar p. Jika koefisien penentunya a; # 0 (Conte dan Boor, 1980).
5. Cramer’s Rule

Metode berikut memberikan rumus untuk solusi dari sistem persamaan linier tertentu
dengan n persamaan dan n faktor yang tidak diketahui (Anton dan Rorres,2004).
Jika AX = b adalah suatu sistem dari n persamaan linier dengan n faktor yang tidak
diketahui sedemikian rupa sehingga det(A) # 0, maka sistem ini memiliki solusi yang

unik. Solusinya adalah

_det(4;)  _ det(4p) _ det(4y)
1= Geta) ' 2 T deta)’ 0 T Tdetay

Dimana A; diperoleh dengan mengganti entri - entri pada kolom ke- j dari A dengan

b
entri — entri pada matriks b = l_’_z ,denganj=1,23,...,n.
by,



I1l. METODE PENELITIAN

3.1 Penelitian yang Telah Dilakukan

Untuk penelitian tentang perhitungan graf orde enam yang telah dilakukan adalah

oleh Fatimah (2016) yang mendapat hasil sebagai berikut:

Jumlah graf terhubung tanpa garis paralel untuk n = 6 dapat dirumuskan secara

umum, yaitu:

1. Untuk n =6; g = 5 diperoleh rumus:
m
N (Gnmys) = 1296 ('c)

2. Untuk n = 6; g = 6 diperoleh rumus:

N(Grmue) = 1980 (™ 7 1)

5

3. Untuk n = 6; g = 7 diperoleh rumus:

N (Gpmy7) =3330 (™ 2 %)

5

dengan:

n = banyaknya titik pada graf
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m = banyaknya garis pada graf

g = garis bukan loop

3.2 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran

2018/2019.

3.3 Metode Penelitian

Langkah — langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah:

1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi kepustakaan yang berhubungan dengan
graf.

2. Menggambar graf terhubung berlabel titik untuk n = 6 dengan 5 < m < 60.

3. Mengelompokkan graf terhubung dengan n titik dan m garis yang sama.

4. Menghitung jumlah graf terhubung yang terbentuk.

5. Melihat pola banyaknya graf yang terbentuk .

6. Menentukan rumus umum.

7. Membuktikan rumus.

8. Menarik kesimpulan.



V. KESIMPULAN
5.1  Kesimpulan

Berdasarkan observasi dari graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan
maksimal 15 garis 4-paralel berdasarkan jumlah t, maka diperoleh kesimpulan

sebagai berikut:

72 (m2 + 11m — 62);m =5,8,11

NGond |
* NCems) =175 (m2 — 61m + 838);m = 14,17, 20

—% (4m3 — 126m2 + 1071m — 2835);m = 6,9,12,15

L] N(Ge ,6):
; 20(4m3 — 234m? + 4311m — 23895); m = 15,18,21,24

—37% (4m3® — 156m? + 1614m — 5107);m = 7,10,13, 16
* NGemn)={, , 7 | ,
5 (4m°> — 264m= + 5394m — 31783);m = 19,22, 25,28
(5 (ﬂmzt 4 298199 .3 _ 2862025 5 6642020m_97445)
27\ 6 2 3 3 9
;m=8,11,14,17,20
° N(GB,m,S) =< ym il e
ﬁ(-_ﬂmll + ﬁmg _ 26857m2 + 726905m _ 4715860)
27 \ 6 3 2 3 3
\ ;m = 20,23,26,29,32

( 185(—29m4 + 265m3 3319
3

B19.m2 4 4445m — 13104)
18 2
;m =912 15,18, 21
@(‘—Z"m‘* 4 805,,3 _ 18619 .2 62215m—452304)
3 18 2

\ ;m = 24,27,30,33,36

L] N(Gﬁqug) =<
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N(Gg,m,10)

3709597
m? +

4 4
;m=10,13,16,19,22,25
79 (1 415 69035 41785403 169050770
—(—m5+ —m*— md + ———m? -
243 \4 4 4

;m = 25,28,31,34,37,40

79 (1 665 38965 819775
—(—m5 - 2>2m* + m3 — ==

(= m — 6150070)

m + 3700025 )

N(Gém,11)
_ﬂ(ﬂ 5 _ 2245 4 4 12745m3 _ 490295m2 +835063m+ 58010)
243 \ 4 8 2 4
;m = 11,14,17,20, 23,26
= i(ﬂmS _ 7105 4, 146395 .3 237482155 m?2 4 235969963 m)
243 — 457436470
;m = 29,32,35,38,41, 44
N(Gﬁ,m,lz)
( l(%m6 — 3m® + 2m* — 45095m° + 35733m? — 264422m>
18 + 796500
_) ;m = 12,15,18,21,24, 27,30
Z(émf’ - S 4 Bt — 288403 113003492 — 6246538m>
3 + 36829980
\ ;m = 30,33,36,39,42,45, 48
N(Gﬁ,m,13)
( Bmé — L2y 4 70,4 3098995103 1 15765797m?
6 2 6
= —127990283m
792 1261719250
+ 3
_ ;m = 13,16,19,22, 25,28, 31,
- 6 — 18ns 4 LTS s 26499798113 4 117471947m?
= —1556988077m
792 23199174790
+ 3
L ;m = 334,37, 40, 43, 46,49, 52
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*N(Gem,14)
17 3581 . 165217 . 6261665 , 421148497 .,
1 [5m + m° + m> + m* + m° +
|7 9 6 6 18
243 1861811981 , 47331321728 62236000385
m° — m+
6 21 9
— ym = 14,17,20,23,26,29,32,35
17 7129 . 661937 . 51025285 , 7052228897
1 [=m + m> + m> + m* + m° +
|7 9 6 6 18
243 64716041809 , 3449757019588 9608706701605
—m* - m+
6 21 9
;m = 35,38,41,44,47,50,53,56
*  N(Gem,5)

32 59 12829 5588 1285813 1937143
m’ + =—m®+ —=—m> + 2—m* + m3 + m?
l 229635 2430 7290 8 810 90
5587979
+Tm_ 166881

;m = 15,18, 21, 24,27,30,33,36
32 1069 53179 145786 23765563 230177671
m’ + =2mb + m® + m* + m3 + m?
1( 76545 7290 2430 81 270 90
1429815787
9 +Tm — 30740229

;m = 39,42,45,48,51,54,57, 60

Dengan;
N(Gnm:) = banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde n dengan m garis dan t

adalah banyaknya garis yang menghubungkan pasangan titik yang berbeda.

5.2 Saran

Penelitian dapat di lanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf

terhubung berlabel titik maksimal garis 4-paralel untuk n > 7.
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