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ABSTRACT 

 

 

SOLUTIONS FOR HIROTA SATSUMA SYSTEMS BY HOMOTOPY 

ANALYSIS METHOD (HAM) 

 

By 

INTAN SEPKA ANDRIANI 

One of the equations of water wave motion is the Hirota Satsuma equation. The 

Hirota Satsuma equation is a nonlinear wave motion equation which the solution 

is not always able to be differentiated exactly. The purpose of this research is to 

solve the Hirota Satsuma equation system by using a homotopy analysis method 

(HAM). Homotopy analisis method also a free method which not observe the 

bigness or smallnes about one parameter. This method extremely  effective to 

solve various type of the equations , homogen or non-homogen equation system. 

The ℎ constant value that will be used is ℎ = −1. 

 

Keyword: Homotopy Analysis Method, the Hirota Satsuma equation, exact 

solution 

 
 

  



 

 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

SOLUSI SISTEM PERSAMAAN HIROTA SATSUMA DENGAN METODE 

ANALISIS HOMOTOPI (HAM) 

Oleh 

INTAN SEPKA ANDRIANI 

Salah satu gerak persamaan gerak gelombang perumakaan air adalah 

persamaan Hirota Satsuma.  Persamaan Hirota Satsuma merupakan persamaan 

gerak gelombang taklinear yang solusinya tidak selalu bisa  diturunkan  secara  

eksak. Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan sistem persamaan Hirota 

Satsuma dengan metode analisis homotopi (HAM). Metode analisi homotopi 

merupakan metode yang bebas, artinya tidak memperhatikan kecil atau besarnya 

suatu parameter. Metode ini sangat efektif untuk menyelesaikan berbagai tipe 

persamaan, sistem persamaan homogen atau tak homogen. Nilai konstanta ℎ yang 

digunakan ialah ℎ = −1. 

 

Keywords: Metode Analisis Homotopi,  persamaan Hirota Satsuma, solusi eksak          
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MOTTO 
 
 
 

“Allah tidak akan membebani seseorang melainkan sesuai dengan 
kesanggupannya” 

(Q.S Al- Baqarah : 286) 
 

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” 
(QS. Al- Insyirah : 5-6) 

 
“Satu-satunya sumber pengetahuan adalah pengalaman, Manusia harus 

memiliki tindakan dan mereka tidak akan berhasil jika mereka tidak 
menemukannya.” 
(Albert Einstein) 

 
“Tidak ada eskalator kesuksesan, kau harus menaiki tangga” 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1.  Latar Belakang dan Masalah 

 

Dalam kehidupan sehari-hari banyak ditemui fenomena gelombang,  fenomena 

gelombang dalam kehidupan sehari-hari dapat berupa gelombang suara, 

gelombang cahaya pada optik fiber, serta gelombang permukaan air. Partikel 

gelombang pada permukaan air berbentuk lingkaran-lingkaran yang menjauhi titik 

pusatnya. Oleh karena itu, gelombang permukaan air dikategorikan sebagai 

gelombang transversal. Gelombang transversal adalah gelombang yang arah 

rambatnya tegak lurus dengan arah getar partikel-partikel mediumnya. Salah satu 

persamaan gerak gelombang permukaan air adalah persamaan Hirota-Satsuma. 

 

Persamaan Hirota-Satsuma berupa persamaan diferensial parsial nonlinear. 

Masalah nonlinear ini biasanya sulit diselesaikan baik secara analitik maupun 

secara numerik. Oleh sebab itu, maka dibutuhkan metode-metode yang dapat 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial ini. Beberapa penelitian difokuskan 

pada penemuan metode untuk memperoleh solusi dari masalah yang dimodelkan 

dalam persamaan nonlinear. Selain itu, metode analisis homotopi adalah metode 

yang bebas, artinya tidak memperhatikan kecil atau besarnya suatu parameter. 

Metode analisis homotopi berhasil diterapkan dalam menyelesaikan berbagai tipe 

persamaan dan sistem persamaan diferensial tak linier, homogen atau tak 
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homogen. Oleh karena itu, penulis menggunakan metode homotopi dalam 

menyelesaikan permasalahan sistem persamaan diferensial parsial ini. 

 

1.2. Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini berdasarkan atas perumusan masalah di atas 

adalah menyelesaikan persamaan Hirota Satsuma sistem persamaan diferensial 

parsial homogen 𝑢𝑡 −
1

2
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 3𝑢𝑢𝑥 + 6𝑤𝑤𝑥 = 0;   𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑤𝑥 = 0 

dengan syarat awal 𝑢(𝑥, 0) = sin ℎ 𝑥 dan 𝑤(𝑥, 0) = cos ℎ 𝑥. 

 

1.3. Manfaat Penelitian 

 

Adapun manfaat yang didapatkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai 

mempergunakan metode analisis homotopi (HAM) untuk menyelesaikan 

persamaan Hirota Satsuma sistem persamaan diferensial parsial homogen 𝑢𝑡 −

1

2
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 3𝑢𝑢𝑥 + 6𝑤𝑤𝑥 = 0;   𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑤𝑥 = 0 dengan syarat awal 

𝑢(𝑥, 0) = sin ℎ 𝑥 dan 𝑤(𝑥, 0) = cos ℎ 𝑥. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1. Persamaan Diferensial Parsial 

 

Persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan parsial suatu fungsi (yang 

diketahui) dengan dua atau lebih peubah bebas dinamakan persamaan diferensial 

parsial.  

 

Persamaan diferensial parsial memegang peranan penting di dalam penggambaran 

keadaan fisis, di mana besaran-besaran yang terlibat di dalamnya berubah 

terhadap ruang dan waktu. Di dalam pembahasan tentang persamaan diferensial 

biasa, variabel bebas yang terlibat dalam masalah hanya satu, sedangkan untuk 

persamaan diferensial parsial variabel bebas berjumlah lebih dari satu. 

 

Ordo turunan tertinggi dinamakan ordo persamaan tersebut. Baik persamaan 

diferensial biasa maupun parsial dapat digolongkan sebagai linier atau taklinier. 

Sebuah persamaan diferensial disebut linier apabila persamaan itu berderajat satu 

dalam peubah biasanya dan turunan parsialnya. (hasil kali tidak dibolehkan). Bila 

tidak memenuhi syarat ini, persamaan tersebut adalah taklinier. Jika setiap suku 

persamaan demikian ini mengandung peubah tak bebasnya atau salah satu dari 

turunannya, maka persamaan itu dikatakan homogen. Dan bila tidak, maka 
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persamaan itu dikatakan tak homogen. Bentuk umum dari persamaan diferensial 

parsial ini adalah: 

                          ∑ 𝐴𝑖
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖
2

𝑁
𝑖=1 + ∑ 𝐵𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑁
𝑖=1 + 𝐶𝑓 + 𝐷 = 0                  (2.1) 

Orde dari persamaan diferensial parsial ini adalah turunan tertinggi yang muncul 

pada persamaan diferensial parsial tersebut. 

• Persamaan diferensial orde 1 

𝜕𝑐

𝜕𝑥
− 𝛼

𝜕𝑐

𝜕𝑦
= 0                                                                                (2.2) 

• Persamaan diferensial orde 2 

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2 − 𝐷𝑐
𝜕𝑐

𝜕𝑦
= 0                                                                            (2.3) 

• Persamaan diferensial orde 3 

(
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3)
2

+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0                                                               (2.4) 

(Farlow, 1982). 

 

2.2. Persamaan Hirota Satsuma  

 

Fenomena gelombang dalam kehidupan sehari-hari dapat berupa gelombang 

suara, gelombang cahaya pada optik fiber, serta gelombang permukaan air. Salah 

satu persamaan gerak gelombang permukaan air adalah persamaan Hirota-

Satsuma. Persamaan Hirota-Satsuma muncul dari konsep gelombang air dangkal. 

Persamaan ini pertama kali dikaji oleh Ryogo Hirota dan Junkichi Satsuma pada 

tahun 1976. Persamaan Hirota-Satsuma mempunyai penyelesaian multi soliton 

dan solusi gelombang berjalan (Hirota dan Satsuma 1976). Persamaan Hirota-
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Satsuma berupa persamaan diferensial parsial taklinear. Persamaan Hirota-

Satsuma menggambarkan suatu interaksi dari dua gelombang panjang dengan 

relasi dispersi yang berbeda. Untuk mencari solusi dari sistem persamaan Hirota-

Satsuma dapat digunakan metode homotopi penyelesaian masalah taklinear 

berbentuk deret tetapi tidak perlu dimisalkan dalam bentuk deret pangkat 

(polinomial) (Mahmudah,2017). 

Berikut adalah contoh persamaan Hirota Satsuma : 

                                    𝑢𝑡 =
1

2
𝑢𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑢𝑥 − 6𝑤𝑤𝑥                                    (2.5) 

                                     𝑤𝑡 = −𝑤𝑥𝑥𝑥 − 3𝑢𝑤𝑥                                                (2.6) 

 

2.3. Metode Analisis Homotopi (HAM) 

 

Homotopi dideskripsikan sebagai variabel kontinu atau deformasi di matematika. 

Mendeformasikan lingkaran dapat dilakukan secara kontinu menjadi elips dan 

bentuk dari cangkir kopi dapat dideformasikan secara kontinu menjadi bentuk 

donat. Homotopi dapat didefinisikan sebagai suatu penghubung antara dua benda 

yang berbeda di dalam matematika yang memiliki karakteristik yang sama 

dibeberapa aspek (Liao, 2012). 

Misalkan terdapat persamaan diferensial sebagai berikut 

                                                      𝑁[𝑢(𝑡)] = 0                                               (2.7) 

dimana 𝑁 adalah operator taklinear, 𝑡 menunjukan variabel bebas, 𝑢(𝑡) adalah 

fungsi yang tidak diketahui. Untuk lebih mudah, diabaikan syarat awalnya, yang 

bisa dilakukan dengan cara yang sama. Dengan cara generalisasi metode 

homotopi sederhana, Liao menyusun persamaan deformasi orde nol, 
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                          (1 − 𝑞)𝐿[𝜑(𝜏; 𝑞) − 𝑢0(𝑡)] = 𝑞ℎ𝐻(𝑡)𝑁[𝜑(𝑡; 𝑞)]                  (2.8) 

Dimana L adalah operator liniear tambahan, N adalah operator non linear untuk 

persamaan nonlinear asli 𝑁[𝜑(𝑡; 𝑞)] dan q adalah parameter terkait. Digunakan 

𝑞 𝜖 [0,1] dimana 𝜑(𝑡; 𝑞) adalah solusi yang tergantung kepada ℎ,𝐻(𝑡), 𝐿, 𝑢0(𝑡) 

dan 𝑞, dimana  𝑞= 0 dan 𝑞= 1 menghasilkan 

                                     𝜑(𝑡; 0) = 𝑢𝑜(𝑡)        𝜑(𝑡; 1) = 𝑢(𝑡)                            (2.9) 

Maka, sejalan dengan meningkatnya 𝑞 dari 0 ke 1, solusi 𝜑( 𝑡; 𝑞 ) bervariasi dari 

perkiraan awal 𝑢𝑜(𝑡)) kesolusi 𝑢(𝑡). Memperluas ke alam deret Taylor terhadap 

, 𝑞 akan menghasilkan 

                                       𝜑(𝑡; 𝑞) = 𝑢𝑜(𝑡) + ∑ 𝑢𝑚(𝑡)𝑞𝑚∞
𝑚=1                         (2.10) 

                                           𝑢𝑚(𝑡) =
1

𝑚!

𝜕𝑚𝜑(𝑡;𝑞)

𝜕𝑝𝑚 , 𝑞 = 0                                (2.11) 

Jika operator linear tambahan, syarat awal, parameter tambahan ℎ dan fungsi 

tambahan dipilih yang benar, maka deret pada persamaan (2.9) konvergen ke 𝑞 =

1, dan didapat 

                                     𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑢0(𝑟, 𝑡) + ∑ 𝑢𝑚(𝑟, 𝑡)∞
𝑚=1                          (2.12) 

yang harus menjadi salah satu solusi dari persamaan nonlinear asli, sebagaimana 

dibuktikan oleh Liao. Sebagaimana ℎ = −1 dan 𝐻(𝑡) = 1, persamaan (2.7) 

menjadi 

                               (1 − 𝑞)𝐿[𝜑(𝜏; 𝑞) − 𝑢0(𝑡)] + 𝑞𝑁[𝜑(𝑡; 𝑞)] = 0            (2.13) 

Persamaan yang mengatur dapat disimpulkan dari deformasi orde nol persamaan 

(2.7). tentukan vektornya 

                                  𝑢⃑ 𝑚(𝑡) = {𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), … , 𝑢3(𝑡)}                               (2.14) 
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Membedakan persamaan (2.7) m-kali dengan memperhatikan parameter terkait q, 

kemudian pengaturan q = 0 dan akhirnya membaginya dengan m!, didapatkan 

persamaan deformasi urutan ke-m. 

                             𝐿[𝑢𝑚(𝑡) − 𝑥𝑚𝑢𝑚−1(𝑡)] = ℎ𝐻(𝑡)𝑅𝑚(𝑢⃑ 𝑚−1)                 (2.15) 

Dimana 

                                𝑅𝑚(𝑢⃑ 𝑚−1) =
1

(𝑚−1)!

𝜕𝑚−1𝑁[𝜑(𝑡;𝑞)

𝜕𝑞𝑚−1
, 𝑞 = 0                       (2.16)  

                                                   𝑋𝑚 = {
0,𝑚 ≤ 1
1,𝑚 > 1

                                        (2.17) 

 

harus ditekankan bahwa 𝑢𝑚(𝑡) untuk m≥1 diatur oleh kondisi batas linear yang 

berasal masalah asli, yang dapat dengan mudah dipecahkan oleh perangkat lunak 

komputasi simbolis seperti Maple, Mathematica dan Matlab. Jika persamaan (2.6) 

mengakui solusi unik, maka metode ini akan menghasilkan solusi unik. Jika 

persamaan (2.6) tidak memiliki solusi unik, HAM akan memberikan solusi di 

antara banyak solusi lain (Abbas, 2014). 

 
 

2.4. Operator Linear 

 

Operator linear sering digunakan dalam perumusan masalah matematika, dalam 

bentuk persamaan untuk diselesaikan atau fungsi untuk dioptimumkan. Selain 

kelinearan, perlu dipelajari sifat lainnya. 

a. Kemiripan dengan masalah yang penyelesaiannya diketahui. 

b. Kemiripan dengan masalah ber-dimensi hingga. 
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Operator = pemetaan, transformasi, fungsi, fungsional (bergantung pada domain 

dan kodomainnya). 

Operator dikatakan sebagai linear jika, untuk setiap pasangan fungsi f dan g dan 

skalar t, 

𝐿(𝑓 + 𝑔) = 𝐿𝑓 + 𝐿𝑔 

dan 

𝐿(𝑡𝑓) = 𝑡𝐿𝑓 

(Weisstein, 2017). 

Contoh : 

𝑇 ∶  𝑅2 → 𝑅2 dengan 𝑇(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥) adalah sebuah operator linear pada 𝑅2 

dimiliki : 

• 𝑇((𝑥1, 𝑦1) + (𝑥2, 𝑦2)) = 𝑇(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2) = (−(𝑦1 + 𝑦2), 𝑥1 + 𝑥2) = 

(−𝑦1, 𝑥1) + (−𝑦2, 𝑥2) = 𝑇(𝑥1, 𝑦1) + 𝑇(𝑥2, 𝑦2)  

• 𝑇(𝛼(𝑥, 𝑦)) = 𝑇(𝛼𝑥, 𝛼𝑦) = (−𝛼𝑦, 𝛼𝑥) = 𝛼(−𝑦, 𝑥) = 𝛼𝑇(𝑥, 𝑦) 

 

2.5. Deformasi 

 

Deformasi merupakan perubahan bentuk, dimensi dan posisi dari suatu materi 

baik merupakan bagian dari alam ataupun buatan manusia dalam skala waktu dan 

ruang (Taufiq, 2005) 
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III. METODE PENELITIAN 

 

 

3.1.  Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2018/2019, 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

3.2. Metode Penelitian 

 

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan solusi sistem Hirota Satsuma dari 

permasalahan diferensial parsial homogen dengan menggunakan Metode Analisis 

Homotopi (HAM) adalah sebagai berikut 

1. Misalkan diberikan sistem persamaan  

𝑢𝑡 −
1

2
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 3𝑢𝑢𝑥 + 6𝑤𝑤𝑥 = 0 

       𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑤𝑥 = 0    (3.2.1) 

dimana 

𝑢(𝑥, 0) = sin ℎ 𝑥, 

𝑤(𝑥, 0) = cos ℎ 𝑥 
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2. Menyelesaikan persamaan (3.2.1) menggunakan metode analisis homotopi 

dengan operator bantu linear L, pertama menjelaskan operator linear L, 

kemudian menentukan persamaan deformasi orde nol dan menentukan 

rangkaian solusi dari komponen yang telah diperoleh melalui perkiraan awal 

jika 𝑞 = 0, 𝑞 = 1. 

3. Mengonstruksikan persamaan 𝑅𝑖,𝑚( 𝑢𝑚(𝑥,𝑡) ) dan 𝑅𝑖,𝑚( 𝑤𝑚(𝑥,𝑡) ) menggunakan 

aplikasi maple. 

4. Setelah mendapatkan persaman 𝑅𝑖,𝑚( 𝑢𝑚(𝑥,𝑡) ) dan 𝑅𝑖,𝑚( 𝑤𝑚(𝑥,𝑡) ), dapat 

ditentukan solusi persamaan deformasi pada persamaan yang diperoleh dari 

langkah ke (2) untuk setiap n= 1, 2, 3, 4 menggunakan aplikasi maple. 

5. Mensubtitusikan hasil ini ke dalam deret homotopi, sehingga diperoleh solusi 

homotopi. 

6. Dari deret homotopi dibuat plot galat untuk melihat penyelesaian telah benar. 
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V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1. Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil pemabahasan pada bab sebelumnya diperoleh kesimpulan 

bahwa Metode Analisis Homotopi dapat digunakan untuk mencari solusi analitik 

dari persamaan 𝑢𝑡 −
1

2
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 3𝑢𝑢𝑥 + 6𝑤𝑤𝑥 = 0 dan  𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑤𝑥 = 0 

dengan syarat awal 𝑢(𝑥, 0) = sin ℎ(𝑥) dan 𝑤(𝑥, 0) = cos ℎ(𝑥) jika ℎ = −1 

sehingga diperoleh nilai galat (9 × 10−4) dan (2 × 10−4) yang mendekati solusi 

eksaknya. 

 

5.2. Saran 

 

Pada penelitian ini hanya dibahas Metode Analisis Homotopi pada persamaan 

Hirota Satsuma dengan 2 persamaan dan mendeferensialkan sebanyak 4 suku. 

Disarankan pada penelitian selanjutnya untuk dapat membahaslebih dari 2 

persamaan dan dapat mendiferensialkan lebih dari 4 suku. 
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