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ABSTRACT 

 

 

PARAMETER ESTIMATION OF LOGNORMAL DISTRIBUTION 

USING BAYESIAN METHOD WITH NON-INFORMATIVE  

PRIOR AND CONJUGATE PRIOR 

 

 

by 

 

 

Hilda Venelia 

 

 

 

Lognormal distribution is one of continuous distributions which has two 

parameters, namely 𝜇 dan 𝜎2.  In this research, we conducted an estimation of 

parameter 𝜎2 of lognormal distribution using Bayesian method which is done by 

combining the sample distribution and prior distribution to obtain the posterior 

distribution.  Here we used two kinds of priors, namely non-informative prior used 

is the Jeffrey's method and conjugate priors used is the inverse-gamma distribution. 

 

The purpose of this research is to find the Bayesian estimate of parameter 𝜎2 of 

lognormal distribution using the two priors, also to see how the characteristics of 

both estimators analytically and empirically (by simulation study).  Finally, the 

results are compared to know which prior is better for estimating the parameter 𝜎2 

of lognormal distribution. 

 

The estimator of parameter 𝜎2 using the non-informative prior is 𝜎2̂𝑁𝐼 =
1

𝑛−1
[∑ (ln 2𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 −

(∑ ln 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )

2

𝑛
].  While using the conjugate prior we obtained 

𝜎2̂𝐾 =
2𝛽

(2𝛼+𝑛)
+

1

(2𝛼+𝑛)
[∑ (ln 𝑥 − 𝜇)2𝑛

𝑖=1 ].  The former is an unbiased estimator and 

the later is an asymptotically unbiased estimator, and both estimators are consistent 

estimators.  Then, based on the value of MSE (by simulation study), both estimators 

are good estimator of 𝜎2 of lognormal distribution. 

 

Key Words: Lognormal Distribution, Bayesian Method, Non-Informative Prior, 

Conjugate Prior, Inverse-Gamma Distribution, Characteristics of Estimator. 
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Distribusi lognormal merupakan salah satu distribusi kontinu yang memiliki dua 

parameter, yaitu 𝜇 dan 𝜎2.  Pada penilitian ini, akan diduga parameter 𝜎2 dari 

distribusi lognormal menggunakan metode Bayes yang dilakukan dengan 

menggabungkan distribusi sampel dan distribusi prior, sehingga diperoleh 

distribusi posterior.  Distribusi prior yang digunakan adalah prior non-informatif 

yang diperoleh dengan menggunakan metode Jeffrey’s dan prior konjugat dengan 

distribusi invers-gamma. 

 

Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui nilai dugaan dari parameter 𝜎2 

distribusi lognormal menggunakan kedua prior tersebut.  Kemudian, akan dilihat 

juga bagaimana sifat-sifat karakteristik penduga dari kedua prior tersebut baik 

secara analitik maupun empirik dalam studi simulasi.  Setelah itu, akan 

dibandingkan prior mana yang lebih baik digunakan untuk menduga parameter 𝜎2 

dari distribusi lognormal berdasarkan nilai MSE-nya. 

 

Estimasi titik dari parameter 𝜎2 untuk prior non-informatif, yaitu 𝜎2̂𝑁𝐼 =
1

𝑛−1
[∑ (ln 2𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 −

(∑ ln 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )

2

𝑛
]. Sedangkan untuk prior konjugat diperoleh 

estimasi titik dari parameter 𝜎2 adalah 𝜎2̂𝐾 =
2𝛽

(2𝛼+𝑛)
+

1

(2𝛼+𝑛)
[∑ (ln 𝑥 − 𝜇)2𝑛

𝑖=1 ].  

Penduga 𝜎2̂𝑁𝐼 dan 𝜎2̂𝐾 secara berturut-turut merupakan penduga yang bersifat tak 

bias dan tak bias secara asimtotik serta kedua penduga merupakan penduga yang 

konsisten.  Kemudian berdasarkan nilai MSE pada studi simulasi, kedua prior baik 

digunakan untuk menduga parameter 𝜎2 dari distribusi lognormal. 

 

Kata Kunci: Distribusi Lognormal, Metode Bayes, Prior Non-Informatif, Prior 

Konjugat, Distribusi Invers-Gamma, Karakteristik Penduga. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1. Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Statistika adalah suatu ilmu yang berisi sejumlah aturan dan prosedur untuk 

mengumpulkan, menyajikan, menganalisa, serta menginterpretasikan data.  Dalam 

metode statistika dibagi menjadi dua, yaitu statistika deskriptif dan statistika 

inferensi.  Statistika inferensi dapat dikelompokkan ke dalam dua bidang utama, 

yaitu pendugaan parameter dan pengujian hipotesis.  Dalam memperoleh suatu 

kesimpulan dengan statistika inferensi terdapat berbagai keterbatasan dan kendala 

yang dimiliki dalam mengamati keseluruhan komponen populasi.  Untuk mengatasi 

kendala-kendala tersebut dapat digunakan alternatif lain, yaitu dengan menduga 

parameter dari populasi yang tidak diketahui menggunakan statistik sampel. 

 

Salah satu teknik pengambilan sampel adalah pengambilan secara acak, yang 

artinya setiap anggota dari populasi memiliki kesempatan dan peluang yang sama 

untuk dipilih sebagai sampel.  Hal tersebut menunjukkan bahwa populasinya juga 

akan membentuk suatu distribusi peluang tertentu.  Distribusi peluang adalah 

sebaran kemungkinan terjadinya peubah acak tertentu dimana terdapat peubah 

diskrit dan peubah kontinu.  Salah satu distribusi peluang dengan peubah kontinu 
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adalah distribusi lognormal.  Distribusi lognormal bergantung pada dua parameter, 

yaitu 𝜇 dan 𝜎2 masing-masingnya sebagai nilai tengah dan ragam. 

 

Karakteristik dari suatu distribusi dapat diketahui melalui parameter dari distribusi.  

Akan tetapi, nilai dari parameter umumnya tidak diketahui sehingga perlu 

dilakukan estimasi terhadap parameter tersebut.  Estimasi dibagi menjadi dua 

bagian, yaitu estimasi titik dan estimasi selang.  Pada teori estimasi titik dapat 

dilakukan dengan dua metode, yaitu metode klasik dan metode Bayes.  Metode 

klasik melakukan pendugaan parameter hanya berdasarkan informasi yang 

diperoleh dari data sampel yang diambil dari populasi.  Sedangkan metode Bayes 

memandang parameter sebagai peubah yang menggambarkan pengetahuan awal 

tentang parameter sebelum pengamatan dilakukan dan dinyatakan dalam suatu 

distribusi yang disebut dengan distribusi prior (Bolstad, 2007).  Informasi yang 

diperoleh mengenai fungsi kepekatan peluang dari data sampel disebut fungsi 

likelihood.  Dengan menggabungkan informasi dari distribusi prior dan informasi 

dari data sampel maka didapatkan distribusi posterior yang selanjutnya menjadi 

dasar untuk estimasi di dalam metode Bayes. 

 

Distribusi prior dapat diperoleh berdasarkan diketahui atau tidaknya informasi 

mengenai parameter atau berdasarkan pola model likelihood datanya.  Apabila 

informasi mengenai parameter tidak tersedia, maka dapat digunakan prior non-

informatif yang tidak memberi pengaruh secara signifikan terhadap distribusi 

posteriornya sehingga informasi yang diperoleh dari data amatan bersifat lebih 

objektif.  Sedangkan apabila distribusi prior ingin mengikuti pola model 
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likelihoodnya maka dapat digunakan prior konjugat, dimana distribusi prior 

konjugat mengacu pada acuan analisis model terutama dalam pembentukan fungsi 

likelihoodnya, sehingga dalam penentuan prior konjugat selalu dipikirkan 

mengenai penentuan pola distribusi prior yang mempunyai bentuk konjugat dengan 

fungsi kepadatan peluang pembangun likelihoodnya (Box and Tiao, 1973). 

 

Diana dan Soehardjoepri (2016) telah membahas tentang pendugaan parameter 

distribusi lognormal menggunakan metode Bayes dengan prior non-informatif.  

Kemudian Yani, et al. (2018) juga membahas mengenai inferensi Bayesian untuk 

𝜎2 dari distribusi normal dengan berbagai distribusi prior.  Berdasarkan penelitian-

penelitian tersebut akan dibandingkan antara prior non-informatif dengan prior 

konjugat dalam mengestimasi nilai parameter 𝜎2 dari suatu populasi yang 

berdistribusi lognormal menggunakan metode Bayes. 

 

1.2. Tujuan Penelitian 

 

 

Adapun tujuan penelitian ini adalah: 

1. Mendapatkan nilai estimasi titik dari parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal 

dengan metode Bayes menggunakan prior non-informatif. 

2. Mendapatkan nilai estimasi titik dari parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal 

dengan metode Bayes menggunakan distribusi invers gamma sebagai prior 

konjugatnya. 

3. Mengkaji karakteristik sifat-sifat seperti sifat ketakbiasan, efisien dan 

kekonsistenan dari penduga Bayes dengan prior non-informatif dan prior 

konjugat pada pendugaan parameter 𝜎2 distribusi lognormal. 
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4. Membandingkan prior mana yang lebih baik untuk menduga parameter 𝜎2 dari 

distribusi lognormal berdasarkan nilai MSE dari masing-masing penduga 

dengan dilakukannya simulasi. 

 

 

1.3. Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah memberikan referensi baru mengenai estimasi 

parameter dari distribusi lognormal dengan metode Bayes. 

  



 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Peubah Acak 

 

 

Peubah acak atau variabel acak merupakan hasil-hasil prosedur sampel acak 

(random sampling) atau eksperimen acak dari suatu data yang telah dianalisis 

secara statistik.  Peubah acak dinyatakan dalam huruf besar, misal 𝑋, sedangkan 

nilai dari peubah acak dinyatakan dengan huruf kecil padanannya, misal 𝑥. 

 

Definisi 2.1 (Peubah Acak) 

Pandang sebuah percobaan acak dengan ruang sampel 𝐶.  Peubah acak adalah 

sebuah fungsi 𝑋 yang memetakan setiap elemen 𝑐 ∈  𝐶 dengan satu dan hanya satu 

bilangan 𝑋(𝑐) = 𝑥.  Anggota dari 𝑋 adalah himpunan bilangan real 𝒟 = {𝑥: 𝑥 =

𝑋(𝑐), 𝑐 ∈ 𝐶} (Hogg, et al., 2012). 

 

Peubah acak diskrit adalah peubah acak yang memiliki nilai yang dapat dicacah 

(countable).  Sedangkan peubah acak kontinu adalah peubah acak yang memiliki 

nilai tak terhingga banyaknya sepanjang sebuah interval yang tidak terputus.  

Peubah acak kontinu biasanya diperoleh dari hasil pengukuran (Harinaldi, 2005). 
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2.2 Fungsi Kepadatan Peluang 

 

 

Definisi 2.2 (Fungsi Kepadatan Peluang) 

Fungsi 𝑓(𝑥) adalah fungsi kepadatan peluang peubah acak kontinu 𝑋, yang 

didefinisikan di atas himpunan semua bilangan real R, bila memenuhi: 

1. 𝑓(𝑥) ≥ 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑅 

2. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
∞

−∞
 

3. 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

(Walpole & Myers, 1995). 

 

Definisi 2.3 (Distribusi Kumulatif) 

Distribusi kumulatif 𝐹(𝑥) suatu peubah acak kontinu 𝑋 dengan fungsi kepadatan 

peluang 𝑓(𝑥) diberikan oleh 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑥

−∞

  ;  −∞ < 𝑥 < ∞ 

(Walpole & Myers, 1995). 

 

2.2.1  Fungsi Kepadatan Peluang Bersama 

 

 

Definisi 2.4 (Fungsi Kepadatan Peluang Bersama) 

Sebuah 𝑘-dimensi nilai vektor peubah acak 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘) dengan fungsi 

kepadatan peluang bersama 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘), maka fungsi kepadatan kumulatifnya 

dapat ditulis 

 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘) = ∫ … ∫ 𝑓(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘)

𝑥𝑘

−∞

 𝑑𝑡1𝑑𝑡2…𝑑𝑡𝑘             (2.1)

𝑥1

−∞

 

untuk semua nilai 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘) (Bain & Engelhardt, 1992). 
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2.2.2  Fungsi Kepadatan Peluang Marginal 

 

 

Definisi 2.5 (Fungsi Kepadatan Peluang Marginal) 

Jika 𝑋 dan 𝑌 peubah acak kontinu dan 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi kepadatan peluang 

bersama di (𝑥, 𝑦), maka 

𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

∞

−∞

           𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 −∞ < 𝑥 < ∞ 

disebut fungsi kepadatan peluang marginal dari 𝑋.  Demikian juga 

ℎ(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

∞

−∞

           𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 −∞ < 𝑦 < ∞ 

disebut fungsi kepadatan peluang marginal dari 𝑌 (Miller & Miller, 1999). 

 

 

2.3 Distribusi Bersyarat 

 

 

Definisi 2.6 (Distribusi Bersyarat) 

Jika 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi kepadatan peluang bersama dari peubah acak kontinu 𝑋 

dan 𝑌 di (𝑥, 𝑦), dan ℎ(𝑦) adalah fungsi kepadatan peluang marginal 𝑌 di 𝑦, maka 

𝑓(𝑥|𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ(𝑦)
                ℎ(𝑦) ≠ 0 

untuk −∞ < 𝑥 < ∞, disebut fungsi kepadatan peluang bersyarat dari 𝑋 dengan 𝑌 =

𝑦.  Demikian juga jika 𝑔(𝑥) adalah fungsi kepadatan peluang marginal 𝑋 di 𝑥, maka 

diberikan fungsi 

𝑓(𝑥|𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔(𝑥)
                𝑔(𝑥) ≠ 0 

untuk −∞ < 𝑦 < ∞, disebut fungsi kepadatan peluang bersyarat dari 𝑌 dengan 

𝑋 = 𝑥 (Miller & Miller, 1999). 
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2.4 Nilai Harapan dan Variansi 

 

2.4.1  Nilai Harapan 

 

 

Definisi 2.7 (Nilai Harapan) 

Misal 𝑋 adalah peubah acak dengan distribusi peluang 𝑓(𝑥).  Maka nilai harapan 

untuk 𝑋 adalah 

𝐸(𝑋) =∑𝑥 𝑝(𝑥)

𝑥

                                              (2.2) 

jika 𝑋 adalah diskrit, dan 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

                                           (2.3) 

jika 𝑋 adalah kontinu (Walpole, et al., 2007). 

 

Teorema 2.8 

Jika a dan b merupakan suatu konstanta, maka 

𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏 

(Miller & Miller, 1999). 

Bukti: 

Berdasarkan Definisi 2.7, maka nilai harapan 

𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑓(𝑥)

∞

−∞

 𝑑𝑥 

= 𝑎 ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑏 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

∞

−∞

 

= 𝑎 𝐸(𝑋) + 𝑏 . 1 

= 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏 
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Jadi terbukti bahwa 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏, sehingga 

1. Bila 𝑎 = 0 maka 𝐸(𝑏) = 𝑏 

2. Bila 𝑏 = 0 maka 𝐸(𝑎𝑋) = 𝑎𝐸(𝑋). 

 

2.4.2 Variansi 

 

 

Definisi 2.9 (Variansi) 

Suatu peubah acak kontinu 𝑋 dengan fungsi kepadatan peluang 𝑓(𝑥), maka variansi 

dari 𝑋 yang dinotasikan dengan 𝜎2 adalah 

𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = ∫(𝑥 − 𝜇)2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

− 𝜇2 

dimana standar deviasi 𝑋 adalah 𝜎 = √𝜎2 (Montgomery & Runger, 2014). 

 

Teorema 2.10 

Variansi peubah acak 𝑋 adalah  

𝜎2 = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2                                            (2.4) 

 (Walpole & Myers, 1995). 

 

Bukti: 

Berdasarkan Definisi 2.9, maka 

𝜎2 = ∫(𝑥 − 𝜇)2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

 = ∫(𝑥2 − 2𝜇𝑥 + 𝜇2) 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞
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 = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

− ∫ 2𝜇𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

+ ∫ 𝜇2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

 = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

− 2𝜇 ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

+ 𝜇2 ∫  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

 = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

− 2𝜇2 + 𝜇2 

 = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

− 𝜇2 

𝜎2 = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2. 

 

 

2.5 Transformasi Peubah 

 

 

Teorema 2.11 

Misalkan 𝑋 suatu peubah acak kontinu dengan distribusi peluang 𝑓(𝑥).  Misalkan 

𝑌 = 𝑢(𝑋) menyatakan hubungan (korespondensi) satu-satu antara nilai 𝑋 dan 𝑌 

sehingga persamaan 𝑦 = 𝑢(𝑥) mempunyai jawaban tunggal untuk 𝑥 dalam 𝑦 

misalnya 𝑥 = 𝑤(𝑦).  Maka distribusi peluang 𝑌 adalah 

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)]|𝐽|                                         (2.5) 

dengan 𝐽 = 𝑤′(𝑦) dan disebut Jacobi transformasi (Walpole & Myers, 1995). 

 

Bukti: 

Misalkan 𝑦 = 𝑢(𝑥) fungsi naik seperti pada Gambar 1.  Terlihat bahwa jika 

𝑦 bernilai antara 𝑎 dan 𝑏 maka peubah acak 𝑋 akan bernilai antara 𝑤(𝑎) dan 𝑤(𝑏).  

Jadi 

𝑃(𝑎 < 𝑌 < 𝑏)  = 𝑃[𝑤(𝑎) < 𝑋 < 𝑤(𝑏)] 
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= ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑤(𝑏)

𝑤(𝑎)

. 

 

Gambar 1.  Fungsi Naik 

 

Bila peubah integrasi diganti dari 𝑥 ke 𝑦 melalui hubungan 𝑥 = 𝑤(𝑦) maka 

diperoleh 𝑑𝑥 = 𝑤′(𝑦)𝑑𝑦, sehingga 

𝑃(𝑎 < 𝑌 < 𝑏) = ∫𝑓[𝑤(𝑦)]𝑤′(𝑦)𝑑𝑦.

𝑏

𝑎

 

Karena integral memberikan nilai peluang yang dicari untuk setiap 𝑎 < 𝑏 dalam 

batas nilai 𝑦 yang mungkin, maka distribusi peluang 𝑌 adalah 

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)]𝑤′(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)] 𝐽. 

Karena 𝐽 = 𝑤′(𝑦) adalah kebalikan dari kecondongan (koefisien arah) garis 

singgung pada kurva 𝑦 = 𝑢(𝑥) yang naik, maka jelas bahwa 𝐽 = |𝐽|.  Sehingga 

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)] |𝐽|. 

Sekarang misalkan bahwa 𝑦 = 𝑢(𝑥) fungsi turun seperti pada Gambar 2.  Maka 

dapat ditulis 

b 

a 

y=u(x) 

w(a) w(b) 
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𝑃(𝑎 < 𝑌 < 𝑏) = 𝑃[𝑤(𝑎) < 𝑋 < 𝑤(𝑏)] 

  = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑤(𝑏)

𝑤(𝑎)

. 

Kemudian ganti peubah integrasi menjadi 𝑦, maka diperoleh 

𝑃(𝑎 < 𝑌 < 𝑏) = ∫𝑓[𝑤(𝑦)]𝑤′(𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

 = −∫𝑓[𝑤(𝑦)]𝑤′(𝑦)𝑑𝑦,

𝑏

𝑎

 

 

Gambar 2.  Fungsi Turun 

 

sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝑔(𝑦) = −𝑓[𝑤(𝑦)]𝑤′(𝑦) = −𝑓[𝑤(𝑦)] 𝐽. 

Dalam hal ini kecondongan negatif dan  𝐽 = −|𝐽|.  Jadi 

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)] |𝐽|, 

seperti sebelumnya. 

 

b 

a 

y=u(x) 

w(a) w(b) 
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2.6 Distribusi Normal 

 

 

Definisi 2.12 (Distribusi Normal) 

Sebuah peubah acak 𝑋 memiliki distribusi normal jika diberikan fungsi kepadatan 

peluangnya sebagai berikut: 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
exp [−

1

2
(
𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  ; −∞ < 𝑥 < ∞                 (2.6) 

parameter 𝜇 dan 𝜎2 adalah rataan dan variansi dari 𝑋.  Dapat dinyatakan bahwa 𝑋 

mempunyai distribusi 𝑁(𝜇, 𝜎2) (Hogg, et al., 2012). 

 

Menurut Walck (2000), jika 𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) maka rataan dan variansinya adalah 

𝐸(𝑋) = 𝜇                                                       (2.7) 

dan 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜎2.                                                  (2.8) 

 

Bukti Persamaan (2.7) 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

= ∫ 𝑥 
1

√2𝜋𝜎
exp [−

1

2
(
𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  𝑑𝑥

∞

−∞

 

misal: 

𝑦 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
→ 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 

 𝑑𝑥 =  𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = −∞ → 𝑦 = −∞ 
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𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋) = ∫(𝑦𝜎 + 𝜇)
1

√2𝜋𝜎
exp [−

𝑦2

2
] 𝜎 𝑑𝑦

∞

−∞

 

=
𝜇

√2𝜋
∫ exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

+
𝜎

√2𝜋
∫ 𝑦 exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

 

=
𝜇

√2𝜋
∫ exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

+ 0 

=
𝜇

√2𝜋
 √2𝜋 

= 𝜇. 

 

Bukti Persamaan (2.8) 

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

= ∫ 𝑥2  
1

√2𝜋𝜎
exp [−

1

2
(
𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  𝑑𝑥

∞

−∞

 

misal: 

𝑦 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
→ 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 

 𝑑𝑥 =  𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = −∞ → 𝑦 = −∞ 

𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 
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sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋2) = ∫(𝑦𝜎 + 𝜇)2
1

√2𝜋𝜎
exp [−

𝑦2

2
] 𝜎 𝑑𝑦

∞

−∞

 

= ∫(𝜎2𝑦2 + 2𝜇𝜎𝑦 + 𝜇2)
1

√2𝜋𝜎
exp [−

𝑦2

2
] 𝜎 𝑑𝑦

∞

−∞

 

=
𝜎2

√2𝜋
∫ 𝑦2 exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

+
2𝜇𝜎

√2𝜋
∫ 𝑦 exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

+
𝜇2

√2𝜋
∫ exp [−

𝑦2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

 

=
𝜎2

√2𝜋
√2𝜋 + 0 +

𝜇2

√2𝜋
√2𝜋 

= 𝜎2 + 𝜇2. 

Sehingga 

𝑉𝑎𝑟(𝑋)  = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

= 𝜎2 + 𝜇2 − 𝜇2 

= 𝜎2. 

 

2.7 Distribusi Lognormal 

 

 

Definisi 2.13 (Distribusi Lognormal) 

Misalkan sebuah peubah acak 𝑋 bilangan real positif (0 < 𝑥 < ∞) sedemikian 

sehingga 𝑌 = ln 𝑋 merupakan distribusi normal dengan rataan 𝜇 dan ragam 𝜎2.  

Maka 𝑋 = 𝑒𝑌 merupakan distribusi lognormal atau dapat ditulis dengan Λ(𝜇, 𝜎2) 

dan 𝑌~N(𝜇, 𝜎2) (Aitchison & Brown, 1963). 
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Berdasarkan Definisi 2.13, jika 𝑋 adalah peubah acak berdistribusi normal, 

dinotasikan dengan 𝑋~N(𝜇, 𝜎2) maka fungsi kepadatannya dapat dinyatakan 

seperti Persaman (2.6). 

 

Dengan mengunakan transformasi 𝑌 = 𝑔(𝑋) = 𝑒𝑋 maka 𝑦 = 𝑒𝑥 → 𝑥 = ln 𝑦 =

𝑔−1(𝑦). 

|
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)| = |

𝑑

𝑑𝑦
ln 𝑦| =

1

𝑦
 

sehingga diperoleh 

𝑓𝑌(𝑦) = 𝑓𝑋[𝑔
−1(𝑦)] |

𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)| 

=
1

√2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(
ln 𝑦 − 𝜇

𝜎
)
2

]
1

𝑦
 

=
1

√2𝜋𝑦2𝜎2
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(
ln 𝑦 − 𝜇

𝜎
)
2

]. 

Jika 𝑥 = 𝑦, maka distribusi yang terbentuk adalah distribusi lognormal dengan 

fungsi kepadatan peluang sebagai berikut. 

𝑓(𝑥) = {  

1

√2𝜋𝑥2𝜎2
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  ; 𝑥 > 0

0                                                            ;  𝑥 ≤ 0

                   (2.9) 

 

Bukti: 

∫
1

√2𝜋𝑥2𝜎2
exp [−

1

2
(
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  𝑑𝑥

∞

𝑥

 

misal: 

𝑦 = (
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
) → ln 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 → 𝑥 = exp (𝑦𝜎 + 𝜇) 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

𝑥𝜎
→ 𝑑𝑥 = 𝑥𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑦 = −∞ 

𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 

sehingga diperoleh 

∫
1

√2𝜋𝑥2𝜎2
exp [−

1

2
𝑦2] 𝑥𝜎 𝑑𝑦 

∞

−∞

=
1

√2𝜋
∫ exp [−

1

2
𝑦2]

∞

−∞

𝑑𝑦. 

 

Untuk menyelesaikan integral di atas, selesaikan dahulu ∫ exp [−
1

2
𝑦2] 𝑑𝑦

∞

−∞
.  Dan 

dapat dilihat bahwa fungsi tersebut mendekati suatu distribusi, yaitu distribusi 

normal baku. 

𝑌~𝑁(0,1) 

𝑓(𝑦) =
1

√2𝜋
exp [−

1

2
𝑦2] 

1 = ∫
1

√2𝜋
exp [−

1

2
𝑦2] 𝑑𝑦

∞

−∞

 

√2𝜋 = ∫ exp [−
1

2
𝑦2]

∞

−∞

𝑑𝑦 

dengan demikian diperoleh 

1

√2𝜋
∫ exp [−

1

2
𝑦2]

∞

−∞

𝑑𝑦 =
1

√2𝜋
√2𝜋 = 1. 
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2.7.1  Fungsi Distribusi Kumulatif Distribusi Lognormal 

 

 

Menurut Walck (2000), fungsi distribusi kumulatif dari distribusi lognormal adalah 

𝐹(𝑥) =
1

2
+
1

2
𝑃 (

1

2
,
𝑧2

2
) 

dimana 𝑧 = (
ln 𝑥−𝜇

𝜎
) dengan tanda positif untuk 𝑧 ≥ 0 dan tanda negatif untuk 

𝑧 < 0. 

 

Bukti: 

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑥

0

 

= ∫
1

√2𝜋𝑥2𝜎2
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]

𝑥

0

 𝑑𝑥 

misal: 

𝑦 = (
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
) → ln 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 → 𝑥 = exp (𝑦𝜎 + 𝜇) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

𝑥𝜎
→ 𝑑𝑥 = 𝑥𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = 𝑦 → 𝑦 = (
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
) 

𝑥 = 0 → 𝑦 = −∞ 

sehingga diperoleh 

𝐹(𝑥) = ∫
1

√2𝜋𝑥2𝜎2
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
𝑦2]

ln 𝑥−𝜇
𝜎

−∞

𝑥σ 𝑑𝑦 
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= ∫
1

√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
𝑦2]

ln 𝑥−𝜇
𝜎

−∞

𝑑𝑦 

misal: 

𝑧 =
𝑦2

2
→ 𝑦 = √2𝑧 

𝑑𝑧

𝑑𝑦
= 𝑦 → 𝑑𝑦 =

1

𝑦
𝑑𝑧 

dengan batas 

𝑦 =
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
→ 𝑧 =

(ln 𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
 

𝑦 = −∞ → 𝑧 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐹(𝑥)  = ∫
1

√2𝜋
exp(−𝑧)

1

√2𝑧
𝑑𝑧 

(ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2

−∞

 

= ∫
1

2√𝑧𝜋
exp(−𝑧)𝑑𝑧 

(ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2

−∞

 

= ∫
exp (−𝑧)𝑧−

1
2

2√𝜋
𝑑𝑧 

0

−∞

+ ∫
exp(−𝑧) 𝑧−

1
2

2√𝜋
𝑑𝑧 

(ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2

0

 

=
1

2√𝜋
∫exp(−𝑧) 𝑧−

1
2 𝑑𝑧

0

−∞

+
1

2√𝜋
∫ exp(−𝑧) 𝑧−

1
2 𝑑𝑧

(ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2

0

 

=
1

2√𝜋
Γ (
1

2
) +

1

2√𝜋
𝛾 (
1

2
,
(ln 𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
) 
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dimana 𝛾 (
1

2
,
(ln 𝑥−𝜇)2

2𝜎2
) merupakan fungsi gamma tak lengkap batas bawah yang 

didefinisikan dengan 

𝛾(𝑎, 𝑥) = ∫exp(−𝑡) 𝑡(𝑎−1) 𝑑𝑡

𝑥

0

 

𝐹(𝑥)  =
1

2
+

1

2Γ (
1
2
)
𝛾 (
1

2
,
(ln 𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
). 

Untuk menyelesaikan 
𝛾(
1

2
,
(ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2
)

Γ(
1

2
)

 dapat menggunakan fungsi gamma yang diatur 

sebagai berikut 

𝑃(𝑠, 𝑥) =
𝛾(𝑠, 𝑥)

Γ(𝑠)
 

dimana 𝑃(𝑠, 𝑥) adalah fungsi distribusi kumulatif untuk variabel acak gamma 

dengan parameter bentuk 𝑠 dan parameter skala 1.  Sehingga diperoleh 

𝐹(𝑥) =
1

2
+
1

2
𝑃 (

1

2
,
(ln 𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
). 

 

2.7.2 Nilai Harapan Distribusi Lognormal 

 

 

Menurut Walck (2000), nilai harapan dari distribusi lognormal dengan peubah acak 

𝑋 adalah 

𝐸(𝑋) = exp (𝜇 +
𝜎2

2
).                                        (2.10) 

Bukti: 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

 



21 
 

= ∫ 𝑥 

∞

0

1

√2𝜋𝑥2𝜎2
exp [−

1

2
(
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  𝑑𝑥 

misal: 

𝑦 = (
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
) → ln 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 → 𝑥 = exp (𝑦𝜎 + 𝜇) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

𝑥𝜎
→ 𝑑𝑥 = 𝑥𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑦 = −∞ 

𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋) = ∫
1

√2𝜋
exp (−

1

2
𝑦2) exp(𝑦𝜎 + 𝜇)  𝑑𝑦

∞

−∞

 

= ∫
1

√2𝜋
exp (−

1

2
𝑦2 + 𝜎𝑦 + 𝜇)  𝑑𝑦

∞

−∞

 

= ∫
1

√2𝜋
exp(−

1

2
𝑦2 + 𝜎𝑦 + 𝜇 +

𝜎2

2
−
𝜎2

2
)  𝑑𝑦

∞

−∞

 

= ∫
1

√2𝜋
exp [−

1

2
(𝑦 − 𝜎)2] exp [𝜇 +

𝜎2

2
]  𝑑𝑦

∞

−∞

 

= exp [𝜇 +
𝜎2

2
] ∫

1

√2𝜋
exp [−

1

2
(𝑦 − 𝜎)2] 𝑑𝑦

∞

−∞

 

𝐸(𝑋) = exp [𝜇 +
𝜎2

2
]. 
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2.7.3 Variansi Distribusi Lognormal 

 

 

Menurut Walck (2000), variansi dari distribusi lognormal dengan peubah acak 𝑋 

adalah 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = exp(2𝜇 + 𝜎2)[exp(𝜎2) − 1].                      (2.11) 

 

Bukti: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

 

= ∫ 𝑥2
1

√2𝜋𝑥2𝜎2
exp [−

1

2
(
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
)
2

]  𝑑𝑥

∞

−∞

 

misal: 

𝑦 = (
ln 𝑥 − 𝜇

𝜎
) → ln 𝑥 = 𝑦𝜎 + 𝜇 → 𝑥 = exp (𝑦𝜎 + 𝜇) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

𝑥𝜎
→ 𝑑𝑥 = 𝑥𝜎 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑦 = −∞ 

𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋2) = ∫
[exp(𝑦𝜎 + 𝜇)]2

√2𝜋𝑥2𝜎2
exp [−

1

2
𝑦2]  𝑥𝜎 𝑑𝑦

∞

−∞

 

= ∫
1

√2𝜋
exp [−

𝑦2

2
+ 2𝜎𝑦 + 2𝜇]   𝑑𝑦

∞

−∞
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= ∫
1

√2𝜋
exp [−

𝑦2

2
+ 2𝜎𝑦 + 2𝜇 + 2𝜎2 − 2𝜎2]   𝑑𝑦

∞

−∞

 

= exp(2𝜇 + 2𝜎2) ∫
1

√2𝜋
exp [−

1

2
(𝑦 − 2𝜎)2]   𝑑𝑦

∞

−∞

 

𝐸(𝑋2) = exp(2𝜇 + 2𝜎2). 

Sehingga 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

= exp(2𝜇 + 2𝜎2) − [exp (𝜇 +
𝜎2

2
)]

2

 

= exp(2𝜇 + 2𝜎2) − exp(2𝜇 + 𝜎2) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = exp(2𝜇 + 𝜎2) [exp(𝜎2) − 1]. 

 

2.8 Fungsi Gamma dan Distribusi Gamma 

 

2.8.1  Fungsi Gamma 

 

 

Menurut Walpole & Myers (1995), fungsi gamma didefinisikan sebagai 

Γ(𝛼) = ∫ 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

                                         (2.12) 

untuk 𝛼 > 0. 

 

Teorema 2.14 

Sifat-sifat fungsi gamma antara lain: 

a) Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)Γ(𝑛 − 1) atau Γ(𝑛 − 1) =
Γ(𝑛)

(𝑛−1)
                                        (2.13) 

𝑛 > 1, 𝑛 pecahan dan 𝑛 bukan bilangan bulat negatif. 
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b) Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!  ;  𝑛 ≥ 1          (2.14) 

c) Γ (
1

2
) = √𝜋           (2.15) 

(Saibagki, 1952). 

 

Bukti Persamaan (2.13) 

Berdasarkan Persamaan (2.12), bila diintegralkan parsial dengan 𝑢 = 𝑥𝛼−1 dan 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 maka diperoleh 

Γ(𝛼)  = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢

∞

0

 

= 𝑥𝛼−1∫ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

−∫(−𝑒)−𝑥 (𝛼 − 1)𝑥𝛼−2
∞

0

𝑑𝑥 

= 𝑥𝛼−1 − 𝑒−𝑥 |
∞

0
+ (𝛼 − 1)∫ 𝑒−𝑥𝑥𝛼−2 𝑑𝑥

∞

0

 

= 0 + (𝛼 − 1)∫ 𝑒−𝑥𝑥𝛼−2 𝑑𝑥

∞

0

 

= (𝛼 − 1)Γ(𝛼 − 1). 

Perhatikan bahwa 𝑛 = 𝛼 sehingga diperoleh 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)Γ(𝑛 − 1)   ; 𝑛 > 1. 

 

Bukti Persamaan (2.14) 

Dengan menggunakan rumus berulang berkali-kali dari Persamaan (2.13) maka 

diperoleh 

Γ(𝑛)  = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)Γ(𝑛 − 2) 

= (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(n − 3)Γ(𝑛 − 3) 
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dengan 𝑛 bilangan bulat positif maka 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…Γ(1) 

dimana berdasarkan persamaan (2.12)  

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

= −𝑒−𝑥 |
∞

0
= 1 

sehingga diperoleh 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…1 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!  ; 𝑛 = 1, 2, … 

 

Bukti persamaan (2.15) 

Γ (
1

2
) = ∫ 𝑥

1
2
−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

substitusi 

𝑥 = 𝑦2 

𝑑𝑥 = 2𝑦 𝑑𝑦 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑦 = 0 

𝑥 = ∞ → 𝑦 = ∞ 

Γ (
1

2
)       = ∫ 𝑦−1𝑒−𝑦

2
 2𝑦 𝑑𝑦

∞

0

 

= 2∫ 𝑒−𝑦
2
 𝑑𝑦

∞

0
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[Γ (
1

2
)]
2

= [2∫ 𝑒−𝑦
2
 𝑑𝑦

∞

0

] [2∫ 𝑒−𝑧
2
 𝑑𝑧

∞

0

] 

substitusi 

𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 

𝑧 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 

dengan batas 

𝑦 = 0 → 𝜃 = 0 

𝑧 = 0 → 𝜃 =
𝜋

2
 

𝑟 = 0 → 𝜃 = ∞ 

sehingga diperoleh 

[Γ (
1

2
)]
2

  = 4∫ ∫ 𝑒−𝑟
2
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

∞

0

𝜋
2⁄

0

 

= 4∫ 𝑑𝜃∫ 𝑒−𝑟
2
𝑟 𝑑𝑟

∞

0

𝜋
2⁄

0

 

= 4∫ −(
𝑒−𝑟

2

2
) |
∞

0
 𝑑𝜃

𝜋
2⁄

0

 

= 4(
1

2
)∫ 𝑑𝜃

𝜋
2⁄

0

 

[Γ (
1

2
)]
2

= 𝜋 

Γ (
1

2
)        = √𝜋. 
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2.8.2  Distribusi Gamma 

 

 

Definisi 2.15 (Distribusi Gamma) 

Suatu peubah acak 𝑋 dikatakan memiliki distribusi gamma atau terdistribusi 

gamma jika dan hanya jika diberikan fungsi kepadatan peluang sebagai berikut 

𝑓(𝑥) = {  
𝑥𝑘−1𝑒−

𝑥
𝜃

𝜃𝑘Γ(𝑘)
             ; 𝑥 ≥ 0

  0                           ; 𝑥 < 0

                                (2.16) 

dimana (𝑘, 𝜃) > 0 dan Γ(𝑘) adalah fungsi gamma (Hogg, et al., 2005). 

 

Teorema 2.16 

Bila 𝑋 berdistribusi gamma 𝑋~𝐺(𝑥|𝑘, 𝜃) maka rataan dan variansinya ditentukan 

oleh 

𝜇 = 𝐸(𝑋) = 𝑘𝜃                                               (2.17) 

dan 

𝜎2 = 𝑘𝜃2                                                    (2.18) 

(Hogg, et al., 2005). 

Bukti Persamaan (2.17) 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

 

= ∫ 𝑥 
𝑥𝑘−1𝑒−

𝑥
𝜃

𝜃𝑘Γ(𝑘)
 𝑑𝑥

∞

0

 

misal: 

𝑡 =
𝑥

𝜃
 

𝑥 = 𝑡𝜃 
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𝑑𝑥 = 𝜃 𝑑𝑡 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑡 = 0 

𝑥 = ∞ → 𝑡 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋) = ∫
𝑡𝜃

𝜃𝑘Γ(𝑘)
(
𝑡

𝜃
)
𝑘−1

𝑒−𝑡 𝛽 𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝜃

Γ(𝑘)
∫ 𝑡𝑘  𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝜃

Γ(𝑘)
Γ(𝑘 + 1) 

=
𝜃(𝑘)!

(𝑘 − 1)!
 

=
𝜃𝑘[(𝑘 − 1)!]

(𝑘 − 1)!
 

= 𝑘𝜃. 

 

Bukti Persamaan (2.18) 

𝐸(𝑋2)  = ∫ 𝑥2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

 

= ∫ 𝑥2  
𝑥𝑘−1𝑒−

𝑥
𝜃

𝜃𝑘Γ(𝑘)
 𝑑𝑥

∞

0

 

misal: 

𝑡 =
𝑥

𝜃
 

𝑥 = 𝑡𝜃 
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𝑑𝑥 = 𝜃 𝑑𝑡 

dengan batas 

𝑥 = 0 → 𝑡 = 0 

𝑥 = ∞ → 𝑡 = ∞ 

sehingga diperoleh 

𝐸(𝑋2)  = ∫
(𝑡𝜃)2

𝜃𝑘Γ(𝑘)
(
𝑡

𝜃
)
𝑘−1

𝑒−𝑡 𝛽 𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝜃2

Γ(𝑘)
∫ 𝑡𝑘+1 𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝜃2

Γ(𝑘)
Γ(𝑘 + 2) 

= 𝜃2
(𝑘 + 1)(𝑘)(𝑘 − 1)!

(𝑘 − 1)!
 

= (𝑘2 + 𝑘)𝜃2 

dengan demikian 

𝑉𝑎𝑟(𝑋)  = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

= (𝑘2 + 𝑘)𝜃2 − (𝑘𝜃)2 

= 𝑘𝜃2. 

 

2.9 Distribusi Invers Gamma 

 

 

Distribusi invers gamma adalah keluarga dua parameter dari distribusi peluang 

kontinu pada garis bilangan real positif yang merupakan distribusi kebalikan dari 

peubah yang didistribusikan sesuai dengan distribusi gamma.  Sehingga jika 𝑋 
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merupakan suatu peubah acak yang berdistribusi gamma atau dapat dinyatakan 

dengan 𝑋~𝐺(𝑘, 𝜃), maka fungsi kepadatan peluangnya seperti Persamaan (2.16). 

 

Dengan melakukan transformasi 𝑌 = 𝑔(𝑋) =
1

𝑋
 maka, 𝑦 =

1

𝑥
→ 𝑥 =

1

𝑦
= 𝑔−1(𝑦) 

|
𝑑

𝑑𝑦
[𝑔−1(𝑦)]| = [

𝑑

𝑑𝑦
(
1

𝑦
)] =

1

𝑦2
 

sehingga diperoleh 

𝑓𝑌(𝑦) = 𝑓𝑋[𝑔
−1(𝑦)] |

𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)| 

=
1

𝜃𝑘Γ(𝑘)
(
1

𝑦
)
𝑘−1

exp (−
1

𝜃𝑦
) 
1

𝑦2
 

=
1

𝜃𝑘Γ(𝑘)
(
1

𝑦
)
𝑘+1

exp (−
1

𝜃𝑦
) . 

Jika 𝑘 = 𝛼,
1

𝜃
= 𝛽 dan 𝑥 = 𝑦, maka distribusi yang terbentuk adalah distribusi 

invers gamma seperti dinyatakan dalam persamaan: 

𝑓(𝑥) =
𝛽𝛼

Γ(𝛼)
𝑥−(𝛼+1) exp (−

𝛽

𝑥
)                              (2.19) 

Jika 𝑋~𝐼𝐺(𝛼, 𝛽) dengan 𝑎 > 𝑛 maka momen dari 𝑋 adalah 

𝐸(𝑋𝑛) =
𝛽𝛼

Γ(𝛼)
∫ 𝑥𝑛𝑥−(𝛼+1) exp (−

𝛽

𝑥
)  𝑑𝑥

∞

0

 

=
𝛽𝛼

Γ(𝛼)
∫ 𝑥𝑛−𝛼−1 exp (−

𝛽

𝑥
)  𝑑𝑥

∞

0

 

=
𝛽𝑛Γ(𝛼 − 𝑛)

(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)…Γ(𝛼 − 𝑛)
 

=
𝛽𝑛

(𝛼 − 1)… (𝛼 − 𝑛)
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khususnya, untuk 𝛼 > 1 

𝐸(𝑋) =
𝛽

𝛼 − 1
                                            (2.20) 

dan untuk 𝛼 > 2 

𝐸(𝑋2) =
𝛽2

(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)
                                (2.21) 

dan juga untuk 𝛼 > 2 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)2] =
𝛽2

(𝛼 − 1)2(𝛼 − 2)
.           (2.22) 

 

2.10 Estimasi dan Sifat-Sifat Estimator (Penduga) 

 

2.10.1 Estimasi 

 

 

Estimasi (pendugaan) adalah keseluruhan proses yang menggunakan sebuah 

estimator untuk menghasilkan sebuah estimate (hasil estimasi) dari suatu 

parameter.  Estimator merupakan setiap statistik (mean sampel, persentasi sampel, 

variansi sampel dan lain-lain) yang digunakan untuk mengestimasi sebuah 

parameter. Estimate hasil estimasi adalah sebuah nilai spesifik atau kuantitas dari 

suatu statistik seperti mean sampel, persentase sampel, atau variansi sampel 

(Harinaldi, 2005). 

 

2.10.2 Sifat-Sifat Estimator (Penduga) 

 

 

Menurut Spiegel, et al. (2004), penduga yang baik adalah yang memiliki sifat-sifat 

berikut. 
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1. Sifat Tak Bias 

Sifat tak bias merupakan sifat baik dari estimator yang diperoleh melalui 

pendekatan klasik, dalam pembahasan pemilihan estimator terbaik salah satunya 

harus memenuhi sifat tak bias.  Suatu statistik disebuh estimator tak bias dari suatu 

parameter populasi jika rataan atau ekspektasi dari statistik itu sama dengan 

parameter yang ditaksir.  Sehingga suatu statistik 𝜃 dikatakan penaksir tak bias 

parameter 𝜃 jika 

𝜇𝜃̂ = 𝐸(𝜃) = 𝜃                                              (2.23) 

2. Efisien 

Jika distribusi sampling dari dua statistik memiliki mean yang sama, statistik 

dengan variansi yang lebih kecil disebut estimator yang lebih efisien dari mean.  

Maka statistik efisiennya disebut sebagai estimasi efisien (efficient estimate). 

3. Konsisten 

Suatu estimator dapat dikatakan konsisten bila memenuhi syarat berikut: 

a) Jika ukuran sampel semakin bertambah maka estimator akan mendekati 

parameternya.  Jika besarnya sampel menjadi tak terhingga maka estimator 

konsisten harus dapat memberi suatu estimator titik yang sempurna terhadap 

parameternya.  Jadi 𝜃 merupakan estimator yang konsisten jika dan hanya jika 

𝐸[𝜃 − 𝐸(𝜃)]
2
→ 0 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 → ∞                             (2.24) 

b) Jika ukuran sampel bertambah besar maka distribusi sampling estimator akan 

mengecil menjadi suatu garis tegak lurus di atas parameter yang sama dengan 

probabilitas sama dengan 1. 
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2.11 Fungsi Likelihood 

 

 

Definisi 2.17 (Fungsi Likelihood) 

Fungsi likelihood adalah fungsi kepadatan bersama dari 𝑛 peubah acak 

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 dan dinyatakan dalam bentuk  𝑓𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝜃). Jika 

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 menyatakan suatu sampel acak dari fungsi kepadatan 𝑓(𝑥; 𝜃), maka 

𝐿(𝜃) = 𝑓(𝑥1; 𝜃)𝑓(𝑥2; 𝜃) …𝑓(𝑥𝑛; 𝜃) 

 =∏𝑓(𝑥𝑖; 𝜃)

𝑛

𝑖=1

                                                          (2.25) 

kemungkinan maksimum dapat diperoleh dengan menentukan turunan dari 𝐿 

terhadapat 𝜃 dan menyatakannya sama dengan nol (Bain & Engelhardt, 1992). 

 

2.12 Metode Bayes 

 

 

Metode Bayes merupakan suatu metode yang menyediakan cara dimana data 

historis dapat digunakan dalam penilaian saat ini.  Metode Bayes mempunyai cara 

tersendiri dalam menentukan prior dan posterior yang secara signifikan dapat 

membantu menyelesaikan bagian yang sulit dalam sebuah solusi. 

 

2.12.1 Teorema Bayes 

 

 

Definisi 2.18 (Teorema Bayes) 

Misal 𝑆 adalah ruang sampel dari suatu eksperimen dan 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 adalah 

peristiwa-peristiwa didalam 𝑆 sedemikian sehingga 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 saling asing dan 

⋃ 𝐴𝑖 = 𝑆𝑘
𝑖=1  dikatakan bahwa 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 membentuk partisi di dalam 𝑆 (Soejoeti 

& Soebanar, 1988). 
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Gambar 3. Teorema Bayes 

 

Jika 𝑘 peristiwa 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 membentuk partisi di dalam 𝑆, maka terlihat pada 

Gambar 3 bahwa peristiwa-peristiwa 𝐴1⋂𝐵 , 𝐴2⋂𝐵 ,… , 𝐴𝑘⋂𝐵 membentuk 

partisi dalam 𝐵 sehingga dapat ditulis 𝐵 = (𝐴1⋂𝐵)⋃(𝐴2⋂𝐵)⋃…⋃(𝐴𝑘⋂𝐵).  

Karena peristiwa-peristiwa di ruas kanan saling asing maka 

𝑃(𝐵) =∑𝑃(𝐴𝑖⋂𝐵)

𝑘

𝑖=1

 

Jika 𝑃(𝐴𝑖 > 0) untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 maka 𝑃(𝐴𝑖⋂𝐵) = 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵|𝐴𝑖) sehingga 

didapat 𝑃(𝐵) = ∑ 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵|𝐴𝑖)
𝑘
𝑖=1 .  Misal peristiwa-peristiwa 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 

membentuk partisi di dalam ruang sampel 𝑆 sedemikian sehingga 𝐴𝑖 > 0 ; 𝑖 =

1,2, … , 𝑘 dan misalkan 𝐵 sembarang peristiwa sedemikian hingga 𝑃(𝐵) > 0 maka 

untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 

𝑃(𝐴𝑖|𝐵) =
𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵|𝐴𝑖)

∑ 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵|𝐴𝑖)
𝑘
𝑖=1

 

Teorema Bayes memberikan aturan sederhana untuk menghitung probabilitas 

bersyarat peristiwa 𝐴𝑖 jika 𝐵 terjadi, jika masing-masing probabilitas tak bersyarat 

𝐴𝑖 dan probabilitas bersyarat 𝐵 jika diberikan 𝐴𝑖. 
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2.12.2 Distribusi Prior 

 

 

Menurut Box dan Tiao (1973), dalam metode Bayes, memilih distribusi prior 𝑓(𝜃) 

menunjukkan ketidakpastian tentang parameter 𝜃 yang tidak diketahui.  Distribusi 

prior dikelompokkan menjadi dua kelompok berdasarkan bentuk fungsi 

likelihoodnya. 

1. Berkaitan dengan bentuk distribusi hasil identifikasi pola datanya. 

a. Distribusi prior konjugat, mengacu pada acuan analisis model terutama dalam 

pembentukan fungsi likelihoodnya sehingga dalam penentuan prior konjugat 

selalu dipikirkan mengenai penentuan pola distribusi prior yang mempunyai 

bentuk konjugat dengan fungsi kepadatan peluang pembangkit likelihoodnya. 

b. Distribusi prior tidak konjugat, apabila pemberian prior pada suatu model 

tidak memperhatikan pola pembentuk fungsi likelihoodnya. 

2. Berkaitan dengan penentuan masing-masing parameter pada pola distribusi prior 

tersebut. 

a. Distribusi prior informatif mengacu pada pemberian parameter dari distribusi 

prior yang telah dipilih baik distribusi prior konjugat atau tidak, pemberian 

nilai parameter pada distribusi prior ini akan sangat memperngaruhi bentuk 

distribusi posterior yang akan didapatkan dengan menggabungkan informasi 

distribusi prior dengan informasi data yang diperoleh. 

b. Distribusi prior non-informatif, pemilihannya tidak didasarkan pada data 

yang ada atau distribusi prior yang tidak mengandung informasi tentang 

parameter θ, salah satu pendekatan dari prior non-informatif adalah metode 

Jeffrey’s.  
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2.12.3 Prior Non-Informatif 

 

 

Non-informatif berhubungan dengan situasi dimana distribusi prior tidak memiliki 

basis populasi.  Hanya terdapat sedikit informasi prior sehingga distribusi prior 

berperan minimal dalam distribusi posterior.  Menurut Berger (1985), salah satu 

bentuk pendekatan dari prior non-informatif yang paling banyak digunakan adalah 

metode Jeffrey’s yang dapat dinyatakan sebagai berikut 

𝜋(𝜃) = [𝐼(𝜃)]
1
2⁄                                              (2.26) 

dimana 𝐼(𝜃) merupakan nilai harapan dari informasi Fisher 

𝐼(𝜃) = −𝐸𝜃 [
𝜕2 ln 𝑓(𝑥|𝜃)

𝜕2𝜃
].                                  (2.27) 

 

2.12.4 Distribusi Posterior 

 

 

Definisi 2.19 (Distribusi Posterior) 

Bila diberikan data 𝑥, maka distribusi dari 𝜃 yang disebut distribusi posterior adalah 

𝜋(𝜃|𝑥) =
𝑓(𝑥|𝜃) 𝜋(𝜃)

𝑔(𝑥)
                                        (2.28) 

dimana 𝑔(𝑥) adalah fungsi distribusi peluang marginal dari 𝑥.  Fungsi distribusi 

peluang marginal dalam definisi di atas dapat dihitung dengan menggunakan 

persamaan berikut 

𝑔(𝑥) =

{
 
 

 
  ∑𝑝(𝑥|𝜃) 𝜋(𝜃)

𝜃

         ; 𝑑𝑖𝑠𝑘𝑟𝑖𝑡

 ∫ 𝑓(𝑥|𝜃) 𝜋(𝜃) 𝑑𝜃

∞

−∞

    ; 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢
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Dalam konsep dasar Bayes, semua informasi tentang 𝜃 dari data yang diamati dan 

dari pengetahuan priornya termuat dalam posterior atau distribusi 𝜋(𝜃|𝑥) 

(Walpole, et al., 2007). 

 

2.13 Mean Square Error (MSE) 

 

 

Definisi 2.20 (Mean Square Error) 

Mean square error dari estimasi titik 𝜃 adalah 

𝑀𝑆𝐸(𝜃) = 𝐸[(𝜃 − 𝜃)2]. 

MSE  dapat ditulis sebagai jumlah dari variansi dari estimator dan bias kuadrat dari 

estimator.  Jika 𝐵(𝜃) melambangkan bias dari estimator 𝜃, maka dapat dinyatakan 

𝑀𝑆𝐸(𝜃) = 𝑉𝑎𝑟(𝜃) + [𝐵(𝜃)]
2
                                 (2.29) 

(Wackerly, et al., 2008). 

 

Bukti Persamaan 2.29 

𝑀𝑆𝐸(𝜃) = 𝐸[(𝜃 − 𝜃)2] 

 = 𝐸[(𝜃 − 𝐸(𝜃) + 𝐸(𝜃) − 𝜃)2] 

 = 𝐸 [(𝜃 − 𝐸(𝜃))
2

+ 2(𝜃 − 𝐸(𝜃)) (𝐸(𝜃) − 𝜃) + (𝐸(𝜃) − 𝜃)
2
] 

 = 𝐸 [(𝜃 − 𝐸(𝜃))
2

] + 𝐸 [2 (𝜃 − 𝐸(𝜃)) (𝐸(𝜃) − 𝜃)] + 𝐸 [(𝐸(𝜃) − 𝜃)
2
] 

 = 𝐸 [(𝜃 − 𝐸(𝜃))
2

] + 2(𝐸(𝜃) − 𝜃)𝐸 [(𝜃 − 𝐸(𝜃))] + 𝐸 [(𝐸(𝜃) − 𝜃)
2
] 

 = 𝐸 [(𝜃 − 𝐸(𝜃))
2

] + 2(𝐸(𝜃) − 𝜃) (𝐸(𝜃) − 𝐸(𝜃)) + 𝐸 [(𝐸(𝜃) − 𝜃)
2
] 

𝑀𝑆𝐸(𝜃) = 𝑉𝑎𝑟(𝜃) + [𝐵(𝜃)]
2
. 



 

 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2019/2020 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mencari fungsi likelihood distribusi lognormal. 

2. Mencari dugaan parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal menggunakan prior 

non-informatif dengan langkah-langkah: 

1) Menentukan prior non-informatif melalui pendekatan metode Jeffrey’s. 

2) Menentukan fungsi bersama 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜇, 𝜎
2) dengan mengalikan 

fungsi likelihood distribusi lognormal dengan prior non-informatif yang 

didapat pada langkah sebelumnya. 

3) Menentukan fungsi marginal dari fungsi bersama 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝜇, 𝜎
2). 

4) Menentukan distribusi posterior dari sampel acak 𝑋𝑖~𝐿𝑜𝑔𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎
2) 

dengan prior non-informatifnya. 
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5) Menentukan distribusi posterior marginal untuk 𝜎2 dengan mengintegralkan 

distribusi posteriornya terhadap 𝜇. 

6) Menduga parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal. 

7) Mendapatkan penduga Bayes mengunakan prior non-informatif dari 

distribusi lognormal. 

3. Mencari dugaan parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal menggunakan prior 

konjugat dengan langkah-langkah: 

1) Menentukan fungsi bersama 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜇, 𝜎
2) dengan mengalikan 

fungsi likelihood distribusi lognormal dengan distribusi priornya, yaitu 

distribusi invers gamma. 

2) Menentukan fungsi marginal dari fungsi bersama 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝜇, 𝜎
2). 

3) Menentukan distribusi posterior dari sampel acak 𝑋𝑖~𝐿𝑜𝑔𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎
2) 

dengan distribusi priornya 𝜎2~𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝛼, 𝛽). 

4) Menduga parameter 𝜎2 pada distribusi lognormal. 

5) Mendapatkan penduga Bayes menggunakan distribusi prior konjugat  dari 

distribusi lognormal. 

4. Mengkaji karakteristik sifat-sifat seperti sifat ketakbiasan, efisien dan 

kekonsistenan penduga Bayes dari distribusi lognormal menggunakan distribusi 

prior non-informatif dan konjugat. 

5. Melakukan simulasi data dengan software R dengan langkah-langkah sebagai 

berikut: 

1) Membuat grafik fungsi kepekatan peluang distribusi lognormal untuk melihat 

pengaruh parameter terhadap bentuk sebaran distribusinya. 
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2) Membangkitkan data 𝑋𝑖~𝐿𝑜𝑔𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(𝜇, 𝜎
2) dengan 𝑛 = 50, 𝜇 = 1, 𝜎2 =

0,5. 

3) Menghitung penduga 𝜎2 Bayes menggunakan distribusi prior non-informatif 

dan konjugat. 

4) Ulangi langkah 2 dan 3 sebanyak 1000 kali. 

5) Menghitung 𝐵𝑖𝑎𝑠(𝜎2̂), 𝑉𝑎𝑟(𝜎2̂), dan 𝑀𝑆𝐸(𝜎2̂) untuk kedua distribusi prior. 

6) Ulangi langkah 2 s.d. 5 untuk 𝑛 = 150, 𝑛 = 400, 𝑛 = 1000, 𝑛 = 5000, dan 

𝑛 = 10000. 

7) Ulangi langkah 2 s.d. 5 untuk  𝜇 = 1 dan 𝜎2 = 2, 𝜇 = 1 dan 𝜎2 = 5, 𝜇 = 2 

dan 𝜎2 = 0.5, 𝜇 = 2 dan 𝜎2 = 2 serta 𝜇 = 2 dan 𝜎2 = 5. 

8) Evaluasi/membandingkan hasil simulasi kedua distribusi prior berdasarkan 

nilai MSE. 

 



 

 
 
 
 
 
 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan telah diperoleh estimasi atau penduga titik dari 

parameter 𝜎2 distribusi lognormal menggunakan metode Bayes dengan prior non-

informatif adalah 

𝜎2̂𝑁𝐼 =
1

𝑛 − 1
[∑(ln 2𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

−
(∑ ln 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )2

𝑛
] 

serta dengan prior konjugat sebagai berikut. 

𝜎2̂𝐾 =
2𝛽

(2𝛼 + 𝑛)
+

1

(2𝛼 + 𝑛)
[∑(ln 𝑥 − 𝜇)2
𝑛

𝑖=1

] 

 

Secara analitik telah ditunjukkan bahwa 𝜎2̂𝑁𝐼 merupakan penduga yang bersifat tak 

bias sedangkan 𝜎2̂𝐾 merupakan penduga yang bersifat tak bias secara asimtotik. 

Namun, varians dan MSE dari penduga 𝜎2̂𝑁𝐼 lebih besar dibandingkan penduga 

𝜎2̂𝐾.  Kemudian, telah dibuktikan baik secara analitik maupun empirik bahwa 

penduga 𝜎2̂𝑁𝐼 dan 𝜎2̂𝐾 merupakan penduga yang konsisten. 

 

Berdasarkan hasil simulasi, dapat disimpulkan bahwa prior non-informatif dan 

prior konjugat merupakan prior yang baik digunakan untuk menduga parameter 𝜎2 

dari distribusi lognormal.  Hal ini dikarenakan semakin besar ukuran sampel maka 

nilai MSE dari kedua prior akan semakin kecil dan mendekati nilai yang sama. 
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