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ABSTRACT

DETERMINATION OF INSURANCE TYPES PREMIUM
WITH THE GOMPERTZ LAW MORTALITY APPROACH
AND MAKEHAM USING COMPUTATION SIMULATION

By

Rahmad Hidayatulloh

Life insurance premium is the amount of funds that must be paid by the customer
to the company in a certain amount. The amount of life insurance premiums must
be set appropriately so that they are reasonable and not discriminatory. So using
the equivalen principle, by defining the amount of loss of the insurance company
(L) as a random variable of the present value of compensation amounting to the
present value of the annuity denoted E [L] = 0. The present value of compensation
and the present value of annuities can be calculated using various methods. The
methods used are Discrete, Continuous, Continuous Discount, and Semi
Continuous methods. The application of these methods in this study is used to
evaluate the calculation of life insurance premiums with the rate of mortality from
mortality tables, as well as the rate of death that is approached by the law of
mortality of Gompertz and Makeham. Calculation of computation of premium
types of insurance using the Matlab R2013b program. The use of this program
aims to facilitate the calculation process with fast time.

Keywords: Premiums, Equivalen Principle, Force of Mortality, Gompertz
Mortalita Law and Mortalita Makeham Law, Computation Simulation



ABSTRAK

PENENTUAN PREMI JENIS-JENIS ASURANSI
DENGAN PENDEKATAN HUKUM MORTALITA GOMPERTZ
DAN MAKEHAM MENGGUNAKAN SIMULASI KOMPUTASI

Oleh

Rahmad Hidayatulloh

Premi asuransi jiwa adalah besarnya dana yang harus dibayarkan oleh nasabah
kepada perusahaan dalam jumlah tertentu. Besarnya premi asuransi jiwa harus
ditetapkan dengan tepat sehingga bersifat wajar dan tidak diskriminatif. Sehingga
menggunakan prinsip keseimbangan, dengan mendidefinisikan jumlah kerugian
perusahaan asuransi (L) sebagai variabel acak dari nilai sekarang santunan sebesar
nilai sekarang anuitas yang dinotasikan E[L] = 0. Nilai sekarang santunan dan
nilai sekarang anuitas dapat dihitung menggunakan berbagai macam metode.
Adapun metode yang digunakan adalah metode Diskrit, Kontinu, Diskonto
Kontinu, dan Semi Kontinu. Penerapan metode-metode tersebut dalam penelitian
ini digunakan untuk mengevaluasi perhitungan premi asuransi jiwa dengan tingkat
laju kematian dari tabel mortalita, serta tingkat laju kematian yang didekati
dengan hukum mortalita Gompertz dan Makeham. Perhitungan komputasi premi
jenis-jenis asuransi menggunakan program Matlab R2013b. Penggunaan program
ini bertujuan untuk memudahkan proses perhitungan dengan waktu yang cepat.

Kata kunci: Premi, Prinsip Keseimbangan, Tingkat Laju Kematian, Hukum
Mortalita Gompertz dan Hukum Mortalita Makeham, Simulasi Komputasi
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a(_p)

DAFTAR SIMBOL

- nilai sekarang dari anuitas akhir (annuity-immediate)

pembayaran tahunan

: nilai sekarang dari anuitas awal (due annuity)

Pembayaran tahunan

- nilai sekarang dari anuitas akhir (annuity-immediate)

pembayaran p-kali setahun

- nilai sekarang dari anuitas awal (due annuity) pembayaran p

kali setahun

> nilai sekarang dari anuitas akhir (annuity-immediate)
pembayaran kontinu

: anuitas hidup kontinu pembayaran kontinu setiap saat sebesar
1 per akhir tahun

: anuitas hidup diskrit pembayarannya setiap awal tahun

: anuitas hiudp p-kali dibayarkan 1/p pada awal setiap 1/p
tahun selama orang berusia (x) tersebut hidup hingga K +
J+D/p

: actuarial present value (APV) dari asuransi Kontinu

- actuarial present value (APV) dari asuransi Diskrit

: actuarial present value (APV) dari asuransi P-kali

: faktor terjadinya kecelakaan dalam hukum mortalita

> nilai tunai manfaat kematian

: peluang atau kemungkinan

: faktor usia dalam hukum mortalita

: peningkatan ketidakmungkinan menahan kerusakan

: fungsi tingkat diskon

: jumlah kelompok orang yang meninggal pada usia x

: laju tingkat suku bunga (force of interest).



F(t) = :q, : fungsi distribusi dari T'(x) peluang seorang berusia x tahun

akan meninggal sebelum berusia x + t tahun

i : tingkat suku bunga (Rate of interest annually)
i® : tingkat suku bunga nominal
J > nilai fungsi integer terbesar dari jumlah keseluruhan p-kali

dari tahun orang itu hidup hingga tahun meninggal

K(x) : sisa usia seseorang berusia x dalam kasus diskrit

L : jumlah kerugian (loss total)

L, : jJumlah sekelompok orang yang hidup pada usia x

Uy : percepatan hukum mortalita pada usia x

u(x) : tingkat laju kematian pada usia x

ulx +t) : percepatan tingkat laju kematian pada usia x

p : banyaknya pembayaran yang dilakukan dalam 1 tahun
P(4,) : premi kontinu asuransi jiwa seumur hidup
F(/Tx)dm. p : premi diskonto kontinu asuransi jiwa seumur hidup
P®(4,) : premi semi kontinu asuransi jiwa seumur hidup
P®(a,) : premi diskrit asuransi jiwa seumur hidup

t19x : peluang meninggal yang ditangguhkan

R : fungsi distribusi eksponensial

s(x+t) = py : fungsi kelangsungan hidup adalah peluang orang berusia x

tahun akan hidup mencapai usia x + t tahun

T(x) : sisa usia seseorang berusia x

v > nilai sekarang (present value) dari pembayaran sebesar 1
satuan yang dilakukan 1 tahun kemudian

tjulx : peluang meninggal yang ditangguhkan atau kondisi yang
menyatakan bahwa x akan berlangsung hidup sampai t tahun
meninggal dalam u tahun

x > usia

: variabel acak



1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Asuransi jiwa adalah sebuah kontrak dari perusahaan asuransi (pihak penanggung)
kepada nasabahnya (tertanggung) bahwa apabila nasabah mengalami risiko kematian
dalam hidupnya, perusahaan asuransi akan memberikan santunan (manfaat kematian)

dengan jumlah tertentu kepada ahli waris nasabah tersebut (Effendie, 2015).

Masyarakat Indonesia saat ini sudah semakin sadar akan pentingnya asuransi jiwa. Hal
ini, ditandai dengan besarnya pendapatan premi asuransi jiwa pada bulan September
tahun 2018. Premi asuransi jiwa tersebut sebesar Rp.141,140,730.6 atau meningkat

7.05% dibandingkan periode yang sama di tahun sebelumnya yaitu Rp.131,845,983.6.

Premi asuransi jiwa adalah besarnya dana yang harus dibayarkan oleh nasabah kepada
perusahaan dalam jumlah tertentu. Pada semua perusahaan asuransi dikenal premi
tunggal (net single premium), premi tunggal yaitu pembayaran yang dilakukan pada
waktu kontrak disetujui dan selanjutnya tidak ada pembayaran lagi (Sembiring, R.K,
1986). Namun pada prakteknya jarang sekali premi tunggal digunakan, disebabkan
dana yang harus dibayarkan cukup besar dalam satu waktu. Oleh sebab itu, perusahaan
asuransi seringkali menetapkan jumlah pembayaran premi yang dibuat tahunan. Premi

tahunan ini dibayarkan pada awal tahun kontrak polis dan seterusnya selama



tertanggung tersebut hidup atau dibatasi sampai periode tahun tertentu yang disebut

anuitas (periode pembayaran premi).

Besarnya premi asuransi jiwa harus ditetapkan dengan tepat sehingga bersifat wajar
dan tidak diskriminatif. Penentuan besarnya premi asuransi harus mengikuti aturan
prinsip perhitungan premi (premium principle) yang terdiri dari tiga prinsip yaitu
prinsip persentil, keseimbangan, dan exponensial. Ketiga prinsip ini menekankan pada
pengaruh suatu asuransi terhadap kekayaan perusahaan asuransi itu sendiri. Prinsip
persentil dan exponensial mengurangi resiko kerugian dengan membuat nilai sekarang
kerugian menjadi negatif, sedangkan pada prinsip keseimbangan nilai kerugiannya
diekspekstasikan menjadi 0. Prinsip persentil dan prinsip eksponensial kurang baik
diterapkan pada asuransi dengan jangka waktu lebih dari 10 tahun, hal ini disebabkan
hasil perhitungan yang diperoleh tidak proposional (Bowers, dkk., 1997). Penelitian ini
menggunakan aturan prinsip keseimbangan (equivalen principle), dengan
mendidefinisikan jumlah kerugian perusahaan asuransi (L) sebagai variabel acak dari

nilai sekarang santunan sebesar nilai sekarang anuitas yang dinotasikan E[L] = 0.

Nilai sekarang santunan dan nilai sekarang anuitas dapat dihitung menggunakan
berbagai macam metode. Adapun metode yang digunakan adalah metode Diskrit,
Kontinu, Diskonto Kontinu, dan Semi Kontinu. Metode Diskrit (fully discrete) yaitu
nilai santunannya dibayarkan pada akhir tahun meninggal dan anuitasnya dibayarkan
pada awal 1/p tahun. Metode Kontinu (fully continuous) yaitu nilai santunannya
dibayarkan segera pada saat tertanggung meninggal dan anuitasnya dibayarkan pada

akhir tahun kontrak polis. Metode Diskonto Kontinu (discounted continuous) yaitu



nilai santunannya dibayarkan setiap saat dan anuitasnya berbentuk apportionable.
Metode semi kontinu (semi continuous) yaitu nilai santunannya berbentuk kontinu dan

anuitasnya berbentuk diskrit.

Penerapan metode-metode tersebut dalam penelitian ini digunakan untuk mengevaluasi
perhitungan premi asuransi jiwa dengan tingkat laju kematian dari tabel mortalita, serta
tingkat laju kematian yang didekati dengan hukum mortalita Gompertz dan Makeham.
Tabel mortalita merupakan tabel yang memuat peluang meninggalnya seseorang dalam
suatu populasi. Tabel ini digunakan untuk memeriksa perubahan kematian populasi
dari waktu kewaktu. Hukum mortalita Gompertz menyatakan bahwa seiring
berjalannya waktu, maka tingkat laju ketidakmampuan menahan kerusakan akan
meningkat. Hal ini menunjukkan bahwa semakin bertambahnya usia manusia maka
tingkat laju kematiannya meningkat. Hukum mortalita Gompertz merupakan bentuk
khusus dari hukum mortalita Makeham dengan mengabaikan factor terjadinya
kecelakaan. Hukum mortalita Makeham menyatakan penyebab umum terjadinya
kematian adalah pengaruh dari dua faktor yaitu terjadinya kecelakaan dan tingkat laju

kematian.

Berdasarkan uraian permasalahan tersebut, penulis ingin melakukan penelitian tentang
penentuan premi jenis-jenis asuransi dengan pendekatan hukum mortalita Gompertz
dan Makeham. Perhitungan komputasi premi jenis-jenis asuransi menggunakan
program Matlab R2013b. Penggunaan program ini bertujuan untuk memudahkan

proses perhitungan dengan waktu yang cepat.



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah :

1. Mempermudah perhitungan premi jenis-jenis asuransi jiwa seumur hidup dengan
pendekatan hukum mortalita Gompertz untuk metode diskrit (fully discrete),
kontinu (fully continuous), diskonto kontinu ( discounted continuous) dan semi

kontinu (semi continuous).

2. Mempermudah perhitungan premi jenis-jenis asuransi jiwa seumur hidup dengan
pendekatan hukum mortalita Makeham untuk metode diskrit (fully discrete),
kontinu (fully continuous), diskonto kontinu (discounted continuous) dan semi

kontinu (semi continuous).

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah :

1. Menambah wawasan dan kemampuan berpikir mengenai teori yang telah didapat
dari mata kuliah yang telah diterima dan menerapkannya kedalam perhitungan
yang sebenarnya.

2. Hasil penelitian dapat digunakan untuk referensi perusahaan asuransi dalam

menetapkan premi jenis-jenis asuransi.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi Kelangsungan Hidup

Misalkan (x) adalah seorang yang berusia x tahun pada saat polis asuransi
ditandatangani dan sedangkan jarak antara waktu (x) sampai meninggal dunia (X)
akan disebut sisa umur bagi (x). Sehingga terdapat peubah acak T (x), yaitu T(x) =

X — x untuk x = 0. T(x) menyatakan sisa umur bagi (x).

Fungsi distribusi dari T(x) dinyatakan dengan F(t) dan didefinisikan (Bowers, dkk.,

1997) dengan :
F(t)=P(T(x)<t), t=0

F (t) menyatakan peluang seorang berusia x tahun akan meninggal sebelum berusia

x + t tahun.
Secara umum fungsi kelangsungan hidup dapat dinyatakan dengan :
sx+t) =1-Frp(t) = P(T(x) >t) (2.1.1)

s(x + t) adalah peluang orang berusia x tahun akan hidup mencapai usia x + t

tahun.



2.2 Distribusi Kelangsungan Hidup

Dalam fungsi kelangsungan hidup untuk kasus kontinu, symbol T (x) menyatakan sisa
umur bagi seorang berusia x atau T(x) =X — x, dengan fungsi distribusinya
dinyatakan sebagai berikut :

T(x)
0 x X
(lahir) (sekarang) (meninggal)
\ Y J | Y J
x tahun sebelumnya T tahun yang akan datang

Gambar 2.1 Peluang waktu sisa hidup

Dengan notasi peluangnya :
tqx = P(T(x) <)
tPx =1— tqx = P(T(x) > 1) (2.2.1)
Maka fungsi distribusi T'(x) nya adalah :
Frn () = P(T(x) < H)IX > x)
=PX —x <t|X >x)

=Px<X<x+t|X>x)

_ F(x +t) — E(x)
B 1_Fx(x)

(- s(x+t)—(1—-s(x))
- s(x)

s(x+1t)
B s(x)

= 4y (2.2.2)




Maka,

P(T(x)>t)=1— P(T(x) <t)

=1- (1 - S(:(:)t))

_s(x+1t)
s

= Px (2.2.3)

Peluang meninggal yang ditangguhkan dapat dinyatakan dengan ¢ q,, sehingga :

t0dx = tPx- Qest (2.2.4)
Dalam kasus diskrit, peluang meninggal sering disebut Curtate Future Life Time,
dengan symbol K(x). Secara teori, definisi dari peubah acak K(x)adalah K(x) =
[T(x)] dengan simbol [T(x)] yang menyatakan bilangan bulat terbesar atau sama
dengan dari T'(x). Adapun secara informal K(x) menyatakan berapa kali lagi ulang
tahun yang dapat dirayakan oleh (x) sebelum ia meninggal dunia atau peubah acak
diskrit yang menyatakan lamanya hidup (Futami, 1993). K(x) adalah variabel acak
diskrit dengan fungsi distribusi yang dinyatakan dengan ;
P(K(x) =k)=P(K =k)
=P([T(x)] =k
=Pk <Typ <k+1)
= P(Tey <k +1)—P(T < k)
= k+19x — k9x
= (1 = g+1Px) = (1 — kD)

= (kPx — k+1Px)



= (kpx -Qx+k)

2.3 Laju Tingkat Kematian

Laju tingkat seseorang yang baru lahir dan akan meninggal antara unisa x dan x + Ax
dengan syarat pada usia x dapat dinyatakan dengan :

E.(x + Ax) — E.(x)

Px<X<x+Ax|X>x)= - F0)
— Ix

Karena F,(x + Ax) — F.(x) dapat dinyatakan sebagai fungsi limit, maka :

. Ax
RO A) - B i BOHA) ~ K@)
Ax—0 1—E,(x) Alim0 1-FE.(x)
X—

lim E.(x + Ax) — F.(x) Ax
_ Ax-0 Ax
Alalcglo 1-E()

_ F'(0)Ax
C1-F®)

~ SO
T 1-F(x)

Untuk setiap usia x, laju tingkat kematiannya dari seorang yang berusia x tahun dapat

dinyatakan dengan :

ic),
,u(x) = 1——F(x) (231)
Atau
p ) = JLETD (2.3.2)

1-F(x+t)



Dengan u(x + t) adalah probabilitas (peluang) sisa umur hidup seseorang yang berusia
x tahun antara t + At tahun dengan syarat ia masih hidup pada usia x sampai x + t
tahun (Futami, 1993).
Karena s(x) =1 — F(x) atau F(x) = 1 — s(x), maka :

F'(x) = f(x) = —s'(x)
Sehingga diperoleh nilai laju kematiannya pada usia x adalah :

—s' =1 d(s(x))
s(x)  s(x) " dx)

—dIns(x) d(s(x))
ds(x) =~ dXx)

p(x) =

—dIns(x)
d(x)

u(x) dx = —dlIns(x)
Dengan mengganti x menjadi y, maka diperoleh :

p(y)dy = —dIns(y)

Dan dengan menggunakan integral tentu pada batas x sampai x + t maka diperoleh :

T#(y) dy = — T dIns(y)

= —Ins(y) | ¥*¢

= —{lns(x + t) — Ins(x)}

~n (S(:(:)t)>

= —1In (py

X+t
Dy = el HOIY (2.3.3)
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Jika nilai laju kematian konstan (u(y) = u) untuk semua y > 0, artinya besar nilai dari
laju tingkat kematian adalah sama untuk semua usia nasabah yang hidup, maka

diperoleh:

X+t
s(x) = pp=e S HOIW = gmux (2.3.4)

Diketahui sebelumnya bahwa .q, adalah fungsi distribusi dari T (x), sehingga fungsi
densitas dari T (x) adalah :

d
f(O) =7 et

_E( _th)
_d s(x+t)
T dt a- s(x) )
d _s(x+t)

dt s(x)
_ s(x+1)
s(x)
_s(x+t) s'(x+1)
s(x) - s(x)
= Dy -Ulx +1t) (2.3.5)

2.4 Bunga

Bunga merupakan pembayaran yang dilakukan oleh peminjam sebagai balasan jasa
atas pemakaian uang yang dipinjam. Jenis bunga yang digunakan adalah bunga
majemuk. Bunga majemuk adalah perhitungan bunga dimana besar pokok jangka

investasi selanjutnya adalah besar pokok sebelumnya ditambah dengan besar bunga



11

yang diperoleh (Futami, 1993). Besar bunga majemuk dapat dihitung dengan

menggunakan rumus :

[=P,.i"

Dengan :

I = Interest value (nilai bunga)

P, = Pokok investasi

i = Rate of interest annually (tingkat suku bunga)

n = time (jangka waktu investasi)

Setelah n tahun, total investasi menjadi :

Pn=P0(1+l)n

Dalam bunga majemuk didefinisikan suatu fungsi v sebagai berikut :

1
YT+
Dapat juga dituliskan sebagai berikut :
— Pn —
o=y =vh

Jika n=1 dan P, = 1, maka P, = v, v adalah nilai sekarang (present value) dari

pembayaran sebesar 1 satuan yang dilakukan 1 tahun kemudian.

Didefinisikan fungsi tingkat diskon d sebagai berikut :
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i
-=iv=1—-v (2.4.1)

d =
1+

Karena v adalah nilai sekarang (present value) dari pembayaran sebesar 1 satuam yng
dilakukan 1 tahun kemudian, apabila pembayarannya dilakukan 1 tahun lebih
cepat,maka besarnya bunga hilang (Futami,1993).

d=1-v

Tingkat suku bunga selalu dipertanyakan pertahun atau per annum (p.a). tingkat bunga
tahunan yang dinyatakan itu apakah diakhiri dengan p.a atau tidak, disebut tingkat
bunga nominal. Simbol untuk tiggkat suku bunga nominal adalah i®®. Untuk suku
bunga nominal dan suku bunga diskonto nominal dengan p kali pembayaran dalam satu

tahun dapat didefinisikan sebagai berikut :

iP\P
1+i= <1+—)
p

i® =p [(1 + i)% — 1] (2.4.2)
1-d=(1+ d?f’)p

d® =p [1 - (1- d)%] =p[1-v¥P] (24.3)

Dengan p adalah banyaknya pembayaran yang dilakukan dalam 1 tahun.
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2.5 Laju Tingkat Suku Bunga

Didefinisikan bahwa & dari fungsi A(t) adalah

d A'(t)

6 =—InA(t) = m

= (2.5.1)

Dimana :

d d d d d
%lnA(t) = aln(A(O)a(t)) = %lnA(O) + Eln a(t) = Eln a(t)

Sehingga didapat bahwa :

d d
6= ElnA(t) = Eln a(t) (2.5.2)

Dengan menggunakan Persamaan (2.5.1) dan dengan menggunakan turunan limit

didapat bahwa :

_A’(t)_ A+ h) —A(t)
TAG@) kS A(Dh

)

Tingkat tahunan nominal yang diterima dalam 1/p tahun berikutnya ditambah p kali

setahun pada waktu t. Dimisalkan bahwa h = 1/p, sehingga :

_aw . alt+ ) - 4@

CTAO BT Lo,

Dengan memisalkan a(t) = (1 + i)* dan dengan menggunakan Persamaan (2.4.2)

didapat bahwa :
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lim i®) =§ (2.5.3)

p—>

Untuk p — oo, dengan kata lain pembuangannya dapat dilakukan setiap saat, diperoleh

nilai § dengan menggunakan Persamaan (2.5.2)

d
6= aln a(t)

d
1) dtln(l +1i)

d
6§ =—tIn(1+1i)

dt
§=In(1+1)
e t=1+D"t=0vt (2.5.4)

Dan § disebut dengan laju tingkat suku bunga (force of interest).

2.6 Tabel Mortalitas

Tabel mortalitas adalah cara ringkas untuk menunjukkan probabilitas dari anggota
pada suatu populasi yang hidup atau mati pada usia tertentu. Tabel ini digunakan untuk
memeriksa perubahan kematian dari populasi jaminan sosial dari waktu ke waktu .
Tabel mortalitas (life tables) akan memuat peluang seseoang meninggal berdasarkan
umurnya pada kelompok orang yang diasuransikan (Effendie, 2015). Pada tabel
mortalitas terdapat variabel 1, dan d,. Variabel 1, menyatakan jumlah orang yang
diharapkan masih hidup sampai usia x tahun dari kelompok orang jumlahnya [, ketika

baru lahir. Dalam hal ini, [, yang menyatakan banyaknya bayi yang baru lahir
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diasumsikan mempunyai fungsi survival sama dengan s(x). Misalkan [, = 100.000,
lalu diberikan indeks j = 1,2,3, ... [, (orang ke-1, ke-2, ..., ke [y) dan L (x) menyatakan
banyaknya bayi yang hidup sampai dengan usia x sehingga diperoleh persamaan

sebagai berikut :

L(x) = Zl‘) L (2.6.1)

j=1
Dimana I; adalah indikator untuk bayi bertahan hidup dari j, dan dapat pula dinyatakan

dengan :

I = 1, jika j hidup sampai dengan x
J — L0, selainnya

Karena I; adalah random variabel, dan berdasarkan asumsi bahwa I, mempunyali

fungsi survival yang sama dengan s(x), maka diperoleh nilai peluangnya sebagai

berikut :
P(I; =1) =s(x) (2.6.2)
P(,=0)=1-s(x) (2.6.3)

Dari Persamaan (2.6.2) dan (2.6.3) diperoleh nilai harapan dari I; sebagai berikut:

lo
E[L(x)] = E [Z,-=1 1,-]
lo
= Z _E[5]
j=1

=s(x)+s(x)+-+sx)

I, =1y.5(x) (2.6.4)
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Dengan mensubtitusikan Persamaan (2.3.4) didapat :

X
L, =1,.exp (f ut dt) (2.6.5)
0

Selanjutnya mensubtitusikan variabel d,, menyatakan banyaknya orang yang berusia x
tahun akan meninggal sebelum mencapai usia x + 1 tahun. Misalkan , D, menyatakan
banyaknya bayi yang meninggal usia x tahun sampai usia x + n tahun, ,akan berlaku

persamaan berikut :

Plx<X<x+n)=s(x)—s(x+n)

Selanjutnya indikator yang berlaku adalah sebagai berikut ;

1, jika jmeninggal antarausia x sampai dengan x+n tahun
0, selainnya

I =

Karena I; adalah random variabel, maka akan diperoleh nilai peluang sebagi berikut :
P(, =1) =s(x) —s(x +n) (2.6.6)
P(, =0)=1—{s(x) —s(x + n)} (2.6.7)

Dari Persamaan (2.6.6) dan (2.6.7) diperoleh nilai harapan dari I; sebagai berikut :

E[[]=1.5(x) =s(x+n) +0.(1—{s(x) — s(x +n)}) = s(x) — s(x + n)

Sehingga nilai ekspektasi dari ,,D, dapat dinyatakan dengan :

E[ Dyl = E [ijlz,]
=" k)

ndx =lo -{S(x) —s(x + n)}
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nlx = Iy = lysn (2.6.8)
Dimana ,d, menyatakan banyaknya orang yang berusia x tahun meninggal sebelum

mencapai usia x + n tahun.

Berdasarkan Persamaan (2.6.4) dan (2.6.8) diperoleh persamaan sebagai berikut :

I, =1,. s(x) - s(x) =l—x
0

Ly
xPo = 7~

(2.6.9)
Lo

Dan

l lo—1 d
WGo=1— pp=1-T="—F=-2 (2610)

Sehingga peluang (x) akan meninggal sebelum mencapai x + t tahun dapat dinyatakan

dengan :
t9x = 1 — tPx
o by
tdx = 1 — l_
X
_ Le = Lett
th l
x
1
x

Dan sebuah peluang meninggal yang ditangguhkan atau kondisi yang menyatakan
bahwa x akan berlangsung hidup sampai t tahun meninggal dalam w tahun,

didefinisikan sebagai berikut :
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tludx = 1- t|luPx
Jika u = 1, maka berdasarkan Persamaan (2.2.4) diperoleh :

t|9x = tPx - qx+t

lx+t lx+k - lx+k+1

tl%c = l

X lx+t

Ly — 1
[z = w (2.6.12)
X

2.6.1 Distribusi Gompertz

Distribusi Gompertz sangat sering digunakan untuk mendeskripsikan suatu distribusi
kematian. Pada tingkat terendah kematian bayi dan anak-anak, penggambaran
percepatan mortalita Gompertz meluas sampai rentang seumur hidup pada suatu
populasi tanpa mengamati perlambatan pola kematian. Maka, percepatan mortalita dari

distribusi Gompertz yaitu:

Uy, = Bc* (2.6.13)
Dengan B > 0,c >0,x =0

Fungsi survival distribusi Gompertz dapat didefinisikan sebagai berikut :

s(x) = exp <— jxu(x)dx>
0

- (5 (i )|
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= exp <— % (c* - 1)) (2.6.13)

Dari fungsi survivalnya, dapat ditentukan fungsi distribusi kumulatif (cumulative

distribution function) dari distribusi Gompertz (Futami, 1993), yaitu :

F(x)=1-s()= (1 —exp (—%(C’C - 1)))

Densitas (probability density function) dari distribusi Gompertz sebagai berikut :

fG)=F' ()= ;—x (1 — exp <— % (e = 1>>>
_ %(—% (cx - 1)) (—exp (—% (c* - 1)))
- <_ % (Inc. Cx)> (—exp <— % (c* — 1)))
~ (B (exp (—% (c* - 1)))

2.6.2 Hukum Mortalita Gompertz

Benjamin Gompertz (1825), menjalani penelitian seraya menghitung nilai anuitas
hidup, menyadari bahwa jika nilai percepatan mortalita bernilai konstan, maka tanpa
memperhatikan bahwa usia nilai anuitas hidup akan sama walaupun pada usia 20 atau
usia 65. Namun, pada kenyataanya tidak ada kasus seperti itu. Harga anuitas akan jauh
lebih mahal untuk seorang berusia 65 dari pada seorang berusia 20. Gompertz

menduga kematian mungkin terjadi karena dua penyebab umum. Satu, peluang tanpa
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kecenderungan sebelumnya untuk meninggal atau rusak. Penyebab lain, yaitu
memburuknya kondisi/keadaan, atau peningkatan ketidakmampuan untuk menahan
kerusakan. Hukum mortalita Gompertz merupakan bentuk kasus khusus dari hukum

mortalita Makeham dengan A=0 (Effendie, 2015).

Fungsi peluang .p, dari hukum mortalita Gompertz adalah sebgai berikut :

X+t
D = exp (— | u(x)dx>

X+t
= exp (—f Bc* dx)
X

x+t

1 X
= exp (—B.m .C )

B X
=€Xp<—m .C )

= exp <—1i (cxtt — cx)>

X

X

nc

B
Dy = €xp <_E (c*tt — cx)> (2.6.14)

Dalam penelitian Benjamin Gompertz (1825) mengenai daya tahan kekuatan pria
dalam kerentanan kematiannya, Gompertz menyatakan kebalikan/perlawanan dari
kerentanan pria untuk kematiannya dengan 1/u, (Futami, 1993). Lalu, Gompertz

mendefinisikan percepatan mortalitas adalah sebagai berikut :

1
—h— 2.6.15
Hx ( )

Sk
~~
£ e
~—~
I
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Dalam hal ini berarti kekuatan untuk menghindar dari kematian (escaping power from
death) dan ini bertolak secara proposional dari kekuatan itu sendiri. Sehingga didapat :

1
In—=—-hx—1nB

M

Dimana —InB adalah konstan dan misalkan h =In(c), maka fungsi

penyederhanaanya menurut Gompertz (Futami, 1993) adalah sebagai berikut :

1
In—=—In(c)x—InB

Uy

1 a

——e n(c)x+1nB).e—lnB

Hyx

Ly = eln(c)x+1nB

iy, = (em©)*enB (2.6.16)
Dengan e'™(©) = ¢ sehingga :

py = Bc*

DimanaB > 0,c > 1,x > 0.

Dimana dapat didefinisikan, parameter B dikaitkan dengan peluang atau kemungkinan,
dan parameter ¢ adalah peningkatan ketidakmungkinan menahan kerusakan. Dari
uraian tersebut, dapat dilihat bahwa distribusi Gompertz memiliki ciri khas yaitu
memiliki pola tingkat kegagalan (failure rate) yang meningkat. Jika ¢ = 1, tingkat
kematian akan menjadi konstan, dan untuk ¢ < 0 maka distribusi Gompertz akan
memiliki pola laju tingkat kematian yang menurun. Hal ini sesuai dengan filosofinya
yang menyatakan bahwa seiring berjalannya waktu, maka tingkat laju

ketidakmampuan menahan kerusakan akan meningkat. Sama halnya, dengan
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memberikan B dengan nilai positif akan menjamin bahwa pada setiap waktunya pasti

akan terdapat kemungkinan peluangg kematian yang positif.

2.6.3 Distribusi Makeham

Distribusi Makeham memberikan aproksimasi yang lebih baik untuk suatu distribusi
mortalita. Distribusi Makeham merupakan suatu perluasan dari distribusi Gompertz.
Perbedaan antara keduanya yaitu fungsi distribusi Makeham menggunakan parameter
tambahan dari fungsi distribusi Gompertz. Berikut adalah percepatan mortalita
distribusi makeham.

iy = A+ Bc* (2.6.17)
Dengan B>0, A>—-B,c>1, x >0, maka fungsi survival model mortalita

Makeham adalah (Bowers, dkk., 1997) :

s(x) = exp (— j;xu(x) dx)
= exp <— fo + Bc* dx>
0
= exp (—Ax -B (ﬁ cx>>

B
= exp (—Ax “Ine (c* - 1))

X

0

Dari fungsi survivalnya dapat ditentukan fungsi distribusi kumulatif (cumulative

distribution function) dari distribusi Makeham yaitu :
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F(x)=1-s(x) = (1 — exp (—Ax — %(C’C - 1)>>

Densitas (probability density function) dari distribusi Makeham adalah sebagai

berikut :

f(x) =F® = ;—x<1 —exp (—Ax — %(C" - 1)))
Sl )

= (—Ax — % (Inc. c")) (—exp (—Ax - % (c* - 1)))

B
= (A + Bc%) <exp (—Ax e (c* — 1)))

Fungsi peluang p, dari hukum mortalita Makeham sebagai berikut :

tDx = exp <— f p(x) dx>

1
= exp (—Ax -B (m cx>>

x+t

X

B
— _ _ x+t _ X
—exp( At lnc(c c ))
= At ch( t—1) 2.6.18
tPx = eXp e ¢ (2.6.18)

2.6.4 Hukum Mortalita Makeham

Hukum mortalita Makeham merupakan modifikasi dari hukum mortalita Gompertz.

Dalam peryataan Gompertz mengenai penyebab umum terjadinya kematian, hanya
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menggunakan penyebab kedua dalam menentukan hukum mortalitanya. Hal tersebut
membuat Makeham (1860) menggabungkan dua penyebab tersebut. Dengan pengaruh
dari penyebab pertama yaitu kesepatan akan menjadi tambahan konstan pada

percepatan mortalita Gompertz (Futami,1993).

e = A+ Bc* (2.6.19)

DenganB >0, A>—-B,c>1,x>0

Konstanta A dapat mewakili faktor terjadinya kecelakaan, dan Bc* dapat mewakili
faktor usia. Oleh karena itu, masing-masing hukum melibatkan sejumlah parameter
yang tidak ditentukan karena masing-masing dapat berupa bilangan tak terbatas dari
fungsi survival yang berbeda. Pada kasus tertentu, jika nilai  pada hukum mortalita
Makeham, maka Pada kasus tertentu, jika nilai A = 0 pada hukum mortalita Makeham,
maka dapat menjadi hukum mortalita Gompertz. Dan jika nilai ¢ = 1 pada hukum
mortalita Gompertz dan Makeham, maka dapat menghasilkan distribusi eksponensial

(laju tingkat kematian konstan).

2.7 Asuransi

Asuransi seumur hidup (whole life insurance) yaitu asuransi yang menjamin seumur
hidup tertanggung dan dibayarkan bila tertanggung tersebut meninggal. Pengertian
asuransi dalam skripsi ini menyatakan premi tunggal dengan referensi yang digunakan

adalah buku Bowers dkk Tahun 1997, dengan jenis-jenis pembayarannya, yaitu :
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2.7.1 Asuransi yang Dibayarkan Segera pada Saat Meninggal (Kontinu)

Jenis asuransi ini adalah bentuk kontinu dengan besarnya manfaat (b;) sebesar 1

dibayarkan sebera pada saat meninggal, maka:

v, = vt t=>0
Z=vT t=>0

Nilai sekarang atau biasa disebut actuarial present value (APV) dari asuransi

dinotasikan dengan symbol A, adalah mengekspektasikan Z, yaitu :

o)

A, =E[z] =E[7] gfvf. £(6) dt
0

VU Dy Uyyr dit (2.7.1)

Il
o — g

2.7.2 Asuransi yang Dibayakan pada Akhir Tahun Meninggal (Diskrit)

Asuransi yang berbentuk diskrit ini dinotasikan dengan symbol K(x) yang

pembayarannya sebesar 1 pada akhir tahun meninggal, maka :

broy = 1 t>0
Vpyr = v t=0
7 = K+l t=>0

actuarial present value (APV) dinotasikan dengan A, adalah :

A, = E[z] = E[v¥+1]
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vk P[K(x) = k]

I
NgE

&
I
o

kel kPx - Qx+k (2.7.2)

I
l\ﬁ48

&
Il
o

2.7.3 Asuransi yang Dibayarkan Segera pada 1/p Tahun Meninggal (1/p)

Dalam satu tahun dibagi menjadi 1/p, sehingga bila tertanggung meninggal dalam
interval 1/p tersebut, akan dibayarkan asuransinya pada akhir 1/p tahun meninggal.
Bentuk asuransinya dibayar pada akhir periode K + (J + 1)/p, /] merupakan nilai
fungsi integer terbesar dari jumlah keseluruhan p-kali dari tahun orang itu hidup hingga

tahun meninggal. APV dari asuransi tersebut adalah :

]+1
AP = E[
= Z vK+T aLE2Px 2 111 (2.7.3)
k=0 j=0 p p

Atau bentuk lainnya adalah :

1
AP = L [Ul/p(lx - lx=1/p) + vz/p(lxﬂ/p - ZX=2/p) + ]
X
1o ¢t
= _Ez vp .Alx+g
t=1 p
Jika p menuju tak hingga maka A,P akan berubah menjadi A,, dapat ditunjukkan

sebagai berikut :
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> t
. p _ . —~
r}ll—r&Ax = TL‘E&O[ E vp .Alx+c—1]
t=1

14
1 oo
== | v e
Le Jo

Dimana : dlyir = —Lyte - Uyqe dt

Maka,

b

. 1 ("
lim AP = — f V. Lyr Pogr dt

@ 1
:J vt. }Ht Myyr dt
0 x

:f U ST L
0

=A, (2.7.4)
2.7.4 Hubungan Antar Asuransi
Hubungan antar asuransi menurut (Bowers, dkk., 1997) adalah :
_ [
A =5 A (2.7.5)

Dengan melihat Persamaan 2.5.3 dan Persamaan 2.7.4, maka:

i
: p__ "
;1_{210 A" = lim i(®) Ax
p—)OO

[

P — ____
A = o7 Ax (2.7.6)
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2.8 Anuitas

Anuitas didefinisikan sebagai suatu rangkaian pembayaran dalam jumlah tertentu,
yang dilakukan setiap selang waktu dan lama tertentu secara berkelanjutan
(Sembiring, 1986). Suatu anuitas yang pasti dilakukan dalam jangka pembayaran

disebut anuitas pasti.

2.8.1 Anuitas Pasti (Pembayaran Tahunan)

Anuitas yang dibayarkan di awal jangka waktu pembayaran anuitas disebut anuitas
awal (annuity-due) sedang bila diakhir jangka waktu pembayaran disebut anuitas akhir

atau annuity-immediate (Futami,1993).

Total nilai sekarang dari anuitas akhir yang dapat dinotasikan sebagai az| (annuity-
immediate) adalah :
PV=ap=v+v2+-+v" 140"
Dengan menggunakan rumus deret geometri, maka :
ag =v(l+v+vit+vPi4Hv"h
(=)
1—-v

Dengan Persamaan 2.4.1 (1-v), maka:

(%)
=7 -
v
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Al =~ (2.8.1)
Sedangkan anuitas awal dinotasikan dengan d; adalah :
g =14+v+v2 4+ +v" 241
1=
C1-v
Dengan Persamaan 2.4.1, maka :
. 1—-v"
lin) = — (2.8.2)

2.8.2 Anuitas Pasti (Pembayaran p-kali Setahun)

Suatu anuitas pasti yang pembayarnnya dilakukan p kali dalam setahun dengan selang
pembayaran setiap 1/p tahun dan total pembayarannya dalam satu tahun sebesar 1
(Futami, 1993).

Maka total nilai sekarang dari anuitas tersebut yang dinotasikan af_fl’), adalah :

af_ﬁ) = %(vl/p +v¥/P 4 p3/P o VP /D)
1 vl/p _ vn+1/p
Tp\ 1—vl/p

B 1-—v"
Cpl(1+ DV —1]

Dengan Persamaan 2.4.2, maka :

o 1=V
| i®

(2.8.3)
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Sedangkan untuk anuitas awal dinotasikan d%’), adalah :

1
d%ﬁ)) = 5(1 + vl/p + vZ/p + U3/p + e + "]n_l/p)
_5<1—v1/17>

_ 1-—-p"
S p[l—(1—d)VP]

Dengan Persamaan 2.4.3, maka:

_1—17"

2.8.3 Anuitas Pasti (Pembayaran Kontinu)

Suatu anuitas pasti yang pembayarannya dilakukan p kali dalam setahun dengan p —
oo, atau dengan kata lain pembayarannya dilakukan setiap saat (Futami,1993), yang

dinotasikan dengan a;.:

_ i 1-v"
e ®
Dengan Persamaan 2.5.3, didapat :
1=

=— (2.8.5)
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2.9 Anuitas Hidup (Life Annuity)

Anuitas hidup (life annuity) adalah serangkaian pembayaran yang dilakukan selama
seseorang tertentu masih hidup (Sembiring,1986). Besarnya pembayaran bisa tetap

atau berubah-ubabh.

2.9.1 Anuitas hidup kontinu (Continous Life Annuity)

Anuitas seumur hidup sebesar 1 per akhir tahun dengan pembayaran kontinu setiap saat
(Bowers, dkk.,1997). Nilai sekarang dari pembayaran anuitas tersebut variabel acak Y
adalah :

Y=aﬂ, T=0

Dari Persamaan 2.8.5, didapat :

Actuarial present value (APV) dari anuitas tersebut adalah
ay = E[Y] = E|ag] =J ag. g(t) de
0

Dengan menggunakan pengintegralan parsial integral tentu :

b b
fudv= [uv]Z—fvdu
a a
. . — du d 1—vT) d ( vT) 1 avT
= A= - —_— = — =—|-—)=—=,—
Misalkan : u = az dt dt( 5 dt 5 5 dt
1

1 1
— T — T -1 T
= 6.17 Inv 6.17 In(1 + i) 6.17 .0
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Il
<

du=vTdt
dv = g(t)dt
Dari Persamaan 2.3.5, diketahui :

dv = tpx-.u(x+t) =V =Dy

Sehingga :
c_lxzj az. g(t)de
0
= C_7'1:_|- tpxlgo_] — tPx vl dt
0
Jika :
3 1—-v® 1
t:oo—)tpxz(),at—lz 6 =§
_ 1—v0°
t:O—)tple;at—l: 6 =0
Maka :
a, = E[Y] = E[az]| =f vT . p,dt (2.9.1)
0

Hubungan antara anuitas seumur hidup dengan asuransi seumur hidup yang kontinu

adalah :
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Dari Persamaan 2.7.1, maka:

_ 1 1._
a, = E—EA,C
6
da, =1—A,
A, + da, =1 (29.2)

2.9.2 Anuitas Hidup Diskrit (Discrete Life Annuity)

Anuitas hidup diskrit menggunakan anuitas awal (due annuity) yang pembayarannya
setiap awal tahun (Bowers, dkk., 1997). Nilai sekarang dari pembayaran anuitas
tersebut yang merupakan variabel acak dari Y adalah :

Y=éim, K>0

Dari Persamaan 2.8.2, maka :

AN =g
Actuarial present value (APV) dari anuitas tersebut, d, :

dx = E[Y] = E[dgs]

=) gy PK = 1)
k=0

0]

= z C.iK—-Ul kPx Qx+k
k=0
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= z v Dy (2.9.3)

Hubungan anuitas dengan asuransi :

1— UK+]
e sl =22

Dari Persamaan 2.7.2, maka:

. 1—-E[*]
ax d
1-A,
=— (2.9.4)

2.9.3 Anuitas Hidup dengan p-kali Pembayaran

APV dari anuitas hidup sebesar 1 pertahun, yang dibayarkan 1/p pada awal setiap 1/p

tahun selama orang berusia (x) tersebut hidup hingga K + (J + 1)/p. Untuk K dan J

telah dijelaskan di sub bab 2.7.3 dapat dinotasikan dengan simbol éi,(f) (Bowers, dkk.,
1997).

Variabel acak Y adalah :

K+] kel
..(p) _1-v

APV dari anuitas :

(p)
]+1|]
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[0}

— = (P) —
= 2, Gagrom PE = k)
k=0
1 (o]
= —Z vk/P | kpy (2.9.6)
Piss p
Hubungan anuitas dengan asuransi :
m
1-v
(p) _ - ()
= E|aB | = £ —a® (2.9.7)
Dari Persamaan 2.7.3, maka :
m
- 1 E[ K+
. p
A 4@
1-4,m
= W (2.9.8)

2.9.4 Anuitas Hidup Aportionabel (Apportionable Life Annuity)

Anuitas hidup aportionable didefinisikan sebagai anuitas hidup dengan p —Kkali
pembayaran dengan pengembalian pembayaran yang terjadi akibat perbedaan waktu

meninggal dengan waktu pembayaran terakhir (Bowers, dkk., 1997). Notasi untuk

.(p)

anuitas hidup aportionabel adalah d, . Dari Bowers dapat kita lihat variabel acaknya

yaitu :

- (P) T ke E_T|
V= G T\ pagy
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J+1
) vl — v
= v gsn/el d®
T
d® = %7
APV dari anuitas :
1—vT S
{p} _ =(p)| _ _ —
il = E|a®)] = El g l = o x (2.9.9)

2.10 Premi Asuransi Jiwa

Premi adalah besarnya pembayaran tertentu yang dilakukan oleh pihak tertanggung
kepada perusahaan asuransi yang disetujui dalam suatu perjanjian dalam kontrak
tertulis yang disebut dengan polis asuransi. Pada semua asuransi dikenal premi tunggal
(net single premiums), tetapi pada prakteknya jarang sekali premi tunggal digunakan.
Biasanya premi dibayar secara berkala (tahunan), misalnya tiap tahun, enam bulan
sekali, ataupun sebulan sekali dan dilakukan pada awal tiap selang waktu (Sembiring,

1986). Umumnya premi berkala tersebut sama besarnya (net level premiums).

Dalam penelitian ini penentuan premi tahunan memakai prinsip keseimbangan

(equivalence principle) dan mempunyai syarat bahwa :

E[L] =0

Dengan L adalah jumlah kerugian perusahaan asuransi, yang merupakan perbedaan
nilai sekarang dari santunan (Benefit) dan nilai sekarang dari pembayaran premi

(Anuitas).
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Maka :
E[nilai sekarang santunan — nilai sekarang premi] =0
E[nilai sekarang santunan] = E[nilai sekarang premi]

Penentuan premi tahunan asuransi jiwa seumur hidup yang dibayarkan p-kali dalam

setahun dapat dilakukan dengan beberapa metode yaitu:

2.10.1 Premi Asuransi Kontinu

Untuk premi yang dibayarkan kontinu, dengan santunan dibayarkan segera pada saat
tertanggung berusia x meninggal, akan kita lihat sebagai contoh untuk kasus asuransi
seumur hidup. Nilai sekarang dari kerugian untuk penanggung jika meninggal terjadi

pada saat t adalah :

I(t) = v* - Pag
Maka untuk variabel acak dari kerugian :

L=1UT)=v" - Pag (2.10.1)

Sehingga dengan prinsip ekuivalen :

E[L] = E[v" — Paz] =0

= E[v"] = PE[az] =0

Premi kontinu asuransi jiwa seumur hidup dinotasikan dengan P(4,) maka :

A, —P(A)a, =0
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atau :

(2.10.2)

Dapat dilihat bahwa untuk kasus premi bersih kontinu, asuransi dan anuitasnya

berbentuk kontinu.

2.10.2 Premi Asuransi Diskonto Kontinu

Premi diskonto kontinu atau disebut juga premi aportionabel (apportionable premium),
P®), adalah jenis asuransinya dibayar setiap saat atau berbentuk kontinu dan jenis

pembayaran preminya (anuitas) berbentuk aportionabel. Maka untuk variable acaknya

L=1T)=v"—P®al
Menggunakan prinsip ekuivalen :
E[L] =E [v" - P(P>a;—‘|’)] =0
Premi santunannya dinotasikan P?)(4,,), maka:
A, — PP (A" =0
Jadi :

Ay Ay
s [ 8§
x [_d(p) aX]

d® A, d® _ _
= TE = TP(AX) (2.10.3)

P ®) (/Tx) =




Rumus dasar premi diskonto kontinu adalah :

1
1—vp
o)

P(Ax)amp = F(Ax)

2.10.3 Premi Asuransi Semi Kontinu

a\wp’ _ _
-p:TP(Ax)
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(2.10.4)

Dinotasikan dengan P®), hampir sama dengan metode kontinu, asuransinya berbentuk

kontinu sedangkan anuitasnya berbentuk diskrit. Asuransi seumur hidup dibayarkan

segera pada saat tertanggung usia (x) meninggal dan premi dibayarkan pada awal 1/p

tahun.Variabel acak kerugiannya adalah :

= =yl — (p)(p)
L=IT)=v P vy

Dengan prinsip ekuivalen :

E[L]=E

T — p®)®) =0
1(+(];1)

.+ (p)

d

J+1

K+~
p

=E[v"] - PWE =0

Premi semi kontinu dinotasikan PP atau P®)(4,), maka :
(A0 - PP(A)EP = 0

atau :

Ax
a}(CP)

P ) (/Ix) =

(2.10.5)
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2.10.4 Premi Asuransi Diskrit

Konsep dasar dari kasus diskrit tetap menggunakan prinsip ekuivalen, tetapi asuransi
dan anuitasnya berbentuk diskrit. Asuransi seumur hidup dibayarkan pada akhir tahun
meninggal dan premi dibayarkan pada awal 1/m tahun, akan didapat variabel acak dari

kerugian :

— — ,k+1 _ p(») ;@)
L=IT)=v P b 71771

Menggunakan prinsip ekuivalen :

_ K =(p) _
E[L] =E |v +1—P(p)a—K+E|] =0
p
K+17 _ p(p) .. (p) _
E[v®*] — PWE a—K+m]—0
P

Premi diskrit dinotasikan dengan PP atau P®)(4,), maka:
A, — PP (A)aP =0

atau :

A
P®(4,) = “(z) (2.10.6)
ax

2.11 Metode Kuadrat Terkecil Nonlinear

Hukum mortalita merupakan bentuk pendekatan terhadap percepatan mortalita dari
suatu tabel mortalita. Dalam menentukan nilai premi yang didekati berdasarkan
hukum mortalita Makeham dan hukum mortalita Gompertz terdapat modifikasi

perhitungan pada percepatan mortalita force of mortality u(x + t) yang melibatkan
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sejumlah parameter-parameter tertentu. Terdapat beberapa cara dalam menentukan
nilai parameter pada hukum mortalita. Yakni dengan metode kuadrat terkecil, metode
maximum likelihood estimation, trial and error, dan sebagainya. Pada penelitian ini
akan digunakan metode kuadrat terkecil nonlinier (nonlinear least squares).
Pengestimasian nilai parameter dilakukan menggunakan bantuan program Matlab

R2013b.

Model nonlinier merupakan bentuk hubungan antara peubah terikat dengan variabel
bebas yang tidak linear dalam parameter. Secara umum model nonlinier ditulis sebagai

berikut :

yi =f(x) + ¢ i=12,..,n

Dengan :
y; = variabel terikat ke-i
f(x;) =fungsi nonlinear
x; = variabel bebas ke-i
g; = galat ke-i
Misalkan model nonlinier yang dipostulat dengan bentuk :
Vi = f(xl,xz, ...,xp) + &

Misalkan X = (x;, %y, ..., x,) dan 6 = (64,6, ..., 6,), maka:

Y=f(x0)+¢ (2.11.1)
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Maka jumlah kuadrat galat untuk model nonlinier diatas didefinisikan sebagai berikut

n 2
s=) (n-Uwe)) (211.2)
=1
Nilai dugaan kuadrat terkecil bagi 8 akan dilambangkan dengan 8. Nilai dugaan ini
adalah nilai yang meminimumkan nilai S. Untuk mendapatkan nilai dugaan kuadrat
terkecil 8 yaitu dengan mendefinisikan S terhadap 8 kemudian disamadengankan nol

(Mustari, 2013).
Diketahui fungsi nonlinier percepatan mortalita Makeham vyaitu :
Uy = A + Bc*tt

Misalkan u,, =Y dan t =1 maka jumlah kuadrat untuk persamaan nonlinier

percepatan mortalita Makeham yaitu
n 2
S = Z (Y; — Ay — Bye,®*D) (2.11.3)
i=1

dengan

Y; = Variabel terikat yang menyatakan percepatan mortalita tabel pada tahun ke-i
A, = Parameter 1 pada fungsi nonlinier percepatan mortalita Makeham

B; = Parameter 2 pada fungsi nonlinier percepatan mortalita Makeham

c; = Parameter 3 pada fungsi nonlinier percepatan mortalita Makeham

x; = Usia (tahun) ke-i

g; = Galat ke-I
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Maka berlaku :

Selanjutnya diketahui fungsi nonlinier percepatan mortalita Gompertz yaitu:
Hye = Bc**t

Misalkan u,; =Y dan t =1 maka jumlah kuadrat untuk persamaan nonlinier

percepatan mortalita Gompertz yaitu :
n 2
S = z (Y; — B,c, D) (2.11.4)
i=1

dengan

Y; = Variabel terikat yang menyatakan percepatan mortalita tabel pada tahun ke-i
B, = Parameter 1 pada fungsi nonlinear percepatan mortalita Gompertz

¢, = Parameter 2 pada fungsi nonlinear percepatan mortalita Gompertz

x; = Usia (tahun) ke-i

g; = Galat ke-i

Maka berlaku :

ds _ 0 das
dB, 'dc,
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2.12 Simulasi Penaksir Parameter

Simulasi adalah operasi tiruan suatu proses atau sistem dari kejadian nyata pada waktu
tertentu. Keuntungan dari simulasi adalah dapat menganalisa suatu tujuan dari sistem
meskipun data yang dimasukkan tidak lengkap. Tujuan simulasi dalam penelitian ini
adalah membangkitkan variabel acak dari T,. VVariabel acak ini merupakan lamanya

orang hidup dari seseorang berusia x.

2.12.1 Simulasi Penaksir Parameter Gompertz
Dari Persamaan 2.2.3 dan 2.2.6, akan didapat :

Cs(x+t)  lpxs(x+t) Ly
tPx = s(x)  lyxs(x) L,

(2.12.1)

Hubungan dengan gompertz, dapat ditentukan dengan Persamaan 2.2.1 dan 2.6.14,

yaitu :

B, at
_s(x+t) _exp(—m(c f_1)>

tPx = =
s(x) exp< B (c* — 1)>

“Inc

= exp <— % (c*tt — cx)> (2.12.2)

Sehingga akan didapat :

Lyt = Ly = tPx

B
Leve = I * exp <_m(cx+t - Cx))

Misalkan x = 0, maka :
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B
lp =1y * exp (—m(ct - 1))

[, merupakan banyaknya orang hidup pada usia t, sedangkan dalam table diketahui

banyaknya orang hidup pada usia x, maka :

B
L, =1y * exp (—m(cx - 1)) (2.12.3)

Dengan menggunakan metode persamaan regresi nonlinier maka akan didapatkan
variabel m, c dari distribusi Gompertz (Ahmadi, 2001). Sedangkan nilai-nilai L, dan [,
adalah didapat dari tabel mortalita Indonesia laki-laki dan perempuan tahun 2011.
Program yang digunakan untuk menghitung regresi nonlinier pada Program Matlab
adalah Nlinfit (nonlinear least square and fitting) dari hukum mortalita Gompertz,

maka didapatlah taksiran parameternya.

2.12.2 Simulasi Penaksir Parameter Makeham

Hubungan dengan makeham, dapat ditentukan dengan Persamaan 2.2.1 dan 2.6.17,

yaitu :

exp <—Ax - % (cxtt — 1))

exp <— % (c* — 1)>

_s(x+1t)
tPx = S(X) -

B
= exp (—Ax ~ne (c*tt — cx)> (2.12.4)
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Sehingga akan didapat :

Leve = Lo * ¢Dx
B X+t X
Lyt = Ly * exp —Ax—m(c —c%)

Misalkan x = 0, maka :

B
I, =1y * exp (—m(ct - 1))

[ merupakan banyaknya orang hidup pada usia t, sedangkan dalam tabel diketahui

banyaknya orang hidup pada usia x, maka :

B
L, =1y * exp (—Ax - E(c" - 1)) (2.12.5)

Dengan menggunakan metode persamaan regresi nonlinear maka akan didapatkan
variabel A, m dan c dari distribusi Makeham. Sedangkan nilai-nilai [, dan [, adalah
didapat dari tabel mortalita Indonesia laki-laki dan perempuan tahun 2011. Program
yang digunakan untuk menghitung regresi nonlinier pada Program Matlab adalah
Nlinfit (nonlinear least square and fitting) dari hukum mortalita Makeham, maka

didapatlah taksiran parameternya.
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2.13 Transformasi Invers

Teknik transformasi invers merupakan salah satu teknik yang digunakan untuk
membangkitkan variabel acak dengan mentransformasikan suatu distribusi menjadi

distribusi uniform (0,1).

Asumsi distribusi uniform (0,1) dengan menggunakan variabel acak R; R, R3 ... yang

telah tersedia (dibangkitkan melalui random numbers), setiap R; mempunyai fungsi

densitas:
1, 0<x<1
fr(x) = {O, lainnya
Dan fungsi distribusinya :
0, x<O0
FR(x):{x, 0<x<1
1, x>1

Salah satu distribusi yang dapat ditransformasikan ke distribusi uniform (0,1) adalah

distribusi eksponensial. Dari distribusi eksponensial, fungsi densitasnya :

_(re™™ x>0
f“)_%, x<0

Dan fungsi survival :

1—e™, x>0
F(x) = X2
(x) {a x<0
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Gambar 2.1 Plot fungsi densitas eksponensial
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Gambar 2.2 Plot fungsi survival eksponensial

48

Berdasarkan Gambar 2.1 dapat dilihat bahwa plot fungsi densitas memiliki lengkungan

dengan semakin besar nilai x maka nilai funginya semakin mengecil. lengkungan ini

dipengaruhi oleh nilai lambda, dimana semakin besar nilai lambda semakin besar pula

lengkungannya. Sehingga distribusi eksponensial sangat baik digunakan untuk
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menggambarkan tingkat laju kematian. Gambar 2.2 menunjukkan bahwa Pada saat
nilai lambda sama dengan satu, terlihat lengkungan plot fungsi distribusi menyerupai
peluang percepatan tingkat laju kematian, oleh karena itu dalam penelitian ini

digunakan lambda = 1.

Jika: A=1,maka f(x) =e*, x>0
F(x) = f eYdy=1—e™
0
Langkah-langkah teknik transformasi invers dalam kasus ini menggunakan distribusi

eksponensial adalah (Ahmadi, 2001):
Langkah 1. Hitung fungsi distribusi variabel acak X untuk distribusi eksponensial,
fdF(x)=1—-e* x>0
Langkah 2. Tetapkan F(X) = R pada ruang lingkup X.
Untuk distribusi eksponensial, menjadi 1 —e* =R, x > 0

X adalah variabel acak, maka, 1 — e™* juga variabel acak yang disebut
sebagai R. Nanti akan ditunjukkan R merupakan variabel acak dari

distribusi uniform dengan interval (0,1).
Langkah 3. Selesaikan persamaan F(X) = R untuk X dalam bentuk R.

Untuk distribusi eksponensial, penyelesaiannya adalah :
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X=-In(1-R) (2.13.1)

Persamaan 2.13.1 disebut sebagai variabel acak untuk distribusi
eksponensial. Pada umumnya Persamaan 2.13.1 ditulis sebagai X =

F71(R).

Langkah 4. Membangkitkan variabel acak uniform R; R, R3 ... dan menghitung

variabel acaknya yang diinginkan dengan :
X; =F'(R)
Untuk kasus eksponensial, dari Persamaan 2.13.1, maka :
X; =—In(1 —=R)) (2.13.2)

untuk i = 1,2,3, ... satu penyederhanaan bahwa biasanya pada Persamaan

2.13.2, R; diganti dengan 1 — R;, menjadi :
X;=—1In R; (2.13.3)
R; dan 1 — R; adalah distribusi uniform (0,1).

Untuk mendapatkan variabel acak T'(x), dapat ditentukan dari Persamaan 2.12.2, yaitu

Cs(x4t) exp(—m(c**t — 1))

tbx = s(x) exp(—m(c* — 1)) = exp(—m(c**t — ¢))

Fungsi distribusi dari T'(x) adalah :

Gy =1—p,=1— exp(—m(cx” — c")) (2.13.4)
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Bentuk Persamaan 2.13.5 hampir sama dengan Persamaan 2.13.3, vyaitu :
x = m(cx+t _ Cx)

Maka dari langkah-langkah teknik tranformasi invers akan didapat variabel acak

T(x), yaitu :

X=—-In(1-R)
m(c*tt —¢c*) = —In(1 — R)

mc**t = —In(1 — R) + mc*

ct = (—=In(1 = R) + mc*)/ mc*

N <(— In(1 —R) + mcx)>/ln .

mc*
Jadi variabel acak T'(x), adalah :

. In(In(1 — R) + mc*) — Inmc*

i

— (2.13.5)

2.14 Simulasi Membangkitkan Variabel Acak

Untuk membangkitkan variabel acak T(x) terdapat langkah-langkah yang harus

diambil yaitu(Ahmadi, 2001) :

1. Langkah pertama mengambil variabel acak dari U(0,1) sebesar n = 10000 data
dari program Matlab berupa U, Us, ..., U;0000, KEmudian membuat variabel acak

baru menjadi variabel acak antitetik (Antithetic variables) yaitu yang didapat dari
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hasil pengurangan 1 — U;,i = 1,2 ....,10000. Sehingga diperoleh data sebanyak

20000. Kegunaan variabel antitetik adalah memperkecil variansi taksiran.

Kemudian  menransformasikan data tersebut sehingga dapat berdistribusi
eksponensial (A = 1) dengan g = U; + (1 — U;), transformasinya adalah sebagai

berikut :

M;=-In(1-U,), g=1, 2,..,20000

Transformasi ini dilakukan untuk mensimulasikan T'(x) untuk kasus 1 orang,
sehingga menghasilkan variabel acak : t, t,, ..., t2000 dengan menggunakan rumus

2.13.5, sebagai berikut :

In(M; + mc*) — Inmc*
t; = (2.14.1)
Inc



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu

Pengetahuan Alam pada semester genap tahun ajaran 2018/2019.

3.2 Data Penelitian

Penelitian ini menggunakan peluang kematian yang mengacu pada Tabel Mortalita
Indonesia (TMI) 1l Tahun 2011 untuk laki-laki dan perempuan yang terdapat pada
buku Effendie, A.R., (2015) hal 132-137. Sebagian dari tabel tersebut disajikan

dibawah ini dan tabel lengkapnya dituliskan dalam lampiran.

Tabel 1. TMI 11l Tahun 2011 untuk laki-laki

X gx (laki-laki) pX Lx

0 0.00802 0.99198 100000

1 0.00079 0.99921 99198

2 0.00063 0.99937 99119.63358
3 0.00051 0.99949 99057.18821
4 0.00043 0.99957 99006.66904
5 0.00038 0.99962 98964.09618
6 0.00034 0.99966 98926.48982
7 0.00031 0.99969 98892.85481
8 0.00029 0.99971 98862.19803




54

9 0.00028 0.99972 98833.52799
10 0.00027 0.99973 98805.8546
111 1 0 0.01683049
Tabel 2. TMI I11 Tahun 2011 untuk perempuan
X gx (perempuan) Px Lx
0 0.0037 0.9963 100000
1 0.00056 0.99944 99630
2 0.00042 0.99958 99574.2072
3 0.00033 0.99967 99532.386
4 0.00028 0.99972 99499.5403
5 0.00027 0.99973 99471.6805
6 0.0003 0.9997 99444.8231
7 0.00031 0.99969 99414.9897
8 0.0003 0.9997 99384.171
9 0.00028 0.99972 99354.3558
10 0.00025 0.99975 99326.5366
111 1 0 0.55109576

3.3 Metodologi Penelitian

Dalam melakukan penelitian ini, proses perhitungan komputasi menggunakan

program Matlab R2013b dan Microsof Office Excel 2016 untuk masing-masing usia

penandatangan kontrak x = 25,x = 35 dan x = 45. Adapun langkah-langkah yang

dilakukan adalah sebagai berikut :

1. Menentukan kondisi awal yang digunakan :
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Menaksir parameter hukum mortalita hukum Gompertz (m dan c¢) pada data
tabel mortalita Indonesia (TMI) 111 tahun 2011 dengan metode persamaan

regresi nonlinier.

B
Le = lo * exp[—1—(c* = 1)]

m = Bc*

Menaksir parameter mortalita hukum Makeham (A, m dan c¢) pada data tabel
mortalita Indonesia (TMI) 111 tahun 2013 dengan metode persamaan regresi

nonlinier.
B
L, =1y * exp[—Ax — e (c*—=1)]

m=A+ Bc*

Melakukan simulasi variabel acak T (x).

Variabel acak T(x) disimulasikan untuk masing-masing hukum mortalita
dengan parameter m dan c yang diperoleh dari poin a dan b.

- In(In(1 — R) + mc*) — Inmc*

X

Inc

Hasil dari simulasi ini selanjutnya digunakan sebagai peluang seseorang akan
mampu bertahan hidup sampai usia x + t yang dinotasikan dengan ;p, .
Periode p-kali setahun, p sebanyak 3

Periode p-kali setahun adalah banyaknya periode pembayaran yang dilakukan
selama kurun waktu satu tahun.

Tingkat laju suku bunga majemuk (force of interest) dengan bunga (i) = 6%

yang memenuhi hubungan :
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vi=(1+i)t=e%
f. Tingkat diskonto nominal
d(p) — p * [1 — vl/p]

g. Anuitas pasti 1/p kali

1
arp =1 —vP)/ 8

2. Menghitung Actuarial present value (APV) untuk masing-masing asuransi seumur

hidup:

Perhitungan APV untuk masing-masing asuransi menggunakan nilai ;p, yang

diperoleh dari hasil simulasi variabel acak T (x).

a. Asuransi kontinu (4,)
A, = E[vT] = f VYL Dy - Haye At
0

b. Asuransi diskrit (4,)

(o]
Ay = E[vE = > v ype . G
k=0
c. Asuransi p-kali (4,°)
J+1 © P J+1
K+—= K+—=
k=0j=0 b P P

3. Menghitung APV dari anuitas hidup



57

Perhitungan APV untuk masing-masing anuitas hidup menggunakan nilai ;p,

yang diperoleh dari hasil simulasi variabel acak T (x).

a.

b.

C.

Metode Kontinu (a,)

Metode Diskrit (a,)

Metode P-kali (¢i,”)

i’ = E

Menghitung premi jenis-jenis asuransi :

a.

Premi Metode Kontinu

1 [ee]
P —_ vk/p KD
K+1+1| p § k
p k=0 p

Perhitungan premi dengan metode kontinu menggunakan asuransi kontinu

yang diperoleh dari hasil langkah kedua poin a dan anuitas hidup kontinu yang

diperoleh dari hasil langkah ketiga poin a.

Premi Metode Diskonto Kontinu



58

Perhitungan premi dengan metode diskonto kontinu menggunakan premi
asuransi kontinu yang diperoleh dari hasil langkah keempat poin a dan anuitas

hidup aportionabel yang diperoleh dari hasil langkah ketiga poin c.

P(p)(gx) = P(/Tx) -C_ll_| -p
14

Premi Metode Semi Kontinu
Perhitungan premi dengan metode semi kontinu menggunakan asuransi
kontinu yang diperoleh dari hasil langkah kedua poin a dan anuitas hidup p-

kali yang diperoleh dari hasil langkah ketiga poin c.

_ A
PW(A,) = =X
a(P)

X
Premi Metode Diskrit
Perhitungan premi dengan metode diskrit menggunakan premi asuransi diskrit

yang diperoleh dari hasil langkah kedua poin b dan anuitas hidup p-kali yang

diperoleh dari hasil langkah ketiga poin c.

PM(A,) = A Jd{™

3.4 Algoritma Pemrograman Perhitungan Premi

P w NP

Masukkan tingkat laju kematian hukum mortalilta Gompertz dan Makeham (load)
Memasukkan usia

Tentukan batas awal (jlI) =0, bts =1

Ketika iterasi i > bts dan ketikaj>p + 1

Hitung xr = usia+(i-1)+((j-1)/p)

b. Hitung Tx=log(((-log(E))+(mg*cg”xr))/(mg*cg”xr))/log(cg)



c. Asuransi dan anuitas hidup
Al=mean(v."Tx); %asuransi jiwa Kontinu
al=mean((1-v.ATx)/dlt); %anuitas jiwa Kontinu
A2=mean(v.~(floor(Tx)+1)); %asuransi jiwa Diskrit
a2=mean((1-v."(floor(Tx1)+1))/d); %anuitas jiwa diskrit
Kmr=floor(Tx)+ceil((Tx-floor(Tx))*p)/p;
A3=mean(v.*Kmr); %asuransi jiwa m-kali
a3=mean((1-v."Kmr)/dm);  %anuitas jiwa m-kali

5. Ketikajl =jl+1danjl <2

Hitung premi jenis-jenis asuransi

Kontinu=Al/al; %premi asuransi kontinu

Diskonto=Kontinu*am*p; %premi asuransi diskonto kontinu

Semi=Al/a3; %premi asuransi semi kontinu

Diskrit=A2/a3; %premi asuransi diskrit
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1.

Premi jenis-jenis asuransi dapat dengan mudah dihitung dengan kecepatan rata-
rata proses perhitungan untuk laki-laki 0.086903 detik dan untuk perempuan
0.086570 detik.

Usia sangat mempengaruhi besarnya harga premi, diamana semakin besar usia
penandatanganan kontrak maka premi yang harus dibayar juga semakin besar.
Pendekatan hukum mortalita Makeham adalah pendekatan terbaik untuk
menghitung premi. Karena hasil perhitungan premi jenis-jenis asuransi yang
diperoleh dari pendekatan hukum mortalita Makeham lebih besar dibandingkan

dengan tabel mortalita dan hukum mortalita Gompertz.
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