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ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELLING DYNAMICS OF UNSTEADY-STATE
TRANSPORT OF METAL IONS THROUGH SUPPORTED LIQUID
MEMBRANE TECHNIQUE

By

Felicia Andrade Paskalia Marpaung

Dynamics of unsteady-state transport process of metal ions through supported
liguid membrane technique can be modelled into diffusion equation which is
related to transport rate and completed with related initial value and boundary
condition. In this study, law of conservation of mass modelling in the feed, the
membrane, and the stripping phases is used to determinded the profil of the
dynamics of metal ions concentration in this transport process to time through
analytical simulation using Duhamel’s Theorem and numerical simulation using
finite difference method. Variation of membrane thickness and kinetics parameter
k, and k, related to pH of feed phase is simulated to determined its effect to the
profil of metal ions concentration and time. The obtained simulation shows that in
case the kinetics parameter are k; < k, and k; near to k,, when membrane
thickness position increase then the transported metal ions concentration also
increase.

Keywords : unsteady-state transport, diffusion equation, mathematical model,
metal ions



ABSTRAK

DINAMIKA MODEL MATEMATIKA PADA PROSES TRANSPOR
TAK TUNAK ION LOGAM
MELALUI TEKNIK MEMBRAN CAIR BERPENDUKUNG

Oleh

Felicia Andrade Paskalia Marpaung

Dinamika proses transpor tak tunak ion logam melalui teknik membran cair
berpendukung dapat digambarkan dalam bentuk persamaan difusi yang terkait
dengan laju reaksi dan dilengkapi dengan syarat awal dan syarat batas tertentu.
Pada penelitian ini, model hukum konservasi masa pada fasa umpan, fasa
membran, dan fasa penerima digunakan untuk mempelajari profil dinamika
konsentrasi ion logam pada proses transpor tersebut terhadap waktu melalui
simulasi analitik yang diperoleh menggunakan Teorema Duhamel dan simulasi
numerik menggunakan metode beda hingga. Variasi posisi ketebalan membran
dan parameter kinetik yang berkaitan dengan pH pada fasa umpan disimulasikan
untuk melihat pengaruhnya terhadap profil konsentrasi ion logam dan waktu.
Hasil simulasi menunjukkan bahwa pada kasus parameter Kinetik k; < k, dan k;
dekat dengan k,, ketika posisi ketebalan membran semakin meningkat maka
konsentrasi ion logam yang tertranspor juga semakin meningkat.

Kata kunci : transpor tak tunak, persamaan difusi, model matematika, ion logam
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

lon-ion logam memiliki tingkat kelarutan yang cukup tinggi dalam air. Dilihat
dari sudut pandang proses hidrometalurgi, pemisahan selektif ion-ion logam berat
dan toksik dari limbah seringkali dibutuhkan. Ekstraksi pelarut merupakan
metode yang berharga untuk memisahkan beberapa ion logam dari larutan.
Membran cair berpendukung (Supported Liquid Membrane, SLM) merupakan
kombinasi antara proses ekstraksi dan pemisahan. Teknik membran cair
berpendukung tersebut didasarkan pada proses distribusi cair-cair, yang dilakukan
dengan menggunakan agen pengekstrak seperti senyawa pembawa dalam transpor
berfasilitas. Seiring meningkatnya kebutuhan logam berat sebagai material utama
dalam proses produksi, maka perlu dikembangkan metoda pemisahan dengan
kinerja tinggi dan ekonomis untuk memperoleh kembali logam-logam dari bijih
tingkat rendah dan sumber-sumber sekunder. Teknik ekstraksi pelarut biasa akan
memerlukan jumlah ekstraktan yang banyak dan memerlukan waktu lama.
Berdasarkan kelemahan tersebut, maka teknik pemisahan yang sedang
dikembangkan adalah pemisahan dengan teknik membran cair yang didasarkan
pada transpor ion logam melalui membran cair yang mengandung senyawa
pembawa. Proses transpor melalui membran cair berpendukung ini memiliki tiga

fasa yaitu fasa umpan, fasa membran, dan fasa penerima.



Pada proses aliran fluida, dikenal dua jenis keadaan aliran yaitu keadaan tunak
(steady state) dan keadaan tak tunak (unsteady state). Keadaan tunak adalah
kondisi sewaktu sifat-sifat suatu sistem tak berubah dengan berjalannya waktu.
Sementara itu, suatu aliran tak tunak memerlukan waktu untuk mencapai atau

mendekati keadaan tunak.

Transpor ion-ion logam melalui membran cair berpendukung diselidiki dalam
keadaan tak tunak karena konsentrasi bahan-bahan dalam proses SLM bergantung
pada posisi dan waktu. Adanya istilah akumulasi dalam persamaan tingkat
persediaan menimbulkan permasalahan matematika karena persamaan yang
dihasilkan merupakan persamaan diferensial parsial. Solusi persamaan diferensial

parsial tersebut juga bergantung pada kondisi batas (Tosun, 2002).

Masalah matematika khususnya persamaan diferensial parsial dapat diselesaikan
baik secara analitik maupun numerik. Solusi analitik merupakan penyelesaian
yang memenuhi persamaan semula secara eksak sedangkan solusi numerik
merupakan penyelesaian yang memenuhi persamaan semula berupa hampiran
(Susila,1993).  Salah satu metode numerik untuk penyelesaian persamaan
diferensial parsial adalah metode beda hingga, dimana metode ini memiliki
berbagai skema. Pada penelitian ini, skema yang akan digunakan adalah skema

eksplisit FTCS (Forward Time Center Space).

Perilaku dinamika transpor ion logam selama proses difusi berlangsung terus
dikaji untuk memperoleh data yang dibutuhkan untuk memahami mekanisme
transpor dari suatu unsur melalui membran cair berpendukung. Masalah dinamika

pemisahan ion logam yang terjadi melalui proses difusi biasanya digambarkan



dalam bentuk model matematika berupa persamaan difusi berdasarkan hukum
konservasi massa. Simulasi digunakan untuk mempelajari bagaimana perilaku
dinamika transpor ion logam pada proses difusi melalui membran cair
berpendukung khususnya yang terkait dengan konsentrasi ion logam dan waktu
yang diperlukan selama proses transpor berlangsung.  Salah satu model
matematika yang menggambarkan dinamika konsentrasi dan waktu Yyang
diperlukan pada proses transpor tak tunak ion logam menggunakan SLM telah
dikemukakan oleh Ata (2007), yaitu model homogen tak tunak satu dimensi,
dimana sepanjang difusi dinamika transpor ion logam dianggap mengalami
keadaan yang sama (homogen) dan konsentrasi unsur yang terkandung

didalamnya bergantung pada waktu.

Pada penelitian ini, dinamika proses transpor ion logam melalui membran cair
berpendukung akan dikaji secara analitik dan pendekatan numerik untuk
mengetahui seberapa banyak konsentrasi ion logam yang tertranspor dengan
pertimbangan lama waktu yang dibutuhkan. Lebih lanjut akan dikaji bagaimana
pengaruh perbedaan pH pada fasa umpan dan ketebalan lapisan film berair

terhadap proses transpor ion logam di setiap fasa.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan grafik perubahan konsentrasi ion
logam dan waktu yang dibutuhkan dalam kasus transpor tak tunak ion logam
melalui membran cair berpendukung, serta analisis sensitivitas paramater kadar

pH pada fasa umpan dan ketebalan lapisan film berair pada masing-masing fasa



umpan, fasa membran, dan fasa penerima terhadap jumlah ion logam yang

tertranspor.

1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat untuk mengetahui model matematika dan solusi analitik
pada proses transpor tak tunak ion logam melalui teknik membran cair
berpendukung. Selain itu, penelitian ini juga bermanfaat untuk mengetahui
simulasi distribusi konsentrasi ion logam yang terkontrol ketebalan film dan kadar
pH pada fasa umpan, serta mengetahui mekanisme terbaik untuk meningkatkan

performa proses transpor ion logam.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Membran Cair Berpendukung (Supported Liquid Membrane, SLM)

Teknik pemisahan dengan membran cair berpendukung dilakukan pertama kali
oleh Danesi dan Reicheley-Yinger. Membran cair berpendukung menggunakan
membran berpori yang diimpregnasi dengan pembawa pengompleks untuk

memisahkan fasa umpan dan penerima (Djunaidi dan Haris, 2003).

Menurut Ata (2007), sistem SLM mengandung tiga fasa sebagai berikut.

(i) Fasa umpan cair yang mengandung ion-ion logam.

(i) Fasa membran berpendukung polimer mikro berpori yang teresapi oleh
larutan organik yang mengandung senyawa pembawa dan pelarut. Membran
berperan sebagai pemisah antara dua fasa cair.

(iii) Fasa penerima yang merupakan tempat tidak terkompresinya ion logam dari
antarmuka membran-penerima.

Pada proses transpor ion logam melalui SLM, reaksi kimia yang terjadi pada

antarmuka umpan-membran dan membran-penerima dapat ditulis dalam bentuk

persamaan berikut.
Me2* 2HR o o) CS R,M 4 2HY
e(larutan) + (organik) =R e(organlk) + (larutan)
difusi

R21v[e(organik) + 2Hiliarutan) — 2I_I&Iiarutan) + RZMe(organik)

m-—s
2Hgiarutan) + RZMe(organik) - Me?l-{a_rutan) + 2HR(organik)



dengan f-m adalah antarmuka umpan-membran dan m-s adalah antarmuka

membran-penerima.

2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan
diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, dimana n merupakan
bilangan bulat positif lebih besar sama dengan dua (Boyce dan DiPrima, 1986).
Antara persamaan diferensial yang satu dengan yang lain saling keterkaitan dan
konsisten. Menurut Hidayat (2006), bentuk umum dari suatu sistem n persamaan

orde pertama mempunyai bentuk sebagai berikut :

dx;

— = t,X1,X, 0, X
dt g1(t,x 1, %, n)
dx,

— = t,X1,X5, ..., X
dt 2(t, x1, %, n)
dxn

F = gn(tlxlleI"'lxn) (21)
dengan x4, x5, ..., x,, adalah variabel terikat dan t adalah variabel bebas, sehingga

_ d R .
x1 = x1(t), x5 = x,(t), ., xp, = X, (1), dlmana% merupakan derivatif fungsi

x,, terhadap t, dan g, adalah fungsi yang tergantung pada variabel x;, x5, ..., X,

dan t.



2.3 Persamaan Difusi

Persamaan difusi adalah persamaan diferensial parsial linier tipe parabolik yang
umumnya digunakan untuk merepresentasikan perubahan konsentrasi dari tinggi
menjadi rendah seiring dengan berjalannya waktu. Persamaan difusi satu dimensi
pada domain [0, L] dapat dituliskan sebagai masalah nilai awal dan batas seperti
berikut.

oU _ 0%U
ot 9x2 '

x € (0,L) (2.2)
U, 7)) =U,t)=a, t>0
Ulx,0)=f(x), x€][0,L]
dengan U (x, t) merupakan besaran konsentrasi pada waktu ¢t dan spasial x,

D merupakan koefisien difusi dengan D € R*, dan f(x) adalah fungsi awal

sebaran konsentrasi pada domain (Zain, 2018).

2.4 Hukum Kedua Fick

Suatu persamaan untuk transpor massa yang menekankan perubahan dalam
konsentrasi terhadap waktu pada tempat tertentu, bukan pada massa yang
berdifusi melalui satu satuan luas barrier dalam satuan waktu dikenal sebagai
Hukum Kedua Fick. Hukum Kedua Fick menyatakan bahwa perubahan
konsentrasi terhadap waktu dalam daerah tertentu sebanding dengan perubahan

gradien konsentrasi pada titik itu dalam sistem tersebut (Heinz, 2011).

Menurut Bellomo dan Preziosi (1995), persamaan umum pada Hukum Kedua
Fick adalah

ou 02U

Frie D Ep%) (2.3)



dengan
U = konsentrasi zat
D = koefisien difusi
t = waktu

x = jarak permukaan

2.5 Difusi Kondisi Tunak dan Tak Tunak

Aliran fluida ada dua macam yaitu secara terbuka atau berhubungan dengan udara

luar serta aliran tertutup yang biasanya dilakukan di dalam pipa. Menurut Tosun

(2002), aliran zat cair dalam pipa ditinjau dari kestabilan kapasitasnya dibagi

menjadi dua yaitu :

a. Aliran dalam keadaaan tunak (steady state) apabila debit atau laju alir
volumetrik selama waktu yang ditinjau adalah tetap.

b. Aliran tak tunak (unsteady state) apabila debitnya atau laju alir volumetrik

selama waktu yang ditinjau tidak tetap atau mengalami perubahan.

2.6 Teorema Duhamel
Tinjau permasalahan konduksi panas berdimensi tiga dan tak homogen yang
berada pada daerah R dengan bentuk fungsi kondisi batas yang bergantung waktu

sebagai berikut.

19T(rt)
a ot

V2T(r,t) + %g(r, t) = , dalam daerah R dengant >0 (2.4)

k; :—TZ + h,T = f;(r,t), pada batas S; dengant>0

T(r,t) = F(r), untuk t =0 dalam wilayah R



dengan % merupakan turunan disepanjang permukaan batas S;, 1 =1,2,...,N dan N

menjadi jumlah permukaan batas kontinu dari daerah R, serta k; dan h;

diasumsikan sebagai konstanta (Ozisik, 1993).

Misalkan & (r,t,t) merupakan solusi dari permasalahan diatas dengan asumsi
bahwa bentuk tak homogen g(r,t) dan f;(r,7) tidak bergantung waktu. Maka,

®(r, t, T) adalah solusi dari masalah tambahan berikut.

V2o(r,t, 1) + %g(r, T) = l%dalam daerah R dengant > 0 (2.5)

a

0d(r,t,1)

ki

+ h;®(r,t,7) = f;(r,t) padabatas S; dengant >0

6ni
&(r,t,t) = F(r) untuk t =0 dalam wilayah R

9

dengan o)

dan S; sesuai dengan definisi sebelumnya, dan fungsi ®(r,t, 1)

bergantung pada 7 karena g(r,t) dan f;(r,t) bergantung pada nilai . Misal
solusi @(r,t,7) dari masalah tambahan ada. Maka, menurut Ozisik (1993),
Teorema Duhamel mengaitkan solusi T(r,t) dengan solusi @(r,t,t) sesuai

bentuk integral berikut.

T(r,t) = %f;oqﬁ(r, t—1,7)dT (2.6)
Oleh karena

O(r,t —1,7) |-t = ©(r,0,7) = F(r) (2.7)

maka

T(r,t) = F(r) + [ = ®(r,t —1,7) dt (2.8)

=00t
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Misalkan fungsi f(t) memiliki N titik diskontinu dalam domain 0 < t < 7y,

maka bentuk alternatif dari Teorema Duhamel adalah sebagai berikut.

N-1 t P
T(r,t) = z ¢(r,t —7;)Af; + f o t— T)%dr (2.9)
j=0 7=0

dengan
Afi= (1) - (%)
7; = titik waktu terjadinya kondisi diskontinu; f*(z;) merupakan nilai f menuju

7; dari kanan, sedangan f‘(rj) merupakan nilai f menuju z; dari Kiri.

2.7 Masalah Nilai Awal dan Syarat Batas

Menurut Ozisik (1993), yang dimaksud dengan nilai awal adalah kondisi yang
harus dipenuhi pada awal waktu tertentu (t,). Secara matematis, kondisi awal

dideskripsikan sebagai berikut.
T(r,0)=F(r), 0<r<lL (2.9)
dengan F(r) adalah fungsi yang diberikan.

Syarat batas adalah suatu syarat atau kondisi yang harus dipenuhi pada batas-batas
domain terkait dengan ruang. Terdapat tiga jenis kondisi batas linier yang

berbeda. Misalkan diberikan domain S dengan r = a dan r = b merupakan titik-titik

batas S. Bentuk umum syarat batas adalah [aT(r, t) + ﬁ%} = g(t) dan
r=a

AT (rt)
or

[yT(r, t)+4 ]sz = h(t), dengan «a,p,v,d sebarang konstanta. Menurut

Ozisik (1993), syarat batas dikatakan
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(i) Dirichlet jika syarat batasnya memberikan nilai dari sebarang fungsi T(r,t)
pada domain S atau dapat ditulis T(r,t)|,=, = g(t) dan T(r, t)|,=, = h(t),
dengan g(t) dan h(t) fungsi dalam variabel t.

(i) Neumann jika syarat batasnya memberikan nilai turunan T(r,t) terhadap r

pada domain S atau dapat ditulis aT(T ) = g(t) dan

6T(r,t)|
r=a

_ = h,

dengan g(t) dan h(t) fungsi dalam variabel t.

(iii) Robin jika syarat batasnya memberikan relasi linear antara T(r,t) dengan

6T(r t) aT(r t)

pada domain S atau dapat ditulis [aT(r t)+p—— = g(t) dan

7o +6%72]  =h),

dengan o, 3,7y, 6 sebarang konstanta serta g(t) dan h(t) fungsi dalam variabel t.

2.8 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit

Metode eksplisit dikonstruksikan menggunakan aproksimasi FTCS (Forward

Time Center Space) untuk turunan-turunan dalam persamaan difusi berikut.
Up(x,t) = DU,x(x, 1)

dengan (x,t) € [0,L] x [0,T], koefisien difusi D € R*, dan syarat awal

U(x,0) = f(x) serta syarat batas U(0,t) = U(L,t) = a.

Skema ini dimulai dengan mendefinisikan grid dalam spasial x:
0=x0<x1<x2<"-<xN_1<xN=1

dan diasumsikan ukuran partisi adalah x;, — x,_; = Ax untuk semua k.
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Didefinisikan ukuran partisi waktu adalah At > 0, dan grid waktu t,, = nAt untuk
n > 0. Dengan demikian, aproksimasi beda terhadap turunan-turunan dalam
persamaan diferensial parsial pada setiap titik grid didefinisikan sebagai berikut.

aU(x,t)  Ulx,t+At) —U(x,t) N lAtazU(x,ﬁ)

ot At 2 ot2 (2.10)
0%U(x,t) U(x—Ax,t) —2U(x,t) + U(x + Ax,t) 1 2c?“U(a,t)
EP%) = AxZ + EAX —ax4 (2.11)

dengant < f <t+Atdanx — Ax < a < x + Ax.

Persamaan (2.10) dan (2.11) digunakan dalam persamaan diferensial parsial untuk

menggantikan U, (x, t) dan U, (x, t) sehingga diperoleh

U(x,t+At) —U(x,t) _ b Ulx —Ax,t) —2U(x,t) + U(x + Ax, t)
At B Ax?

+f(x,t) + Tg(x, t) (2.12)
dimana galat pemotongan Ty (x, t) diberikan oleh

0*U(a,t) 1 0%°U(x,
2¥+—Atﬂ

ox* 2 ot? (2.13)

1
Tg(x,t) = EAx

Solusi aproksimasi U, a.(x,t) pada titik-titik grid didefinisikan dengan cara
mengabaikan galat pemotongan (2.13) dan mengganti U(x;, t,,) dengan

U" = Upyae(x;, t,). Sehingga diperoleh

urtt —up _p ur, —20r+ U,
At N Ax?

) + f(x;, tn) (2.14)

Secara sederhana persamaan (2.14) dapat ditulis

UMt =Ut+ S(WUM, =20 + UML) + Atf(x;, t,) (2.15)

DAt
Ax? '

dengan S =
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Untuk uji kestabilan skema beda diatas, menggunakan kestabilan Von Neumann

yakni

S_DAt<1 216
T Ax2 T2 (2.16)

(Epperson, 2013)
2.9 Galat
Penyelesaian secara numerik suatu persamaan matematika memberikan nilai
perkiraan yang mendekati nilai eksak dari penyelesaian secara analitis. Hal ini
berdampak bahwa terdapat kesalahan (galat) terhadap nilai eksak dalam
penyelesaian numerik.
Menurut Epperson (2013), jika 6 merupakan suatu kuantitas yang akan
dikomputasikan dan 6, adalah suatu aproksimasi terhadap kuantitas tersebut,
maka galat adalah selisih antara keduanya, dinyatakan sebagai berikut.
Galat = 6 — 6, (2.17)
Sedangkan galat mutlak adalah nilai mutlak dari galat, yakni
Galat mutlak = |6 — 6] (2.18)

dengan asumsi 8 # 0.



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian
Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Iimu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung dan waktu penelitian dilaksanakan pada

semester genap tahun ajaran 2018/2019.

3.2 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai

berikut.

1. Menentukan dan mengkaji karakteristik model matematika, kondisi awal dan
kondisi batas yang akan digunakan pada fasa umpan, fasa membran, dan fasa
penerima dalam proses transpor tak tunak ion logam melalui teknik membran
cair berpendukung.

2. Menentukan solusi analitik penyelesaian dari model matematika yang
diperoleh dengan menggunakan teorema Duhamel.

3. Menentukan solusi numerik penyelesaian dari model matematika yang
diperoleh dengan menggunakan metode beda hingga.

4. Melakukan simulasi terhadap persamaan solusi analitik dan persamaan solusi

numerik yang diperoleh untuk mendapatkan galat, grafik perilaku konsentrasi
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ion logam dan waktu yang dibutuhkan dalam kasus transpor tak tunak ion
logam melalui membran cair berpendukung, serta pengaruh variasi kadar pH
fasa umpan dan ketebalan lapisan film berair pada setiap fasa umpan, fasa
membran, dan fasa penerima terhadap banyaknya konsentrasi ion logam yang
tertranspor.

Menarik kesimpulan.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat disimpulkan bahwa distribusi
konsentrasi ion logam pada fasa umpan mengalami penurunan secara
eksponensial sejalan bertambahnya waktu transpor. Sedangkan pada fasa
membran dan fasa penerima, distribusi konsentrasi ion logam menunjukkan

perilaku bi-eksponensial seiring berjalannya waktu transpor.

Perlakuan variasi parameter kadar pH fasa umpan memberikan perbedaan profil
konsentrasi ion logam sebagaimana tampak bahwa semakin asam kondisi fasa
umpan maka konsentrasi ion logam yang tertranspor akan semakin sedikit dan
membutuhkan waktu transpor yang lebih panjang. Ketebalan lapisan film dan
membran sangat berpengaruh terhadap profil konsentrasi ion logam. Semakin
tebal lapisan film dan membran maka proses transpor akan berjalan lebih singkat

sehingga konsentrasi ion logam yang tertrasanspor menjadi lebih maksimal.
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