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ABSTRACT 

 

 

ESTIMATION OF NONPARAMETRIC REGRESSION MODEL USING 

NADARAYA-WATSON ESTIMATOR WITH KERNEL TRIANGLE 

FUNCTION 

 

 

 

By 

 

 

AULIA PUTRI 

 

 

 

Nonparametric regression is one of the statistical methods that is used to 

determine the pattern of the relationship between predictor variables with 

response variables whose form of function is unknown. The nonparametric 

regression curve is only assumed to be smooth while the data will look for its own 

estimation form. The kernel function is one approach to estimate the 

nonparametric regression curve. This study aims to estimate the nonparametric 

regression curve using the Nadaraya-Watson estimator with the kernel Triangle 

function on toddler growth data in Sidorejo Village, Kec. Sidomulyo South 

Lampung and simulation data. The results shows that the optimal regression curve 

estimation for real data is having bandwidth 5,0 with GCV 1,363146 while in the 

simulation data obtained the optimal bandwidth 5,0 with GCV 1,867415. 
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Regresi nonparametrik adalah salah satu metode statistika yang digunakan untuk  

mengetahui pola hubungan antara variabel prediktor dengan variabel respon yang 

tidak diketahui bentuk fungsinya. Kurva regresi nonparametrik hanya 

diasumsikan mulus dimana data akan mencari bentuk estimasinya sendiri. Fungsi 

kernel merupakan salah satu pendekatan untuk mengestimasi kurva regresi 

nonparametrik. Penelitian ini bertujuan untuk mengestimasi kurva regresi 

nonparametrik menggunakan estimator Nadaraya-Watson dengan fungsi kernel 

Triangle pada data pertumbuhan balita di Desa Sidorejo Kec. Sidomulyo 

Lampung Selatan dan data simulasi. Hasil penelitian menunjukkan estimasi kurva 

regresi yang optimal memiliki bandwidth 5,0 dengan GCV 1,363146 sedangkan 

pada data simulasi diperoleh bandwidth yang optimal 5,0 dengan GCV 1,867415. 

 

 

Kata Kunci: Regresi Nonparametrik Kernel, Bandwidth, GCV 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1    Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Analisis regresi merupakan metode analisis data yang menggambarkan hubungan 

antara variabel respon dengan satu atau beberapa variabel prediktor. Misalkan   

adalah variabel prediktor dan   adalah variabel respon untuk   pengamatan 

berpasangan *(     )+   
  , maka hubungan linear antara variabel prediktor dan 

variabel respon tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut: 

    (  )                    

dengan    adalah sisaan yang diasumsikan independen dengan mean nol dan 

variansi    , serta  (  ) adalah fungsi regresi atau kurva regresi. 

 

Pendekatan yang digunakan untuk mengestimasi fungsi regresi ada tiga, yaitu 

pendekatan parametrik, semiparametrik dan nonparametrik. Dalam pendekatan 

parametrik, bentuk hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor 

diketahui atau diperkirakan dari bentuk kurva regresi, misalnya diasumsikan 

membentuk pola linear, kuadratik, eksponensial, dan polinomial.  Apabila tidak 

terdapat informasi apapun terhadap bentuk fungsi serta tidak memenuhi asumsi   
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normalitas dan homogenitas ragam dari galat data, maka digunakan pendekatan 

nonparametrik.  

 

Pendekatan nonparametrik tidak tergantung pada asumsi bentuk kurva tertentu, 

sehingga memberikan fleksibilitas yang lebih besar. Pendugaan fungsi regresi 

nonparametrik dilakukan berdasarkan data menggunakan teknik pemulusan 

(smoothing) seperti histogram, penduga kernel, k-Nearest Neighbor, deret 

orthogonal, penduga spline, deret fourier dan wavelet. Teknik tersebut 

mempunyai keunggulan didalam mengestimasi parameter. Salah satu metode 

estimasi parameter adalah dengan menggunakan pendekatan kernel yang memiliki 

bentuk fleksibel dan perhitungan matematisnya mudah disesuaikan serta memiliki 

rata-rata kekonvergenan yang relatif cepat. 

 

Ada beberapa jenis fungsi kernel, antara lain kernel Uniform, Triangle, 

Epanechnikov, Gaussian, Kuadratik, dan Cosinus. Dalam regresi kernal 

pemilihan parameter pemulus (bandwidth) jauh lebih penting dibandingkan 

dengan memilih fungsi kernel. Sehingga yang menjadi masalah dalam regresi 

kernel adalah pemilihan bandwidth, bukan pada pemilihan fungsi kernel. Terdapat 

beberapa kriteria pemilihan bandwidth yang telah diperkenalkan, seperti Cross-

Validation (CV), Generalized Cross Validation (GCV), Bayesian Information 

Criterion (BIC), Minimum Description Length (MDL), Akaike Information 

Criterion (AIC) serta Improved Akaike Information Criterion (AICC). 
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1.2    Tujuan Penelitian 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah mengestimasi kurva regresi nonparametrik 

menggunakan estimator Nadaraya-Watson dengan fungsi kernel Triangle pada 

data pertumbuhan balita di Desa Sidorejo Kec. Sidomulyo Lampung Selatan dan 

data simulasi.  

 

 

1.3    Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mampu mengetahui dan memahami regresi nonparametrik menggunakan 

metode Nadaraya-Watson dengan fungsi kernel Triangle dengan metode 

pemilihan bandwidth optimal Generalized Cross Validation (GCV). 

2. Penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan rujukan dan pengembangan 

pembelajaran statistika khususnya model regresi nonparametrik. 

3. Mengembangkan wawasan keilmuan dan pengetahuan tentang regresi 

nonparametrik kernel metode Nadaraya-Watson.   
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II.   TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1    Analisis Regresi 

 

 

 

Analisis regresi adalah suatu metode analisis data yang menggambarkan 

hubungan antara variabel respon dengan satu atau beberapa variabel prediktor. 

Misalkan   adalah variabel prediktor dan   adalah variabel respon untuk n data 

pengamatan berpasangan *(     )+   
  , maka hubungan antara variabel prediktor 

dan variabel respon tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut: 

    (  )                      (2.1)  

dengan     adalah galat yang diasumsikan independen dengan mean 0 dan variansi 

σ
2
 (konstan),   (  ) disebut sebagai fungsi regresi atau kurva regresi           

(Hardle, 1994). 

 

Ada dua pendekatan yang dapat digunakan untuk mengestimasi fungsi regresi 

atau kurva regresi, yaitu secara parametrik dan nonparametrik. Dalam pendekatan 

parametrik, bentuk hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor 

diketahui atau diperkirakan dari bentuk kurva regresi. Sedangkan pada regresi 

nonparametrik, bentuk kurva tidak dapat langsung diketahui atau diperkirakan 

(Netter, et al., 1997)  
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2.2    Regresi Nonparametrik   

 

 

Pendekatan regresi nonparametrik digunakan bila tidak terdapat informasi 

mengenai bentuk fungsi regresi nonparametrik  (  ) dan tidak bergantung pada 

asumsi bentuk kurva tertentu. Data diharapkan mencari sendiri bentuk estimasinya 

sehingga memiliki fleksibilitas yang tinggi. Kurva regresi hanya diasumsikan 

termuat dalam suatu ruang fungsi yang berdimensi tak hingga dan merupakan 

fungsi mulus (smooth). Pendugaan fungsi regresi nonparametrik  (  ) dilakukan 

berdasarkan data menggunakan teknik pemulusan tertentu, yaitu penduga 

histogram, kernel, deret orthogonal, spline, k-NN, deret fourier, dan wavelet 

(Eubank, 1998). 

 

Meskipun begitu, regresi nonparametrik bukannya tanpa kekurangan. Kekurangan 

atau kelemahan dari regresi nonparametrik menurut Hollander, M., et al. (2014) 

antara lain: 

1. Metode ini dianggap mengorbankan terlalu banyak informasi dari data yang 

didapat. 

2. Metode ini dianggap tidak efisien daripada metode parametrik pada data 

tertentu. 

3. Hanya dapat digunakan pada data dengan n yang kecil. 

4. Metode nonparametrik relatif tidak sensitif pada pencilan data. 
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2.3    Uji Normalitas 

 

 

 

Menurut Montgomery & Peck (1992) asumsi kenormalan seringkali tidak 

terpenuhi karena adanya pengamatan pencilan yang memberikan pengaruh besar 

terhadap estimasi parameter model. Pengujian asumsi residual normal (    ) 

dapat dilakukan melalui uji Kolmogorov-Smirnov. Hipotesis yang digunakan 

adalah: 

      ( )   ( ) (Residual berdistribusi Normal (    )) 

      ( )   ( )    (Residual tidak berdistribusi Normal (    )) 

dengan statistik uji: 

      |  ( )    ( )|            (2.2) 

dimana   ( ) adalah fungsi distribusi kumulatif teoritis sedangkan   ( )      

merupakan fungsi peluang kumulatif pengamatan dari suatu sampel random 

dengan   adalah pengamatan dan   adalah jumlah pengamatan. Pengambilan 

keputusan adalah    ditolak jika | |   (   ) dimana q adalah nilai berdasarkan 

tabel Kolmogorov-Smirnov. Selain itu juga dapat melalui        , dimana    

ditolak jika         kurang dari  . 

 

 

2.4    Uji Distribusi 

 

 

 

Data yang diperoleh dari penelitian harus dilakukan uji distribusi. Pengujian 

distribusi data dilakukan untuk mengetahui jenis distribusi data yang diperoleh. 

Salah satu uji yang dapat digunakan untuk menguji kecocokan antara distribusi 
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frekuensi data dengan hasil model model yang dikembangkan adalah uji 

Kolmogorov-Smirnov (Alfigari, 1997). 

 

Uji Kolmogorov-Smirnov digunakan untuk menguji apakah distribusi data sampel 

yang teramati sesuai dengan distribusi teoritis tertentu atau tidak. Uji 

Kolmogorov-Smirnov beranggapan bahwa distribusi data yang diuji bersifat 

kontinu dan sampel diambil dari populasi secara acak. Prinsip uji Kolmogorov-

Smirnov adalah menghitung selisih antara fungsi distribusi frekuensi komulatif 

sampel (  ( )) dan fungsi distribusi komulatif teoretis (  ( )) pada masing 

masing interval kelas. 

 

 

2.5    Penduga Kernel 

 

 

 

Penduga kernel diperkenalkan oleh Rosenblatt pada tahun 1956 dalam Hardle 

(1991) yang merupakan pengembangan dari estimator histogram. Rosenblatt 

mengusulkan menempatkan smoothing kernel di setiap pengamatan. Kernel 

memiliki parameter pemulus yang mengatur tingkat kehalusan kurva dugaan 

kernel yang disebut bandwidth ( ). Pemilihan   akan memengaruhi hasil 

smoothing kernel. Nilai   yang semakin kecil akan menyebabkan bentuk kurva 

semakin kasar dan sebaliknya semakin besar nilai   akan menyebabkan kurva 

semakin mulus. Hal ini seperti yang tersaji seperti Gambar 1. 
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Gambar 1. Estimasi kernel dengan nilai                     . 

 
 

Hardle (1991) menyatakan bahwa penduga kernel memiliki beberapa keuntungan 

diantaranya: 

1. Penduga kernel mempunyai bentuk yang fleksibel serta mudah dalam 

perhitungan matematis. 

2. Penduga kernel mempunyai bentuk kekonvergenan yang relatif cepat.  

 

Secara umum kernel   dengan parameter pemulus   didefinisikan sebagai: 

   ( )  
 

 
 (

 

 
)  untuk        dan   > 0     (2.3) 

 

Serta memenuhi: 

(1)  ( )   0, untuk semua   

(2) ∫  ( )    
 

  
  

(3) ∫    ( )      
 

  
 > 0 

(4) ∫    ( )    
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Sementara penduga densitas kernel untuk fungsi densitas f(x) didefinisikan 

sebagai: 

 ̂ ( )  
 

 
∑   (    )

 

   
 

 
 

  
∑  (

    

 
) 

       (2.4) 

 

Beberapa jenis fungsi kernel antara lain: 

1. Kernel Uniform :  ( )   
 

 
   ; | |       selainnya  

2. Kernel Triangel :  ( )  (  | |)       ; | |       selainnya 

3. Kernel Epanechikov :  ( )   
 

 
(    )   ; | |      selainnya 

4. Kernel Kuartik :  ( )   
  

  
(    )  ; | |      selainnya 

5. Kernel Triweight :  ( )= 
  

  
(    )    ; | |      selainnya 

6. Kernel Gaussian :  ( )= 
 

√  
   

 

 
  

   ;        

7. Kernel Cosinus :  ( )= 
 

 
   (

 

 
 )   ;  | |      selainnya 

Dari persamaan (2.4) terlihat bahwa  ̂ ( ) penduga densitas kernel tergantung 

pada dua parameter yaitu fungsi kernel ( ) dan parameter  . Bentuk bobot kernel 

ditentukan oleh fungsi kernel ( ), sedangkan ukuran bobotnya ditentukan oleh 

parameter pemulus   yang disebut bandwidth (Wand & Jones, 1995). 

 

Dalam regresi kernel pemilihan   jauh lebih penting dibandingkan dengan 

pemilihan fungsi kernel. Hal ini disebabkan penggunaan fungsi kernel yang 

berbeda dengan nilai   optimal menghasilkan estimasi kurva regresi yang hampir 

sama. Permasalahan dalam regresi kernel adalah pemilihan  , bukan pada 

pemilihan fungsi kernel. Fungsi kernel yang umum digunakan adalah kernel 
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Gaussian dan kernel Epanechnicov. Kernel Triangle sering digunakan karena 

lebih mudah dan cepat dalam perhitungan (Sukarsa & Srinadi, 2012). 

 

 

2.6    Penduga Nadaraya-Watson 

 

 

 

Menurut Hardle (1991), jika terdapat n data pengamatan {(     )+   
  yang 

memenuhi persamaan dimana      dan       maka penduga  (  ) adalah: 

   ̂( )   ( |   )  ∫
  (   )

 (   )
          (2.5) 

Penyebut pada persamaan (2.5) diduga dengan menggunakan penduga densitas 

kernel sebagai berikut: 

                  ( )  
 

 
∑ (    )
 
      

Fungsi densitas peluang bersama diduga dengan perkalian kernel, yaitu: 

  ́     (   )  
 

 
∑    (    )   (    )
 
    

                                                                    

Sehingga, pembilang dari penduga Nadaraya-Watson menjadi: 

∫  ́     (   )     
  ∑   

 

   

(    )∫    (    )   

             ∑    
 
   (    ) ∫

 

  
 (

    

  
)   

             ∑    
 
   (    ) ∫(      ) ( )    

             ∑    
 
   (    )   
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Dengan demikian penduga Nadaraya-Watson dapat ditulis: 

 ̂(  )  
 

 
∑   (     )  
 
   

 

 
∑   (     )
 
   

  

 ̂(  )  

 

  
∑  (

     

 
)  

 
   

 

  
∑  (

     
 

) 
   

  

 ̂(  )  
∑  (

     

 
)  

 
   

∑  (
     
 

) 
   

         (2.6)  

 ̂(  )  ∑    (  )  
 
     

Sehingga,  ̂    , dimana 

         (  )  
 (

     

 
)

∑  (
     

 
) 

   

       

Matriks     disebut juga dengan Hat Matrix dari penduga  (  ). Persamaan (2.6) 

ditemukan oleh Nadaraya & Watson (1964) dalam Hardle (1991), sehingga 

disebut estimator Nadaraya-Watson. 

 

Dalam penelitian ini, akan digunakan fungsi kernel Triangle yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

                       ( )  (  | |) ;      | |       selainnya.       (2.7) 

Dengan mensubtitusikan persamaan (2.9) kedalam persamaan  ̂(  ) maka 

penduga Nadaraya-Watson menjadi: 

 ̂(  )  
∑ ((  |

     

 
|)  ) 

   

∑ (  |
     
 

|) 
   

       (2.8) 
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Pengaruh fungsi kernel kurang signifikan dibandingkan dengan pengaruh  . Nilai-

nilai ekstrik dari   mengakibatkan: 

 Jika      , maka untuk          (  )  
 ( )

 ( )
      

Jadi, jika     sangat kecil, estimator akan menuju ke data. 

 Jika      maka  (
    

 
)   ( ), akibatnya 

 (  )  
   ∑  ( )  

 
   

   ∑  ( ) 
   

 
    ( )∑   

 
   

   (  ( ))
    ∑   

 
      

Jadi, jika   sangat besar, estimator akan sangat mulus dan menuju rata-rata dari 

variabel respon. Semakin kecil nilai   , maka grafik akan semakin kurang mulus 

namun memiliki bias yang kecil. Sebaliknya semakin besar nilai  , maka grafik 

akan sangat mulus tetapi memiliki bias yang besar. Karena tujuan estimasi kernel 

adalah memperoleh kurva yang mulus namun memiliki nilai MSE yang tidak 

terlalu besar, perlu dipilih nilai   optimal untuk mendapatkan grafik optimal. 

Salah satu cara memilih parameter pemulus optimal adalah dengan menggunakan 

metode Generalized Cross Validation (GCV). 

 

 

2.7    Pemilihan Bandwidth Optimum 

 

 

 

Menurut Hardle (1991), bandwidth ( ) adalah parameter pemulus yang berfungsi 

untuk mengontrol kemulusan dari kurva yang diestimasi. Bandwidth yang terlalu 

kecil akan menghasilkan kurva yang under-smoothing yaitu sangat kasar dan 

sangat fluktuatif, dan sebaliknya bandwidth yang terlalu lebar akan menghasilkan 

kurva yang over-smoothing yaitu sangat mulus, tetapi tidak sesuai dengan pola 

data. Tujuan estimasi kurva tidak hanya untuk memperoleh kurva yang mulus 

tetapi juga memiliki tingkat kesalahan yang tidak terlalu besar. Berdasarkan hal 
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itu perlu dipilih nilai bandwidth optimal sehingga didapatkan kurva yang mulus 

dengan kesalahan yang minimum.  

 

Salah satu metode untuk mendapatkan   optimal diperoleh dengan menggunakan 

kriteria Generalized Cross Validation (GCV), yang didefinisikan sebagai berikut : 

     ( )  
   ( )

*  
     ( )

 
+
         (2.9) 

dengan  

               ( )  
 

 
∑ (    (  ))

  
                   (2.10) 

dan W adalah hat matriks berukuran     yang memenuhi  

,  (  )   (  )     (  )|
                  (2.11) 

serta      ( ) adalah jumlah elemen pada diagonal utama, yaitu diagonal dari 

kiri atas ke kanan bawah dari matriks    . Nilai   optimal akan diperoleh jika 

nilai Generalized Cross Validation minimal (Craven & Wahba, 1979). 

 

Jika data tidak simetrik dan unimodal, maka lebar jendela yang mengoptimalkan 

IMSE (Integrated Mean Square Error) diberikan oleh Silverman (1986) seperti 

rumus berikut: 

        {  
   

    
}       

dengan   adalah simpangan baku,     disebut juga Inter Quartil Range 

(Jangkauan antar quartil) dan n merupakan banyaknya data pengamatan. 
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2.8   Ukuran Kebaikan Bandwidth 

 
 

Kebaikan suatu penduga dapat dilihat dari tingkat kesalahannya, semakin kecil 

tingkat kesalahan semakin baik estimasinya. Menurut Chatterjee & Hadi (2006),  

salah satu kriteria untuk menentukan estimator terbaik dalam model regresi adalah  

nilai R-Square (  ). R-square didefinisikan sebagai: 

               
   

   
   

   

   
       (2.12) 

dengan       ,  dimana    makin dekat dengan 1 makin baik estimasinya, 

dan sebaliknya, makin dekat dengan 0 makin jelek estimasinya.     (Jumlah 

Kuadrat Total) merupakan jumlah kuadrat simpangan dari rata-rata variabel 

respon,     (Jumlah Kuadrat Regresi) merupakan jumlah kuadrat simpangan 

hasil dugaan dengan rata-rata variabel respon  , dan     (Jumlah Kuadrat Galat) 

mengukur residual dalam prediksi. Jadi dapat ditulis sebagai: 

             

∑ (    ̅)
   

   ∑ ( ̂   ̅)
  ∑ (    ̂ )

  
   

 
       (2.13) 

dengan    adalah data variabel respon ke-i,  ̅ adalah rata-rata variabel respon, 

sedangkan  ̂  adalah nilai hasil dugaan variabel respon ke-i. 
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III.    METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1    Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2018/2019 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 

 

3.2    Data Penelitian 

 

 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data pertumbuhan balita di 

Posyandu Desa Sidorejo Kec. Sidomulyo, Lampung Selatan pada bulan Maret 

2018 dengan variabel respon ( ) yaitu berat badan balita dan variabel prediktor 

( ) yaitu usia yang diimplementasikan pada data simulasi menggunakan program 

aplikasi R3.5.2 dengan kondisi sebaran galat          (           ), sebaran 

variabel prediktor           (                 )  pada       . 
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3.3    Metode Penelitian 

 

Pada penelitian ini model regresi nonparametrik diestimasi menggunakan metode 

Nadaraya-Watson dengan fungsi kernel Triangle. Program yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah program R3.5.2 . Adapun langkah-langkah yang dilakukan 

pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Membuat diagram pencar antara variabel respon dan variabel prediktor 

pada data pertumbuhan balita. 

2. Melakukan uji normalitas data. 

3. Menentukan bandwidth optimal menggunakan fungsi kernel Triangle dan 

ditentukan dengan GCV minimum pada data pertumbuhan balita. 

4. Mengukur kebaikan bandwidth optimal berdasarkan nilai R-square. 

5. Menentukan kurva dugaan regresi berdasarkan nilai bandwidth optimal 

dengan metode Nadaraya-Watson pada data pertumbuhan balita. 

6. Membangkitkan data sebanyak      dengan sebaran 

          (                 ),          (           ) dan 

      . 

7. Membuat diagram pencar antara variabel respon dan variabel prediktor 

pada data simulasi. 

8. Menentukan bandwidth optimal menggunakan fungsi kernel Triangle dan 

ditentukan dengan GCV minimum pada data simulasi. 

9. Mengukur kebaikan bandwidth optimal berdasarkan nilai R-square. 

10. Menentukan kurva dugaan regresi berdasarkan nilai bandwidth optimal 

dengan metode Nadaraya-Watson pada data simulasi. 

11. Membuat kesimpulan.  
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V.       KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh kesimpulan bahwa estimasi model regresi 

nonparametrik dengan fungsi kernel Triangle pada data pertumbuhan balita di 

Posyandu Desa Sidorejo diperoleh estimasi kurva regresi yang optimal pada 

bandwidth     dengan nilai GCV         . Sementara estimasi model regresi 

nonparametrik dengan fungsi kernel Triangle pada data simulasi (bangkitan) 

dengan kondisi          (           ),           (                 ) 

dan        diperoleh estimasi kurva regresi yang optimal pada bandwidth     

dengan nilai GCV         . 
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