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ABSTRAK

PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS KESTABILAN PADA
PENYEBARAN PENYAKIT TYPHUS DENGAN KONTROL ANTIBIOTIK

Oleh

Dwi Wahyu Lestari

Penelitian ini membahas analisis model matematika penyebaran penyakit typhus
dengan pengaruh antibiotik. Pada penelitian ini digunakan model sistem persamaan
diferensial dengan peubah Suspectible Infected Recovered (SIR) yang digunakan
untuk menggambarkan karakteristik model penyakit typhus dan menjabarkan
model matematika untuk penyebaran penyakit typhus SIR dengan memperhatikan
adanya antibiotik, dengan menggunakan asumsi-asumsi yang ditentukan. Titik
kesetimbangan pada model penyebaran penyakit typhus dengan kontrol antibiotik
juga ditentukan. Lalu dilakukan analisis kestabilan titik kesetimbangan dan
simulasi numerik dengan metode Runge-Kutta untuk dapat dilihat perilaku sistem
penyebaran penyakit typhus dan hasil simulasi dapat diintrepretasi.

Kata Kunci : Sistem Persamaan Diferensial, Typhus, Model SIR.



ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING AND STABILITY ANALYSIS IN THE
DISTRIBUTION OF TYPHUS DISEASE WITH ANTIBIOTIC CONTROL

By

Dwi Wahyu Lestari

This study discusses the analysis of mathematical models the spread of typhus with
the influence of antibiotics. In this study, a differential equation system model with
the Suspectible Infected Recovered (SIR) model was used to describe the
characteristics of typhus disease models and describe the mathematical model for
the spread of SIR typhus by paying attention to antibiotics, using prescribed
assumptions. The equilibrium point on the model of the spread of typhus with
antibiotic control is also determined. Then an analysis of the stability of equilibrium
points and numerical simulations using the Runge-Kutta method can be seen in the
system behavior of the spread of typhus and simulation results can be interpreted.

Key words: Differential Equation System, Typhus, SIR Model.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Di Indonesia banyak penyakit yang sangat mudah menular karena gaya hidup yang
tidak sehat. Salah satunya penyakit yang sangat mudah menular yaitu typhus yang
disebabkan oleh infeksi bakteri Salmonella typhi. Bakteri penyebab penyakit ini
menyebar melalui makanan atau minuman yang terkontaminasi oleh bakteri. Anak
kecil mungkin lebih rentan terkena penyakit karena daya tahan tubuhnya belum
sekuat orang dewasa atau karena anak-anak kurang bisa menjaga kebersihannya
saat makan. Selain dari makanan atau minuman yang terkontaminasi bakteri,
penyakit ini juga bisa disebabkan melalui kontak langsung dengan orang yang
terinfeksi. Jadi, setiap manusia bisa terinfeksi bakteri penyebab typhus saat
mengonsumsi makanan yang diolah secara tidak higienis oleh orang yang sedang

terinfeksi bakteri typhus.

Saat bakteri typhus masuk ke dalam tubuh, terjadi masa inkubasi bakteri yang
biasanya berlangsung 7-14 hari yang kemudian diikuti dengan munculnya gejala
pertama. Pada minggu pertama gejala klinis penyakit ini ditemukan keluhan dan
gejala serupa dengan penyakit infeksi akut pada umumnya yaitu demam, nyeri
kepala, pusing, nyeri otot, anoreksia, mual, muntah, diare, dan batuk (Widodo Joko,

2006).



Pada minggu kedua gejala yang dialami yaitu demam tinggi terus berlanjut hingga
memburuk, sering mengigau karena demam yang terjadi, sakit perut, diare atau
bahkan sembelit, perut kembung karena pembengkakan hati dan empedu, tinja
berwarna kehijauan. Pada minggu ketiga Suhu tubuh yang tinggi akan menurun,
namun sebagai gantinya akan muncul komplikasi seperti pendarahan atau pecahnya
usus. Hingga minggu keempat jika tidak segera diambil tindakan pengobatan
diminggu keempat ini, suhu tubuh memang akan menurun dengan perlahan.

Namun, komplikasi lain yang bahkan membahayakan nyawa bisa muncul.

Perkembangan ilmu pengetahuan dibidang matematika mempunyai peranan yang
sangat penting untuk menggambarkan fenomena penyebaran penyakit typhus ini.
Peranan tersebut dituangkan dalam bentuk pemodelan matematika. Model
Suspectible Infected Recovered (SIR) dapat digunakan untuk memodelkan
penyebaran penyakit infeksi (Hethcote, 2000). Memperhatikan faktor pengobatan
penyakit typhus yaitu dengan antibiotik, maka pemodelan matematika dapat

menggambarkan penyebaran penyakit typhus dengan pengaruh antibiotik.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan pemodelan dan analisis kestabilan

penyebaran penyakit tipes yang terkontrol antibiotik dengan metode Runge-Kutta.



1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat untuk mengetahui simulasi penyebaran penyakit typhus
dengan pengaruh antibiotik dan juga menambah pengetahuan tentang

pengaplikasian metode Runge-Kutta.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Typhus

Tipes atau thypus adalah penyakit infeksi bakteri pada usus halus dan terkadang
pada aliran darah yang disebabkan oleh Bakteri Salmonella typhosa atau
Salmonella paratyphi A, B dan C, selain ini dapat juga menyebabkan gastroenteritis
(radang lambung). Dalam masyarakat penyakit ini dikenal dengan nama Tipes atau
thypus, tetapi dalam dunia kedokteran disebut Typhoid fever atau Thypus

abdominalis karena berhubungan dengan usus di dalam perut (Widoyono, 2011).

Penyakit Thypus abdominalis merupakan penyakit yang ditularkan melalui
makanan dan minuman yang tercemar oleh bakteri Salmonella typhosa, (food and
water borne disease). Salmonella thyposa sebagai suatu spesies, termasuk dalam
kingdom Bakteria, Phylum Proteobakteria, Classis Gamma proteobakteria, Ordo
Enterobakteriales, Familia Enterobakteriakceae, Genus Salmonella. Salmonella
thyposa adalah bakteri gram negative yang bergerak dengan bulu getar, tidak
berspora mempunyai sekurang-kurangnya tiga macam antigen yaitu: antigen 0
(somatik, terdiri dari zat komplek lipopolisakarida), antigen H (flagella) dan antigen
V1 (hyalin, protein membrane). Dalam serum penderita terdapat zat anti (glutanin)

terhadap ketiga macam anigen tersebut (Zulkhoni, 2011).



2.2 Pemodelan Matematika

Model adalah karakteristik umum yang mewakili sekelompok bentuk yang ada atau
representasi masalah dalam bentuk yang lebih sederhana dan mudah dikerjakan.
Dalam matematika, teori model adalah ilmu yang menyajikan konsep himpunan
atau ilmu tentang model-model yang mendukung suatu sistem sistematis. Teori
model diawali dengan asumsi keberadaan obyek-obyek matematika misalnya
keberadaan semua bilangan dan kemudian mencari keberadaan operasi-operasi,
relasi-relasi, atau aksioma-aksioma yang melekat pada masing-masing obyek atau
pada obyek-obyek tersebut. Model matematika yang diperoleh dari suatu masalah
matematika yang diberikan, selanjutnya diselesaikan dengan aturan aturan yang
ada.  Penyelesaian yang diperoleh, perlu diuji untuk mengetahui apakah
penyelesaian tersebut valid atau tidak. Hasil yang valid akan menjawab secara tepat
model matematikanya dan disebut solusi matematika. Jika penyelesaian tidak valid
atau tidak memenuhi model matematika maka solusi masalah belum ditemukan,

dan perlu pemecahan ulang atas model matematikanya (Ross, 1989).

Proses pemodelan matematika dapat dilakukan dengan langkah pertama dalam
pemodelan matematika adalah menyatakan permasalahan kehidupan nyata ke
dalam pengertian matematika. Langkah ini meliputi identifikasi variabel dan sistem
kemudian menjabarkannya menjadi model. Langkah selanjutnya adalah menyusun
kerangka model dengan membuat asumsi. Setelah membuat asumsi dan memahami
variabel-variabel, langkah selanjutnya adalah formulasi persamaan (model).

Formulasi model merupakan langkah paling penting, kadang diperlukan adanya



pengujian kembali asumsi-asumsi agar langkah formulasi persamaan dapat sesuai
sehingga dapat diselesaikan dan realistik. Jika pada proses pengujian kembali
model yang terbentuk tidak sesuai maka perlu dilakukan pengkajian ulang asumsi
dan membentuk asumsi yang baru. Setelah menyusun persamaan, langkah
selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan tersebut secara matematis (Edwards,

1989).

2.3 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi satu variable atau
lebih yang menghubungkan fungsi itu sendiri dan turunannya dalam berbagai orde.
Selain itu persamaan diferensial juga didefinisikan sebagai persamaan yang
memuat satu atau beberapa turunan fungsi yang tidak diketahui. Jenis-jenis
persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi dua jenis yaitu persamaan
diferensial biasa dan diferensial parsial. Suatu persamaan diferensial disebut
persamaan diferensial biasa jika semua turunannya berkaitan dengan satu peubah
saja. Suatu persamaan diferensial disebut persamaan diferensial parsial jika
turunannya berkaitan dengan dua atau lebih peubah. Sedangkan persamaan
diferensial dilihat dari bentuk fungsi atau pangkatnya juga dibedakan menjadi dua
yaitu persamaan diferensial linear dan persamaan diferensial nonlinear. Persamaan
diferensial linear adalah jika memenuhi dua hal yaitu variabel-variabel terikat dan
turunannya paling tinggi berpangkat satu dan tidak mengandung bentuk perkalian
antara sebuah variabel terikat dengan variabel terikat lainnya atau turunan yang satu

dengan turunan lainnya atau variabel terikat dengan sebuah turunan.



Pada istilah linear yang berkaitan dengan kenyataan bahwa tiap suku dalam
persamaan diferensial itu, peubah-peubah y,y!,. . .,y™ berderajat satu atau nol.
Bentuk umum dari persamaan diferensial linear orde-n adalah :

an(X) Y" + ana (XY™ ar (X) Y+ a0 (X) y = (X) (2.1)
Pada persamaan diferensial F(x, y*,. . .,y™) = 0 merupakan persamaan diferensial
nonlinear, jika salah satu syarat berikut di penuhi oleh F :
o F tidak berbentuk polinom, dalam y,y*,. . .,y™
o F tidak berbentuk polinom berpangkat lebih dari dua dalam y,y%,. . .,y™

(Kartono, 1994).

2.4 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan terhadap
fungsi yang memuat satu variabel bebas. Jika x adalah fungsi dari t, maka contoh

persamaan diferensial biasa adalah

dx
dt

= t?cosx (2.2)
dimana persamaan tersebut memiliki order satu. Order dari persamaan diferensial
adalah turunan tertinggi pada fungsi tak diketahui (peubah tak bebas) yang muncul

dalam persamaan diferensial (Campbell & Haberman, 2008).

2.5 Sistem Persamaan Differensial

Diketahui Persamaan Diferensial Biasa berikut ini

dx,

E = fl(t'x1'x2' '“'xn)



d

f = f2(t, x1, X3, , X) (2.3)
dxy,
W = fn(ti X1, X2, ""xn)

Kumpulan persamaan diferensial biasa dalam persamaan (2.3) yang mempunyai
hubungan simultan disebut sistem persamaan diferensial biasa dapat ditulis dengan

x=f'(t,x),x ER (2.4)

dx, dx dx
d_tl,d_tz’""d_tn) ) f:(flifZ:""fn ) dan x:(xl'xZ'”.’xn)T

dengan x =(
adalah fungsi-fungsi bernilai real yang terdefinisi dalam ruang Euclide R

berdimensi n + 1 (dinotasikan dalam ruang (t,x)) (Boyce and Diprima, 1977).

2.6 Model SIR

Model SIR pertama kali diperkenalkan oleh W.O. Kermack dan Mc. Kendrick
dalam makalahnya yang berjudul “A Contribution to the Mathematical Theory of
Epidemics”, yang kemudian muncul dalam Proceding Royal Society London
halaman 700-721 tahun 1927, dan kemudian menjadi peranan penting bagi
matematika epidemik. Mengenai rangkuman tersebut telah dituliskan oleh Murray.
Di dalam modelnya, populasi manusia dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu suspect
dengan symbol S, terinfeksi atau infected dengan simbol | dan sembuh atau
recovery dengan simbol R, yang masing-masing diberikan dalam bentuk s,i danr.
jumlah total dari keseluruhan kelompok tersebut adalah

n=s+i+r.



s atau susceptible dalam pemodelan SIR merupakan individu yang tidak terinfeksi
tetapi golongan ini dapat tertular penyakit. Oleh karea itu golongan ini juga
memiliki kemungkinan untuk menjadi terinfeksi. Infected merupakan individu yang
dapat menyebabkan penyakit pada inividu yang suspectible. Waktu yang
diperlukan oleh penderita infeksi dinamakan periode penyakit. Setelah mengalami
periode penyakit kemudian individu ini pindah dan menjadi individu terinfeksi
yang semula recovered. Recovered merupakan individu yang telah sembuh atau

kebal dalam kehidupannya (Ripno, 2012).

2.7 Kestabilan Sistem

Kestabilan sistem bisa didapatkan dengan cara menyelidiki pengaruh perubahan
kecil pada syarat awal. Jika (x*,y*) adalah titik kesetimbangan maka diselidiki
pengaruh perubahan kecil pada titik kesetimbangan tersebut.
Jika titik (x, y) merupakan titik disekitar titik kesetimbangan tersebut maka secara
matematis titik (x, y) dapat dinotasikan sebagai

(6,y) = (x" + Ax,y* + Ay) (2.5)
Pendekatan fungsi

0f1(x*y™)
x (X

9fi(x"y")

—-x") + 3y

f12(6,y) = fi(x"y") + -y (26)
Karena (x*,y*) adalah titik kesetimbangan maka f; ,(x,y) = 0. Oleh karena itu,

sistem % = f,(x,y) dan % = f,(x,y) dapat didekati sebagai sistem linier

dx _OREY) N L ARG
& = SR g 4 DDy (27)

d_y _ afl(x*'y*) afl(x*:y*)
= o Ax + 3y Ay (2.8)
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Sistem linier diatas dapat disajikan dalam bentuk matriks

dx 0filx™,y)0fi(x", y7)

dt | _ ox oy (Ax>

dy | 7\ 0fxty) 0f(x%, ¥%) | \Ay

dt 0x oy

JUe) = £ () (29)

Matriks f (x) pada system diatas merupakan matriks Jacobian (Khamsi, 2004).

Stabilitas titik kesetimbangan ditentukan berdasarkan tanda bagian real pada nilai

eigen yang dibagi menjadi tiga, yaitu:

1. Stabil: Titik kesetimbangan dikatakan stabil jika dan hanya jika nilai eigen
adalah real dan negatif atau mempunyai bagian real tak positif.

2. Stabil Asimtotik: Titik kesetimbangan dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya
jika nilai eigen adalah real dan negative atau mempunyai bagian real negative.

3. Tidak Stabil: Titik kesetimbangan dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika
nilai eigen adalah real dan positif atau mempunyai paling sedikit satu nilai eigen

dengan bagian real positif (Tarumingkeng, 1994).

2.8 Nilai Eigen
Kriteria kestabilan titik equilibrium pada system (2.4) disajikan pada teorema

dibawah ini:

Teorema 2.1 (Wiggins, 1990)
a) Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian J(f (x)) mempunyai bagian real

negative, maka titik equilibrium x dari system (2.4) stabil asimtotik.
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b) Jika terdapat nilai eigen dari matriks Jacobian J(f(x)) mempunyai bagian real
positif, maka titik equilibrium x dari sistem (2.4) tidak stabil.

Jika persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit untuk mencari akar-akar

karakteristiknya yaitu dengan nilai eigen matrik, maka untuk menentukan apakah

nilai eigen bernilai negatif dapat menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.

Teorema 2.2 Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz

Diberikan persamaan karakteristik P(1) = A" + ;A" + - + a,_11 + a,,.
Untuk n=2, kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut: a; > 0,a, > 0. Untuk n=3
kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut: a; > 0,a; > 0,a;a, > as jika kriteria

Routh-Hurwitz terpenuhi, maka titik ekuilibrium stabil asimtotik.

2.9 Metode Numerik

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan persoalan
matematika sehingga dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan atau aritmatika
biasa (tambah, kurang, kali dan bagi). Metode numerik disebut juga sebagai
alternatif dari metode analitik, yang merupakan metode penyelesaian persoalan
matematika dengan rumus-rumus aljabar yang sudah baku atau lazim. Disebut
demikian, karena sering kali persoalan matematika sulit diselesaikan atau bahkan
tidak dapat diselesaikan secara analitik. Sebagai alternatifnya, persoalan matematik
tersebut diselesaikan dengan metode numerik. Perbedaan antara metode analitik
dan metode numerik adalah metode analitik hanya dapat digunakan untuk

menyelesaikan permasalahan yang sederhana dan menghasilkan solusi yang
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sebenarnya atau solusi sejati. Sedangkan metode numerik dapat digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan yang sangat kompleks dan nonlinier. Solusi yang
dihasilkan dari penyelesaian secara numerik merupakan solusi hampiran atau
pendekatan yang mendekati solusi eksak atau solusi sebenarnya. Hasil penyelesaian
yang didapatkan dari metode numerik dan metode analitik memiliki selisih, dimana

selisih tersebut dinamakan kesalahan (error) (Triatmodjo, 2002).
2.10 Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta merupakan metode yang memberikan ketelitian hasil yang
lebih besar dan tidak memerlukan turunan dari fungsi. Bentuk umum dari metode
Runge-Kutta adalah
Xiy1 = X; + @(t;, x, h)h (2.10)
dengan ¢(t;, x;, h) adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata
pada interval dan digunakan untuk mengekstrapolasi dari nilai lama x; ke nilai baru
X;4+1 Sepanjang interval h.
Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum, sebagai berikut:
¢ =aky +ak, + -+ azk, (2.11)
dengan a adalah konstanta dan k adalah
ky = f(t, %)
ky = f(t; + pih, x; + qu1k1h)
ks = f(t; + pih, x; '+ qz1k1h + q21kh

kn = f(ti + Pr—ih, X; + Gno12k1h + qnoq2k2h + -+ + quog n-1kn—1h(2.12)
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dengan p dan g adalah konstanta. Nilai k menunjukkan hubungan berurutan. Nilai
k;muncul dalam persamaan k, , yang keduanya juga muncul dalam persamaan dan
seterusnya. Hubungan yang berurutan ini membuat metode Runge-Kutta efisien

untuk hitungan komputer (Triatmodjo, 2002).

2.11 Matlab

MATLAB (Matrix Laboratory) adalah sebuah program untuk analisis dan
kumputasi numerik, merupakan suatu bahasa pemrogaman suatu matematika
lanjutan yang dibentuk dengan dasar pemikiran menggunakan sifat dan bentuk
matriks. Pada awalnya, program ini merupakan interface untuk koleksi rutin-rutin
numerik proyek LINPACK dan EISPACK, dikembangkan dengan bahasa
FORTRAN. Namun sekarang, program ini merupakan produk komersiar dari
perusahaan Mathwork, Inc. yang dalam perkembangan selanjutnya dikembangkan
menggunakan bahasa C++ dan asslembler (terutama untuk fungsi- fungsi dasar

MATLAB) (Destiani dan Arhami, 2006).

MATLAB telah berkembang menjadi sebuah environtment pemrogaman yang
canggih dan berisi fungsi-fungsi built-in untuk melakukan tugas pengolahan sinyal,
aljabar linier, dan kalkulasi matematis lainnya. MATLAB juga berisi toolbox yang
berisi fungi fungsi tambahan untuk aplikasi khusus. MATLAB merupakan software
yang paling efisien untuk perhitungan numerik berbasis matriks. Dengan demikian
jika di dalam perhitungan kita dapat memformulasikan masalah ke dalam format
matriks, maka MATLAB merupakan software terbaik untuk penyelesaian

numeriknya (Destiani dan Arhami, 2006).



111. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas IImu Pengetahuan Alam
Universitas Lampung dan waktu penelitian dilaksanakan pada semester ganjil tahun

akademik 2018/20109.

3.2 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan penulis dalam menyelesaikan

penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Menggambarkan karakteristik model penyakit typhus SIR.

2. Menjabarkan model matematika untuk penyebaran penyakit typhus SIR
dengan memperhatikan adanya antibiotik.

3. Menentukan titik kesetimbangan pada model penyebaran penyakit typhus
dengan kontrol antibiotik.

4. Melakukan analisis kestabilan titik kesetimbangan.

5. Melakukan simulasi numerik dengan metode Runge-Kutta untuk melihat
perilaku sistem penyebaran penyakit typhus dan menginterpretasikan hasil

simulasi.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Dari hasil dan pembahsan penelitian yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan
bahwa:

1. Model matematika SIR pada penyebaran penyakit tipes dengan kontrol antibiotik
yaitu:

as N S

a M WH —

dl
E=(1—w),u—ﬁIR—yI—01
R _ IR — uR — yR

7; — PIR—uR—y

2. Diperoleh dua titik kesetimbngan dari model matematika SIR pada penyebaran

penyakit tipes yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu E, = (%,0).

u+

Sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit yaitu

E, = (u_ﬂ/ (1-w)up—(u+6)(u+y)

Fk BGity) ) kesetimbangan ini menunjukkan penyakit akan

ada sampai waktu yang tak terbatas.
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3. Antibiotik yang digunakan yaitu dengan minimum

01+-V)01+-9)>

w0=1—( Bu

Supaya penyakit menghilang dan berhenti penyebarannya maka dibutuhkan
antibiotik. w, > w. Namun, jika w, < w maka penyakit akan terus ada dan

menyebar.

5.2 Saran

Tugas akhir ini memodelkan penyebaran penyakit dengan kontrol antibiotik dengan
asumsi-asumsi tertentu. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini disarakan untuk
melakukan penelitian selanjutnya mencari penyebaran penyakit dengan pengaruh

vaksinasi sekaligus dengan pengaruh antibiotik.
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