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ABSTRACT 

 

 

 

COUNTING THE NUMBER OF CONNECTED VERTEX  

LABELLED GRAPHS WITH ORDER SIX WITH MAXIMUM FIFTEEN 

4-PARALLEL EDGES 

 

 

 

By 

 

GUSTI SAYU PUTU WIDYA SASTI 

 

 

 

A graph G is connected graph if there exists at least one path between every pair 

of vertices in G.  A labelled graph is the assignment of values or label at each 

vertex or each edge.  The label given at each vertex called vertex labeling, the 

label given on each edge is called the edge labeling , and if the label is given on 

each edge and vertex is called total labeling.  Paralel lines are two or more line 

whose starting point and end point are the same.  If given n vertex and m edge 

then many connected graphs can be formed.  In this research obtained the formula 

for counting the number of vertex labeled connected graphs with order six with 

maximal fifteen 4-parallel edges. 
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Suatu graf G disebut graf terhubung jika terdapat sekurang – kurangnya ada satu 

path yang menghubungkan sepasang titik di G.  Graf berlabel merupakan graf 

yang setiap titik atau garisnya diberi label.  Label yang diberikan pada tiap titik 

disebut sebagai pelabelan titik, label yang diberikan pada tiap garis disebut 

pelabelan garis, dan jika label diberikan pada tiap garis dan titik disebut sebagai 

pelabelan total.  Garis paralel adalah dua garis atau lebih yang titik awal dan titik 

akhirnya sama.  Jika diberikan n titik dan m garis maka banyak graf terhubung 

dapat dibentuk.  Pada penelitian ini diperoleh rumus untuk menghitung banyaknya 

graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan maksimal lima belas garis 2-

paralel. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Perkembangan ilmu pengetahuan pada saat ini sangat pesat terutama dalam 

bidang sains dan teknologi.  Teori graf merupakan salah satu teori atau cabang 

matematika yang banyak digunakan untuk merepresentasikan permasalahan dalam 

kehidupan sehari-hari.  Hal ini karena teori graf memuat informasi yang 

diinterpretasikan secara tepat, yang digunakan untuk merepresentasikan objek-

objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut.  Representasi dari graf 

adalah dengan menyatakan objek sebagai titik atau vertex, dan hubungan antara 

objek dinyatakan dengan garis atau edge. 

 

Teori graf muncul pertama kali pada tahun 1736 melalui tulisan Leonhard Euler 

yang berisi tentang upaya penyelesaian masalah jembatan Konigsberg, di 

Kaliningrad, Rusia.  Di kota tersebut terdapat sungai Pregal yang membelah kota 

menjadi empat daratan yang terpisah.  Daratan tersebut dihubungkan oleh tujuh 

jembatan.  Warga kota tersebut ingin melewati setiap jembatan tepat satu kali dan 

kembali ke tempat awal.  Dengan memisalkan daratan sebagai titik dan jembatan 

sebagai garis, Leonhard Euler menyatakan bahwa tidak mungkin seseorang dapat 

melalui tiap jembatan tersebut tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat awal.  
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Hal tersebut dapat terjadi jika jumlah jembatan yang menghubungkan tiap-tiap 

daratan adalah genap. 

 

Graf G (V, E) dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda di G, 

terdapat suatu lintasan atau path yang menghubungkan titik tersebut.  Sebaliknya 

jika di G tidak terdapat path yang menghubungkan maka dikatakan graf tidak 

terhubung.  Dalam suatu teori graf dikenal istilah garis paralel dan loop.  Garis 

paralel adalah dua atau lebih garis yang menghubungkan dua titik yang sama 

dalam suatu graf dan loop adalah suatu garis yang memiliki titik awal dan titik 

akhir yang sama. 

 

Selain itu, dalam teori graf juga mengenal istilah graf berlabel.  Graf berlabel 

merupakan graf yang tiap titik atau garisnya memiliki label.  Jika hanya titiknya 

yang diberi label maka pelabelan tersebut disebut pelabelan titik, sedangkan jika 

hanya garis yang diberikan label maka disebut pelabelan garis dan jika titik serta 

garis diberikan label maka disebut pelabelan total.  Fatimah (2016) berhasil 

menentukan banyaknya graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n = 6 

serta m ≥ (n – 1), dengan n adalah titik dan m adalah garis.  Oleh karena itu 

penulis tertarik untuk meneliti tentang banyaknya graf terhubung berlabel titik 

berorde enam dengan maksimal lima belas garis 2-paralel. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan rumus umum 

banyaknya graf terhubung berlabel titik dengan maksimal lima belas garis 2-

paralel jika diberikan 6 titik dan m garis ; m ≥ 5. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Memperluas pengetahuan teori graf khususnya tentang graf terhubung  

2. Sebagai sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya serta 

dapat memberikan motivasi bagi pembaca untuk dapat mengembangkan 

ilmu matematika di bidang teori graf. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang berhubungan 

dengan penelitian yang akan dilakukan. 

 

2.1 Konsep Dasar Teori Graf 

 

Istilah-istilah dan definisi yang digunakan pada subbab ini diambil dari Deo 

(1989).  Suatu graf G adalah himpunan terurut (V,E) dengan V(G) menyatakan 

himpunan tak kosong dan memuat elemen-elemen yang disebut vertex atau titik, 

dan E(G) (mungkin kosong) menyatakan himpunan sisi yang elemen-elemennya 

berbentuk garis atau disebut edge yang menghubungkan pasangan titik di G. 

 

Adapun konsep dasar yang perlu diketahui diantaranya adalah graf terhubung, 

graf tak terhubung, graf sederhana, graf tidak sederhana, loop, garis paralel, walk, 

path, cycle, derajat (degree) dan graf isomorfis. 

 

Suatu graf G disebut graf terhubung (connected graph) jika terdapat sekurang-

kurangnya ada satu path (lintasan) yang menghubungkan sepasang titik di G.  

Graf tidak terhubung G merupakan graf yang terdiri dari dua atau lebih graf 

terhubung.  
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Gambar 2.1 Contoh graf terhubung 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Contoh graf tidak terhubung 

 

Loop adalah satu garis yang titik awal dan titik ujungnya sama.  Garis Paralel 

adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan sepasang titik yang sama. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Contoh graf dengan loop dan garis paralel 

 

Walk adalah barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang dimulai dan diakhiri 

dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik sebelum dan 
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sesudahnya.  Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut closed 

walk.  Walk yang melewati titik yang berbeda-beda disebut sebagai path 

(lintasan).  Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle.  

Graf sederhana adalah suatu graf yang tidak memuat loop atau garis paralel 

sedangkan jika memuat loop atau garis paralel, maka disebut graf tak sederhana. 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Contoh graf sederhana 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Contoh graf tidak sederhana 

 

Derajat (degree) dari suatu titik v pada graf G dinotasikan deg(v) adalah 

banyaknya garis yang menempel pada titik v dengan loop terhitung dua.  

Sebagai contoh pada Gambar 2.6 deg ( 1) = 4 dan deg   2) = deg ( 3) = deg 

( 4) = deg ( 5) = deg ( 6) = 2 

 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Contoh graf untuk menentukan derajat 
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Dua graf dikatakan ekuivalen dan disebut isomorfis jika keduanya memiliki 

ciri-ciri yang sama pada istilah dalam teori graf.  Dua graf isomorfis harus 

memiliki 

 Jumlah vertex yang sama. 

 Jumlah edge yang sama. 

 Mempunyai jumlah vertex yang sama berderajat tertentu  

Perlu diperhatikan bahwa dua graf yang memiliki jumlah vertex yang sama, 

edge yang sama, dan mempunyai jumlah vertex yang sama berderajat tertentu 

belum tentu isomorfis. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.7 Contoh graf isomorfis 

 

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan 

 

Konsep-konsep dasar teknik pencacahan yang biasanya digunakan dalam teori 

graf diantaranya: 

1. Faktorial 

Misalkan n adalah bilangan bulat positif.  Besaran n factorial (simbol n!) di 

definisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat antara n hingga 1 (Siang, 

2002). 

n! = n   (n – 1)   …  1 
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2. Permutasi 

Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan r objek yang diambil dari n 

objek yang berbeda yang dapat dibentuk.  Secara umum, permutasi r objek dari n 

buah objek dapat dihitung dengan persamaan 

     )  
  

    ) 
 

Jika r = n, maka persamaan menjadi  

     )  
  

    ) 
  

  

  
    

     ) sering disebut permutasi n objek karena permutasi tersebut menyusun 

keseluruhan objek yang ada (Siang, 2002). 

3. Kombinasi 

Misalkan himpunan S memiliki | | = n elemen.  Banyaknya himpunan bagian S 

yang terdiri dari       ) disebut kombinasi n objek yang diambil sebanyak r 

objek sekaligus.  Simbolnya adalah (
 
 
) atau      ) atau nCr.  Rumus kombinasi 

adalah sebagai berikut. 

  
  = 

  

    ; ) 
 

Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidaklah 

diperhatikan.  Hal yang diperhatikan adalah objek yang muncul (Siang, 2002). 

 

2.3 Konsep Dasar Barisan  

 

Barisan merupakan suatu fungsi yang semua domainnya merupakan bilangan 

bulat dan dinotasikan dengan {    (Rosen, 2012 ).  Secara umum, barisan yang 

terbentuk adalah sebagai berikut : 
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     :1   :2        

Contoh : 5,10,15,20,25,30, … 

Barisan dibagi menjadi dua yaitu, barisan aritmatika dan barisan geometri. 

Barisan aritmatika adalah barisan yang berbentuk                       

dengan   dan   adalah bilangan rill, dimana d merupakan beda dan barisan yang 

memiliki pola        2             dengan a dan r adalah bilangan riil dimana 

r merupakan rasio (beda) disebut barisan geometri (Rosen, 2012). 
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III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

Pada bab ini akan diberikan tempat dan waktu penelitian, penelitian yang telah 

dilakukan yang berkaitan, serta metode yang digunakan untuk penelitian ini. 

 

3.1 Penelitian yang Telah Dilakukan 

 

Diberikan         dengan 0 ≤   ≤ ( 
2
) 

1. Graf    dengan   sebagai titiknya merupakan graf sederhana, maka 

banyaknya graf     adalah : 

     (  ) 

2. Graf    ( ) dari graf sederhana yang memiliki   titik dan   garis, maka 

banyaknya graf    adalah : 

    )  (
( 
2
)

 
) 

(Agnarsson dan Raymond, 2007)  

 

Selanjutnya, Wamiliana, dkk. (2016) melakukan penelitian tentang graf tak 

terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan     dan     dapat dirumuskan 

secara umum, yaitu : 
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 ( 5  
 )   ( 5  

 )  ∑  ( 5    
 )

6

 <1

 

 (
   

 
)   ( 5   1

 )   ( 5   2
 )   ( 5   3

 )   ( 5   4
 )   ( 5   5

 )

  ( 5   6
 ) 

 (
   

 
)    (

   

 
)     (

   

 
)      (

   

 
)     (

 

 
) 

          (
   

 
)    (

   

 
) 

Dengan : 

 ( 5  
 ) = Jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk 

                        dan      

 

Fatimah (2016), melakukan penelitian untuk menentukan banyaknya graf 

terhubung berlabel berorde enam tanpa garis paralel dengan banyaknya garis  

  adalah 

1. Untuk     dan     diperoleh rumus umum yaitu: 

 (       5)      (
 
 
) 

2. Untuk     dan     diperoleh rumus umum yaitu: 

 (       6)      (
   

 
) 

3. Untuk     dan     diperoleh rumus umum yaitu: 

 (       7)      (
   

 
) 

Dengan ketentuan sebagai berikut 

   banyaknya titik pada graf 

   banyaknya garis pada graf 

   garis bukan loop 
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Kemudian, pada tahun 2017, Amanto dkk., melakukan penelitian untuk 

menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde maksimal empat 

dengan hasil sebagai berikut : 

 

 ( 4     

 )   ( 4     

 )   ( 4     

 )   ( 4     

 )   ( 4     

 ) 

 ( 4     

 )  (
   

 
)  

 

 
 (

   
 

)    (
   

 
)   (

   
 

) 

Dengan ketentuan sebagai berikut. 

n = banyaknya titik 

m = banyaknya garis 

   = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu  

           

 

       

   graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop dengan n 

titik, m garis, dan    = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel 

dihitung satu. 

 

Selanjutnya Efendi, pada tahun 2018 melakukan penelitian untuk menentukan 

graf-graf tak terhubung berlabel berorde lima tanpa loop serta banyaknya garis 3-

paralel  maksimal enam dengan n=5, 1    m   18 dengan hasil sebagai berikut. 

1.    5   1
 )   10 ; 1      

2.    5   2
 )   {

       )           
        )         

 

3.    5   3
 )  {

       3      2         )           

      3      2           )          
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4.    5   4
 )  {

     

  
                    )           

   

  
  

 

 
      

  
   

      

  
  

         

  
          

 

5.    5   5
 )  

{
     4      3       2            )           

     4      3        2               )            
 

6.    5   6
 )  

{
 
 

 
 

  

   
(                                                    ) 

        
  

   
(                                   

                    ) 

        

 

dengan : 

N(       
 ) = banyaknya graf tak terhubung berlabel titik tanpa loop berorde n 

dengan m garis dan t adalah banyaknya garis yang menghubungkan 

pasangan titik yang berbeda 

 

3.2 Waktu dan Tempat 

 

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester ganjil pada tahun ajaran 

2018/2019. 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

Adapun langkah-langkah yang digunakan penulis dalam menyelesaikan penelitian 

ini sebagai berikut. 
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1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi kepustakaan yang berhubungan 

dengan graf. 

2. Menentukan banyaknya titik dan garis yang akan dicari banyakanya graf 

terhubung berlabel titik dengan maksimal lima belas garis 2-paralel. 

3. Menggambar graf terhubung dengan maksimal lima belas garis 2- paralel, 

dengan n adalah banyaknya titik dan m adalah banyaknya garis. 

4. Mengelompokkan graf terhubung untuk n titik dan m garis yang sama. 

5. Menghitung jumlah graf terhubung untuk setiap n titik dan m garis. 

6. Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat dibentuk 

dari n titik dan m garis. 

7. Menentukan rumus umum untuk menghitung jumlah graf terhubung berlabel 

titik dengan maksimal lima belas garis 2- paralel untuk n titik dan m garis. 

8. Membuktikan rumus yang terbentuk. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil observasi yang telah dilakukan, dapat disimpulkan rumus untuk 

menentukan banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam    6    ) 

dengan maksimal lima belas garis 2-paralel adalah sebagai berikut ; 

 

Untuk t = 5  

 

N(G6,m,5) = {
    ( 2          )      

    ( 2             )       
  

Untuk t = 6 

 

N(G6,m,6) ={
         3        2               )       

        3        2                 )       
  

Untuk t = 7 

 

N(G6,m,7) ={
          3         2               )        

         3        2                 )        
  

Untuk t = 8 

 

N(G6,m,8) =

{
 
 

 
 

385

2
 (    4         3        2                 )

       
 

385

2
     4        3       2                  )
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Untuk t = 9 

 

N(G6,m,9) =

{
 
 

 
 

555

2
       4          3          2             

        )        
555

2
       4          3          2             

         )         

  

Untuk t =10 

 

N(G6,m,10) =

{
 
 

 
 

79

4
    5         4           3            2 

                    )         

 
79

4
     5         4          3          2 

                     )          

  

Untuk t = 11 

 

N(G6,m,11) = 

{
 
 

 
 

77

8
      5          4           3            2  

                     )            
77

8
       5          4            3             2  

                      )         

 

Untuk t = 12 

N(G6,m,12) =

{
 
 
 

 
 
 

7

3
       6         5           4             3 

           2                         )         

7

3
       6         5            4             3 

          2                          )        

  

Untuk t = 13 

N(G6,m,13) = 

{
 
 
 

 
 
 

5

6
       6        5           4           3

          2                      )        

5

6
       6           5            4             3    

          2                         )        
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Untuk t = 14 

N(G6,m,14) = 

{
 
 
 
 

 
 
 
  

1

42
     7       6           5           4             3

              2                         )        

 
1

42
       7       6          5            4            3

                2                             )        

  

Untuk t = 15 

N(G6,m,15) = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

45

2835 
      7        6          5            4             3

              2                             )           

45

2835 
     7        6         5           4             3

              2                              )        

 

 

Dengan; 

 

N(Gn,m,t) = banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde n dengan m garis dan t 

adalah banyaknya garis yang menghubungkan pasangan titik yang berbeda. 

 

5.2 Saran 

 

Penelitian dapat di lanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf 

terhubung berlabel titik maksimal garis 2-paralel untuk n ≥ 7. 
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