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ABSTRACT 

 

 

MODELING SPATIAL AUTOREGRESSIVE (SAR) WITH INTEGRATED 

NESTED LAPLACE APPROXIMATION (INLA) 

 

 

 

By 

 

 

EKA ADITYA FITRIANI 

 

 
 
 
Spatial Autoregressive (SAR) is one of the methods of spatial or regional analysis 
that has a spatial influence on the dependent variable. One of the methods used in 
estimating SAR parameters is the Bayes method which provides conjecture with 
higher accuracy compared to the classical method. The estimation of the Bayes 
parameter by numerical is by the Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) 
method through the posterior marginal. The application of the SAR method using 
INLA is modeling the Human Development Index (IPM) in Lampung Province in 
2020 by using the most optimum weighting matrix based on the largest Moran's I 
value of K-NN 2. This study aims to find out the factors that affect HDI in Lampung 
Province. The factors used in this study are per capita expenditure, percentage of 
poor people, average length of the school, number of health workers, and school 
participation rate of 16-18 years old. The modeling results obtained the most 
significant factors to the model, namely per capita expenditure and the average 
length of school with an R-Square value of 88,74788%. 
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PEMODELAN SPATIAL AUTOREGRESSIVE (SAR) MENGGUNAKAN 

INTEGRATED NESTED LAPLACE APPROXIMATION (INLA) 

 

 

 

Oleh 

 

 

EKA ADITYA FITRIANI 

 

 

 

 

Spatial Autoregresive (SAR) merupakan salah satu metode analisis spasial atau 
kewilayahan yang terdapat pengaruh spasial pada variabel terikatnya. Salah satu 
metode yang digunakan pada pendugaan parameter SAR adalah dengan metode 
Bayes yang memberikan dugaan dengan ketepatan lebih tinggi dibandingkan 
dengan metode klasik. Pendugaan parameter Bayes dengan cara numerik adalah 
dengan metode Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) melalui posterior 
marginal. Penerapan metode SAR menggunakan INLA yaitu memodelkan Indeks 
Pembangunan Manusia (IPM) di Provinsi Lampung tahun 2020 dengan 
menggunakan matriks pembobot paling optimum berdasarkan nilai Moran’s I 
terbesar yaitu K-NN 2. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui faktor-faktor yang 
mempengaruhi IPM di Provinsi Lampung. Faktor yang digunakan dalam penelitian 
ini yaitu pengeluaran perkapita, persentase penduduk miskin, rata-rata lama 
sekolah, jumlah tenaga kesehatan, dan angka partisipasi sekolah usia 16-18 tahun. 
Hasil pemodelan mendapatkan faktor yang paling signifikan terhadap model yaitu 
pengeluaran perkapita dan rata-rata lama sekolah dengan nilai R-Square sebesar 
88,74788%. 
 
Kata Kunci: Spasial, SAR, Bayes, INLA, K-NN, IPM.  
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I.    PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1    Latar Belakang dan Masalah 
 

 

 

Analisis regresi merupakan salah satu teknik analisis data dalam statistika yang 

dapat menjelaskan dan mengevaluasi hubungan antara suatu variabel respon dengan 

satu atau lebih variabel prediktor (Kutner, et al., 2004). Analisis regresi digunakan 

jika peubah respon merupakan data berskala kontinu dan berdistribusi normal. 

Pengembangan metode regresi yang didasarkan adanya pengaruh tempat atau 

spasial pada data yang dianalisis adalah regresi spasial.  Regresi spasial merupakan 

metode yang memungkinkan untuk menghitung ketergantungan antar pengamatan 

yang sering muncul ketika pengamatan dikumpulkan dari titik-titik yang ada di 

dalam ruang (LeSage and Pace, 2009). 

 
 
Salah satu ciri khas dalam model regresi spasial yaitu adanya dependensi 

(ketergantungan) antar lokasi yang menyebabkan pendugaan model bisa menjadi 

lebih kompleks. Pengaruh dependensi spasial digambarkan dengan adanya 

kemiripan sifat dari lokasi yang saling memiliki sifat ketetanggaan. Struktur 

dependensi ini umumnya dinyatakan dalam matriks pembobot spasial untuk 

menggambarkan hubungan antara suatu wilayah dengan wilayah yang lain. Matriks 

pembobot spasial dapat diperoleh berdasarkan informasi ketersinggungan antar 

wilayah dan jarak dari ketetanggaan (neighborhood) atau jarak antara satu region 

dengan region yang lain. Sehingga, penentuan matriks pembobot merupakan 

komponen penting dalam pemodelan data spasial.  Penelitian yang dilakukan Jaya, 

dkk.(2017), menemukan bahwa penggunaan metode K-Nearest Neighbor (K-NN) 
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dalam memilih matriks pembobot spasial yang paling optimum dengan nilai 

Moran’s I terbesar memberikan hasil akhir yang baik.  

 
 
Menurut Anselin (1988), spasial memiliki pengaruh yang terjadi antar wilayah yaitu 

keragaman spasial dan dependensi spasial. Pengaruh keragaman spasial terjadi 

karena adanya perbedaan pengaruh peubah penjelas terhadap respon antara satu 

wilayah dengan wilayah lain. Pengaruh dependensi spasial terjadi akibat adanya 

hubungan fungsional antara kejadian pada suatu wilayah pengamatan dengan 

kejadian pada suatu pengamatan lain. Pengaruh dependasi spasial yang terjadi 

karena ketergantungan lag dapat dimodelkan dengan Spatial Autoregressive (SAR), 

pengaruh ketergantungan error spasial dapat dimodelkan dengan Spatial Error 

Model (SEM), dan pengaruh ketergantungan lag dan error dapat dimodelkan 

dengan Spatial Autoregressive Moving Average (SARMA). Model SAR 

merupakan satu model spasial ekonometrik yang paling banyak digunakan dan 

memiliki hasil yang paling baik dibandingkan dengan metode spasial lainnya. 

Penelitian yang dilakukan oleh Khikmah dan Novitasari (2019), menyatakan bahwa 

model SAR merupakan model yang paling baik pada penerapan model Indeks 

Pembangunan Manusia (IPM) di Jawa Tengah pada tahun 2017.  

 
 
Salah satu metode yang digunakan pada pendugaan parameter SAR adalah dengan 

metode Bayes. Metode Bayes memberikan dugaan dengan ketepatan lebih tinggi 

dibandingkan dengan metode klasik seperti metode kuadrat terkecil atau metode 

maksimum likelihood (Gill, 2002). Metode Bayes umumnya dilakukan pada sampel 

kecil dengan informasi terbatas sehingga metode Bayes memberikan hasil yang 

lebih baik dibandingkan dengan metode maksimum likelihood. Aturan bayes 

adalah memadukan secara formal distribusi prior dan fungsi likelihood menjadi 

distribusi posterior. Distribusi posterior pada estimasi Bayes adalah distribusi yang 

sulit diperoleh sehingga pada banyak penerapannya adalah cukup dengan 

memperoleh sebaran posterior untuk parameter pada model karena inferensia 

bersama tidak diperlukan atau yang disebut dengan sebaran posterior marginal 

(Bivand, et al., 2014b).  

 



3 

 

Metode pendugaan parameter Bayes dapat dilakukan secara analitik, simulasi dan 

numerik. Pendugaan parameter Bayes yang biasa digunakan adalah Markov Chain 

Monte Carlo (MCMC) yaitu dengan cara simulasi. Pendugaan parameter Bayes 

dengan cara numerik adalah dengan metode Integrated Nested Laplace 

Approximation (INLA). INLA merupakan metode pendugaan parameter Bayes 

dengan cara pendekatan laplace. Penelitian Rue, et al (2009), mendeskripsikan 

INLA untuk mendapatkan penduga posterior marjinal dari parameter model. 

Menurut Bivand, et al (2014b), pendugaan parameter Bayes menggunakan INLA 

memberikan waktu komputasi yang lebih cepat dibandingkan dengan metode 

MCMC dan memungkinkan untuk menggunakan data yang lebih besar.  

 
 
Indeks Pembangunan Manusia (IPM) merupakan indikator capaian pembangunan 

kualitas hidup masyarakat yang disusun berdasarkan tiga dimensi dasar, yaitu umur 

panjang dan hidup sehat, pengetahuan, dan standar hidup layak (BPS, 2020). IPM 

tidak hanya dipengaruhi oleh variabel bebas saja, namun terdapat efek spasial di 

dalamnya karena terdapat kemiripan antar wilayah yang berdekatan secara 

geografis yang menyebabkan keterkaitan hubungan antar wilayah. Pada tahun 2020 

IPM di Provinsi Lampung mengalami keterlambatan pertumbuhan yaitu sebesar 

69,69 atau tumbuh 0,17 persen (meningkat 0,12 poin) dibandingkan capaian tahun 

sebelumnya.  

 
 
Melihat adanya keterlambatan pertumbuhan IPM di Provinsi Lampung tahun 2020, 

peneliti tertarik menganalisis dan melakukan pemodelan IPM untuk mengetahui 

faktor-faktor yang mempengaruhinya. Penelitian ini akan mengkaji pendugaan 

parameter parameter SAR dengan metode Bayes menggunakan INLA dan 

melakukan pemodelan untuk mengetahui faktor yang paling signifikan pada model, 

dimana faktor yang di duga mempengaruhi adalah pengeluaran per kapita 

(ribu/orang/tahun), persentase penduduk miskin, rata-rata lama sekolah, jumlah 

tenaga kesehatan, dan angka partisipasi sekolah usia 16-18 tahun dengan matriks 

pembobot spasial jarak K-NN yang paling optimum. 

 



4 

 

1.2    Tujuan Penelitian 

 

 

 
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan,  tujuan dari penelitian ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Mengkaji pendugaan parameter Spatial Autoregressive (SAR) dengan metode 

bayes menggunakan Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) dengan 

prior berdistribusi Normal Invers Gamma. 

2. Mendeskripsikan IPM di Provinsi Lampung tahun 2020 berdasarkan faktor-

faktor yang mempengaruhinya. 

3. Mengetahui faktor-faktor yang berpengaruh signifikan terhadap IPM di 

Provinsi Lampung tahun 2020 dengan model terbaik SAR menggunakan INLA 

berdasarkan matriks pembobot jarak K-NN yang paling optimum. 

 
 

1.3    Manfaat Penelitian 

 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Memberikan wawasan mengenai model Spatial Autoregressive (SAR) 

menggunakan Integrated Nested Laplace Approximation (INLA). 

2. Mengetahui faktor-faktor yang berpengaruh signifikan terhadap Indeks 

Pembangunan Manusia di Provinsi Lampung tahun 2020. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

II.    TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1    Analisis Spasial 

 

 

 

Analisis yang berkaitan dengan region atau kewilayahan sering disebut dengan 

spasial. Berdasarkan hukum Tobler dalam Anselin (1988), menyatakan bahwa 

segala sesuatu saling berhubungan satu dengan yang lainnya, tetapi sesuatu yang 

dekat lebih mempunyai pengaruh daripada sesuatu yang jauh. Hukum tersebut 

merupakan dasar pengkajian permasalahan berdasarkan pengaruh lokasi atau 

spasial. Menurut Anselin (1988), data spasial memiliki pengaruh atau efek spasial 

yang terjadi antar wilayah yaitu spatial dependence yang terjadi akibat dependesi 

dalam data dan spatial heterogeneity yang terjadi akibat adanya perbedaan antara 

satu wilayah dengan wilayah lain.  

 
 
Pada analisis spasial, kemiripan sifat dari lokasi dinyatakan dalam matriks 

pembobot spasial untuk menggambarkan hubungan antara suatu wilayah dengan 

wilayah yang lain. Matriks pembobot spasial dapat diperoleh berdasarkan informasi 

ketersinggungan antar wilayah dan jarak dari ketetanggaan (neighborhood) atau 

jarak antara satu region dengan region yang lain. 

 
 
Anselin (1988), mengembangkan metode analisis spasial. Pengembangan itu 

berdasarkan adanya pengaruh tempat atau spasial pada data yang dianalisis yang 

disebut dengan regresi spasial. Regresi spasial merupakan metode yang 

memungkinkan untuk menghitung ketergantungan antar pengamatan, yang sering 
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muncul Ketika pengamatan dikumpulkan dari titik-titik yang ada didalam ruang 

(LeSage and Pace, 2009).   

 
 
Menurut Anselin (1988), bentuk umum model regresi spasial adalah sebagai berikut  � =  ��� + �� + 	    (2.1) 	 =  
�	 + � 

ε ~ (�(0, ����) 

dengan, � : vektor variabel respon yang berukuran (nx1) � : matriks variabel prediktor yang berukuran n x (p+1) � ∶ parameter koefisien regresi yang berukuran (p+1)x1 � ∶ parameter koefisien lag dari variabel respon,  
 ∶ parameter koefisien spasial lag pada error �: matriks pembobot yang berukuran (n x n) 	 : vektor error dengan ukuran (nx1) 

 � : vektor error dengan ukuran (nx1) 

 
 
Model yang bisa diperoleh dari model umum pada persamaan (2.1) yaitu : 

1. Apabila nilai � = 0 dan 
 = 0, maka persamaannya menjadi : � =  �� +  �     (2.2) 

Persamaan (2.2) disebut model regresi klasik atau model regresi Ordinary Least 

Square (OLS) yaitu model regresi yang tidak mempunyai efek spasial.  

2. Apabila nilai � ≠ 0 dan 
 = 0, maka persamaannya menjadi : � =  ��� + �� + 	    (2.3) 

Persamaan (2.3) disebut sebagai regresi Spatial Lag Model (SLM) dan menurut 

LeSage(1999), istilah lain model ini adalah Spatial Autoregressive Models (SAR). 

3. Apabila nilai � = 0 dan 
 ≠ 0, maka persamaannya menjadi : � =  �� +  	     (2.4) 	 =  
�	 + � 

Persamaan (2.4) disebut sebagai regresi Spatial Error Model (SEM) 

4. Apabila nilai � ≠ 0 dan 
 ≠ 0, maka persamaannya menjadi : 
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� =  ��� + �� + 	    (2.5) 	 =  
�	 + � 

Persamaan (2.5) disebut sebagai regresi Spatial Autoregreesive Moving Average 

(SARMA). 

 
 
 

2.2    Spatial Autoregressive (SAR) 

 

 

 
Spatial Autoregresive (SAR) adalah model regresi spasial yang terdapat pengaruh 

spasial pada variabel terikatnya.  Model Spatial Autoregresive (SAR) adalah model 

yang mengkombinasikan model regresi linear dengan lag spasial pada variabel 

respon dengan menggunakan data cross section (Anselin, 1988).  Koefisien lag 

spasial (�) menunjukkan tingkat korelasi pengaruh suatu wilayah terhadap wilayah 

lain disekitarnya. Model SAR adalah sebagai berikut: � = ��� + �� + �    (2.6) 

ε ~ (�(0, ���) 

dengan, �: vektor peubah respon ukuran nx1 � : parameter koefisien spasial lag  �: matriks pembobot spasial berukuran nxn �: matriks peubah penjelas berukuran n x(p+1) �: parameter koefisien regresi yang berukuran (p+1)x1 � : vektor galat berukuran nx1 

 

 

2.3    Matriks Pembobot Spasial 

 

 

 

Matriks pembobot spasial merupakan matriks yang menggambarkan hubungan 

antara suatu wilayah dengan wilayah yang lain. Matriks pembobot spasial (W) 

dapat diperoleh berdasarkan informasi ketersinggungan antar wilayah dan jarak dari 

ketetanggaan (neighborhood) atau dalam kata lain yaitu jarak antara satu region 



8 

 

dengan region yang lain. Menurut LeSage (1998), matriks pembobot spasial 

berukuran � × � yang bersifat simetris dimana � adalah banyaknya wilayah, dengan 

diagonal utama yang senantiasa bernilai nol. Matriks pembobot spasial (W) adalah 

matriks biner berukuran nxn yang entrinya adalah 0 atau 1. Diberi nilai sama dengan 

1 jika daerah i dan j bertetangga dan 0 sebaliknya. 

��� = �1, jika i dan j bertetangga0, lainnya  

Berikut pembobot spasial dalam bentuk matriks: 

W = * 0 +,� … +,�+�, 0 … +��… … ⋱ …+�, +�� … 0 / 

 
 

2.3.1 Matriks Pembobot Berdasarkan Persinggungan Lokasi 

 
 
 
Ada beberapa metode untuk mendefinisikan hubungan persinggungan (contiguity) 

antar wilayah tersebut. Menurut LeSage (1999), metode itu dapat dijabarkan 

sebagai berikut : 

1. Linear Contiguity (Persinggungan tepi); mendefinisikan ���= 1 untuk region 

yang berada di tepi (edge) kiri maupun kanan region yang menjadi perhatian, ��� 

= 0 untuk region lainnya.  

2. Rook Contiguity (Persinggungan sisi); mendefinisikan ���= 1 untuk region yang 

bersisian (common side) dengan region yang menjadi perhatian, ��� = 0 untuk  

region lainnya. 

3. Bhisop Contiguity (Persinggungan sudut); mendefinisikan ��� = 1 untuk region 

yang titik sudutnya (common vertex) bertemu dengan sudut region yang menjadi 

perhatian, ��� = 0 untuk region lainnya.  

4. Double Linear Contiguity (Persinggungan dua tepi); mendefinisikan ��� = 1 

untuk dua entity yang berada di sisi (edge) kiri dan kanan region yang menjadi 

perhatian, ��� = 0 untuk region lainnya.  
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5. Double Rook Contiguity (Persinggungan dua sisi); mendefinisikan ���= 1 untuk 

dua entity di kiri, kanan, utara dan selatan region yang menjadi perhatian, ���= 0 

untuk region lainnya.  

6. Queen Contiguity (persinggungan sisi-sudut); mendefinisikan ���  = 1 untuk 

entity yang bersisian (common side) atau titik sudutnya (common vertex) bertemu 

dengan region yang menjadi perhatian, ���= 0 untuk region lainnya. 

 
 

2.3.2 Matriks Pembobot Berdasarkan Jarak 

 
 
 
Matriks pembobot spasial dengan pendekatan jarak tetangga terdekat atau nearest 

neighbor adalah alternatif untuk membentuk matriks pembobot spasial utuk lokasi 

yang tidak saling bertetangga. Menurut Anselin (1988), langkah-langkah 

menentukan matriks pembobot spasial jarak dengan K-NN adalah sebagai berikut: 

1. Menghitung jarak pusat antara unit ke −1 terhadap seluruh unit lainnya 2 ≠ 1 
2. Memberi peringkat dengan menghitung jarak Euclidiean sebagai berikut 3��(,) ≤ 3��(�) ≤ ⋯ 3��(�6,)  3�� = 7(�, − ��)� + (8, − 8�)�   (2.7) 

dengan �, 8, adalah titik koordinat kabupaten/kota ke-1 dan �� 8� adalah titik 

koordinat kabupaten/kota ke-2 

3. Kemudian untuk setiap 9 = 1,2, … , � − 1, atur �(;)(1) = {2(1), 2(2), … , 2(9)} 

yang berisi 9 unit terdekat terhadap 1 
4. Setiap 9  pada matriks pembobot W memiliki elemen >�� bernilai 1 jika 

daerah 1 berdekatan dengan daerah 2, sedangkan elemen diagonal utama 

akan selalu bernilai nol. 

>�� = �1,    2?�(;)(1)0,    @A1���A  

5. Matriks pembobot distandarisasi baris yaitu setiap elemen baris dibagi 

dengan jumlah baris sehingga ∑ >����C, = 1, sehingga 

>�� = �1/9,    2?�(;)(1)0,        @A1���A  
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Penelitian yang dilakukan Jaya, dkk. (2017),  nilai K pertama kali ditentukan 

berdasarkan nilai Moran’s I yang dipilih berdasarkan nilai yang terbesar.  

Pembentukan matriks pembobot dengan pendekatan K-NN memiliki tujuan untuk 

menentukan banyak tetangga yang paling optimal dengan fungsi tujuannya yaitu 

memilih nilai Moran’s I pada persamaan (2.9) yang akan memberikan efek spasial 

yang paling signifikan.  

.  
 

2.4    Uji Multikolinearitas 

 

 

 

Salah satu syarat yang harus dipenuhi dalam regresi dengan beberapa variabel 

prediktor adalah tidak adanya korelasi antara satu variabel prediktor dengan 

variabel prediktor lainnya. Multikolinearitas adalah terjadinya hubungan linear 

antara variable bebas dalam suatu model regresi linear berganda (Gujarati, 2004).  

Multikolinearitas adalah suatu kondisi dimana variabel-variabel prediktor 

berkorelasi tinggi. Salah satu cara mengidentifikasi adanya multikolinearitas yaitu 

dengan menggunakan Variance Inflation Factors (VIF) yang dinyatakan sebagai 

berikut: E�F =  ,(,6 GHI)     (2.8) 

J�� adalah koefisien determinasi antara dengan variabel prediktor lainnya. Nilai 

VIF yang lebih besar dari 10 menunjukkan adanya kolinearitas antar variabel 

prediktor (Gujarati, 2004). 

 
 

2.5    Uji Dependensi Spasial 

 

 

 

Dependensi spasial terjadi akibat adanya hubungan fungsional antara kejadian pada 

suatu wilayah pengamatan dengan kejadian pada wilayah pengamatan lainnya 

(Anselin, 1988). Pengujian dependensi spasial adalah dengan pengujian  
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autokorelasi spasial dan pengujian ketergantungan spasial yang diuji dengan 

Moran’s I dan Langrange Multiplier (LM).  

 
 

2.5.1 Uji Autokorelasi Spasial 

 

 

 

Autokorelasi spasial merupakan suatu ukuran kemiripan antara variabel dengan 

dirinya sendiri berdasarkan jarak, waktu, dan wilayah atau disebut juga dengan 

dependensi spasial. Autokorelasi spasial berarti bahwa suatu hubungan/korelasi 

antara peubah dengan dirinya sendiri dan korelasi ini merupakan ukuran kemiripan 

objek dalam suatu ruang. Jika terdapat pola sistematik di dalam penyebaran sebuah  

variabel, maka terdapat autokorelasi spasial. 

 
 
Untuk mengukur korelasi antara pengamatan wilayah yang saling berdekatan 

adalah dengan Moran’s I.  Pengujian yang dilakukan adalah sebagai berikut: 

Hipotesis: KL: I = 0 (tidak terdapat autokorelasi spasial) K,: I ≠ 0 (terdapat autokorelasi spasial) 

Taraf signifikan: 

α= 5%  

Statistik uji: 

� = � ∑ ∑ NOH(PO6PQ)(PH6PQ)RHSTROST UV ∑ (PO6PQ)ROST     (2.9) 

dimana, 

I  : nilai indeks moran 

n  : banyaknya pengamatan �� : nilai pada lokasi ke-i �� : nilai pada lokasi ke-j �Q  : nilai rata-rata pada n pengamatan ���  : elemen-elemen matriks pembobot spasial 

Nilai ekspektasi Moran’s I adalah sebagai berikut: W(�) = �L = − ,�6,    (2.10) 
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Nilai varians Moran’s I adalah sebagai berikut: 

EAX(�) = �IUT6�UIYZUVI(�I6,)UVI − [W(�)]�  (2.11) 

dengan, 

]L = ^ ^ ���
�

�C,
�

�C,  

], = 12 ^ ^_��� + ���`��
�C,

�
�C,  

]� = ^(��L + �L�)��
�C,  

��L = ^ ���
�

�C,  

�L� = ^ ���
�

�C,  

Statistik uji yang digunakan adalah: ab�cd�e = f6g(f)7hiG(f)     (2.12) 

Keputusan penolakan: 

Tolak KL  jika nilai ab�cd�e >  ak/� tabel atau p value < α maka terdapat 

autokorelasi spasial.  Jika I >�L maka data berautokorelasi positif, jika I <�L maka 

data berautokorelasi negatif, dan jika nilai Moran’s I adalah nol maka tidak terdapat 

autokorelasi spasial. 

 
 

2.5.2 Uji Ketergantungan Spasial  

 

 

 
Uji ketergantungan spasial digunakan untuk mengetahui ada tidaknya pengaruh 

spasial antar pengamatan yang satu dengan yang lain. Uji ini dilakukan untuk 

mengetahui model pengaruh spasial dalam data. Uji ketergantungan spasial adalah 

dengan menggunakan Uji Lagrange Multiplier. 
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Lagrange Multiplier dilakukan untuk memilih model spasial yang tepat, yaitu 

ketergantungan lag spasial, ketergantungan galat spasial, atau ketergantungan 

keduanya.  Pengujian yang dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Ketergantungan lag 

Hipotesis: KL: l = 0 (tidak ada ketergantungan spasial dalam lag) K,: l ≠ 0 (ada ketergantungan spasial dalam lag) 

Taraf signifikan: 

α= 5%  

Statistik uji: 

mno = [pqNr/(ssqR )]It     (2.13) 

dimana, 

D = u(Nvw)q(f6v_vqv`xT(Nvw)yI z+{X(�|� + ��) 

Kriteria penolakan: 

Tolak KL  jika nilai mno >  }k(~)� tabel, dengan p adalah banyaknya parameter 

spasial atau tolak  KL jika p value < α. Jika keputusan terpenuhi maka model yang 

digunakan adalah Spatial Autoregressive (SAR).  

2. Ketergantungan galat/error 

Hipotesis: KL: λ = 0 (tidak ada ketergantungan spasial dalam galat) K,: λ ≠ 0 (ada ketergantungan spasial dalam galat) 

Taraf signifikan: 

α= 5%  

Statistik uji: 

mn� = [pqNp/(ssqR )]Ic�(NqNYNN)    (2.14) 

Kriteria penolakan: 

Tolak KL  jika nilai mn� >  }k(~)� tabel, dengan p adalah banyaknya parameter 

spasial atau tolak  KL jika p value < α. Jika keputusan terpenuhi maka model yang 

digunakan adalah Spatial Error Model (SEM).  
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2.6    Uji Heterogenitas Spasial 

 

 
 
Heterogenitas spasial atau keragaman spasial terjadi akibat adanya perbedaan 

pengaruh peubah penjelas terhadap respon antar satu wilayah dengan wilayah 

lainnya (Anselin, 1988). Heterogenitas spasial menunjukkan adanya keragaman 

antar lokasi. Untuk menguji heterogenitas spasial dapat diuji dengan statistik 

Breush-Pagan. Pengujian yang dilakukan adalah sebagai berikut : 

Hipotesis: KL: ��� = �Z� = ⋯ =  ��� = 0 (terdapat homogenitas spasial) K,: minimal ada satu ��  ≠  0 (terdapat heterogenitas spasial) 

Taraf siginifikan: 

α= 5%  

Statistik uji: �� = �,�� �|a(a|a)6,a|�~}(~)�   (2.15) 

dengan, 

�� =  ������ − 1� 

�� = least square residual untuk observasi ke-i �� = varians dari ��  a = matriks berukuran � × (� + 1) yang berisi vektor yang sudah dinormal 

standarkan untuk setiap observasi 

Kriteria penolakan: 

Tolak KL  jika nilai �� >  }k(~6,)� tabel, dengan p adalah banyaknya parameter 

spasial atau tolak  KL jika p value < α.  

 
 

2.7    Distribusi Normal 

 

 

 

Suatu peubah acak � dikatakan memiliki sebaran Normal dengan nilai tengah � 

dan ragam ��memiliki fungsi kepekatan peluang dalam bentuk: 
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�(�; �, ��) = ,√��yI ��� �− ,� ��6�y ���  (2.16) 

Untuk −∞ < � < ∞, −∞ < � < ∞, dan 0 < � < ∞, 

Peubah acak � yang berdistribusi Normal dengan parameter tengah � dan �� dapat 

dinyatakan dengan �~�(�, ��) 

 

 

Untuk fungsi kepekatan normal ganda (Multivariate Normal) adalah generalisasi 

dari fungsi kepekatan univariate normal dengan � ≥ 2. Jika � adalah vektor dari 

variabel acak � = (�,, ��, … , �~)  maka fungsi kepekatan peluang distribusi 

Multivariate Normal dari �  peubah acak dengan nilai tengah �⃗  dan varians-

kovarian matriks � yang menyebar normal dan saling bebas adalah dalam bentuk: �(�⃗; �⃗, �) = ,(��)�I|¡|TI ��� �− ,� (�⃗ − �⃗)|�6,(�⃗ − �⃗)� (2.17) 

Untuk −∞ < �⃗ < ∞ dan  −∞ < �⃗ < ∞ 

 
 

2.8    Distribusi Gamma dan Invers Gamma 

 

 

 

peubah acak � dikatakan berdistribusi Gamma dengan parameter � > 0 dan � >0, bila fungsi kepekatan peluangnya dalam bentuk: �(�; �, �) = ,w¢г(k) �k6,exp (− �w)   (2.18) 

Dengan � > 0 dan � > 0 

Peubah acak �  yang berdistribusi Gamma dengan parameter �  dan �  dapat 

dinyatakan dengan �~¦§n(�, �). 

 
 

Jika peubah acak �  berdistribusi Gamma, �~¦§n(�, �)  maka peubah acak 8 

dengan 8 = ,v berdistribusi Invers Gamma dengan fungsi kepekatan peluang dalam 

bentuk: �(�; �, �) = w¢г(k) �6(kY,)exp (− w�)   (2.19) 

Dengan � > 0 dan � > 0 
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Peubah acak 8 yang berdistribusi Invers Gamma dengan parameter � dan � dapat 

dinyatakan dengan 8~�¦(�, �) 

 
 

2.9    Distribusi Uniform 

 

 

 

Fungsi kepekatan peluang distribusi uniform yaitu: �(�; A, ¨) = ,©6ª    (2.20) 

Dengan A < � < ¨ 

 
 

2.10    Metode Bayes 

 

 

 

Pendugaan parameter dapat dilakukan dengan dua metode yaitu metode klasik dan 

metode Bayes. Metode klasik sepenuhnya mengandalkan proses inferensi pada data 

sampel yang diambil dari populasi, sedangkan metode Bayes disamping 

memanfaatkan data sampel yang diperoleh dari populasi juga memperhitungkan 

suatu distribusi awal yang disebut distribusi prior. Pada metode klasik memandang 

parameter sebagai besaran tetap yang tidak diketahui harganya, dan inferensi 

didasarkan hanya pada informasi dalam sampel sedangkan metode Bayes sebagai 

parameter yang bernilai tetap, sedangkan metode Bayes memandang parameter 

sebagai variabel yang menggambarkan pengetahuan awal tentang parameter 

sebelum pengamatan dilakukan dan dinyatakan dalam suatu distribusi yang disebut 

dengan distribusi prior (Bolstad, 2007).  

 

 

2.10.1 Teorema Bayes 

 

 

 

Menurut Soejoeti dan Soebanar (1988), misal ] adalah ruang sampel dari suatu 

eksperimen dan §,, §�, … , §; adalah peristiwa-peristiwa didalam ]  sedemikian 

sehingga §,, §�, … , §; saling asing dan ⋃ §; = ];�C,  dikatakan bahwa §,, §�, … , §; membentuk partisi di dalam ]. 
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Gambar 2. 1 Teorema Bayes 
 
 
 

Jika 9 peristiwa §,, §�, … , §; membentuk partisi di dalam ruang sampel ], maka 

terlihat pada  Gambar 2.1 bahwa peristiwa-peristiwa §, ∩ �, §� ∩ �,…, §; ∩ � 

membentuk partisi dalam � sehingga dapat ditulis � = (§, ∩ �) ∪ (§� ∩ �),…, ∪ (§; ∩ �). Karena peristiwa-peristiwa di ruas kanan saling asing maka: �(�) = ∑ �(§� ∩ �);�C,    (2.21) 

Jika �(§�) > 0  untuk 1 = 1,2, … , 9  maka �(§� ∩ �) = �(§�)�(�|§�)  Sehingga 

didapat �(�) = ∑ �(§�)�(�|§�);�C, .  Misal peristiwa-peristiwa §,, §�, … , §; 

membentuk partisi di dalam ruang sampel ] sedemikian sehingga (§�) > 0; 1 =1,2, … , 9  dan misalkan �  sembarang peristiwa sedemikian sehingga �(�) > 0 

maka untuk ; 1 = 1,2, … , 9 �(§�|�) = ¯(iO∩°)∑ ¯(iO∩°)±OST = ¯(iO)¯(°|iO)∑ ¯(iO)¯(°|iO)±OST   (2.22) 

 
 
Teorema Bayes memberikan aturan sederhana untuk menghitung probabilitas 

bersyarat peristiwa §� jika � terjadi, jika masing-masing probabilitas tak bersyarat §� dan probabilitas bersyarat � jika diberikan §� (Bain and Engelhadt, 1992). 
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2.10.2 Distribusi Prior 

 

 

 
Dalam metode Bayes, distribusi prior memiliki peran penting dalam pendugaan 

parameter ² yang tidak diketahui.  Distribusi prior ditulis dengan ³(²). Distribusi 

prior merupakan distribusi awal yang memberikan informasi mengenai parameter 

dan harus ditentukan terlebih dahulu sebelum merumuskan distribusi posteriornya. 

Pada dasarnya, distribusi prior dipilih secara subjektif oleh peneliti terhadap suatu 

nilai parameter yang diduga. 

 
 

2.10.3 Distribusi Posterior 

 

 

 

Menurut Hogg, et al. (2005), fungsi kepekatan peluang bersyarat bagi θ atau yang 

disebut dengan distribusi posterior secara matematis dinyatakan sebagai berikut: �(²|�) = ´(P|µ)�(µ)¶(P)      (2.23) 

Dengan ³(²) merupakan distribusi prior, �(�|²) merupakan fungsi likelihood, dan +(�) merupakan fungsi kepekatan peluang marginal dari �.  

 
 
Fungsi likelihood didefinisikan sebagai berikut: 

L(²) = �(�,; ²)�(��; ²) …  �(��; ²)          = ∏ �(��; ²)��C,       (2.24) 

Fungsi kepekatan peluang marginal untuk kontinu didefinisikan sebagai berikut: +(�) = ¸ �(�|²)³(²)3²¹6¹     (2.25) 

Fungsi kepekatan peluang marginal untuk diskrit didefinisikan sebagai berikut: +(�) = ∑ �(�|²)³(²)µ     (2.26) 

 
 

2.10.4 Penduga Bayes 

 
 
 
Penduga Bayes untuk parameter θ diperoleh melalui nilai harapan dari posterior 

dapat dituliskan sebagai berikut: 
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²º = W(�(²|�) = ¸ ² ¹6¹ �(²|�)3²   (2.27) 

 
 
 

2.11    Integrated Nested Laplace Approximation (INLA) 

 

 

 

Integrated Nested Laplace Aproximation (INLA) merupakan salah satu metode 

Bayes secara numerik. Sesuai namanya maka metode ini menggunakan pendekatan 

Laplace. INLA dikembangkan oleh Rue, et al. (2009), yang merupakan suatu 

metode untuk menghasilkan pendugaan parameter yang lebih akurat dan lebih cepat 

waktu komputasinya dibandingkan metode Marcov Chain Monte Carlo (MCMC). 

Penduga Bayes merupakan nilai harapan dari posterior.. Di banyak penerapan 

adalah cukup dengan memperoleh posterior marginal (Bivand, et al., 2014a).  

 
 
INLA fokus pada penyediaan pendekatan distribusi posterior marginal dari 

parameter pada model. Untuk mencari sebaran posterior marginal untuk setiap 

elemen dari vektor parameter adalah sebagai berikut: �(θ�|�) = ¸ �(θ�, ψ|�)3 ψ= ¸ �(θ�|ψ, y)�(ψ|y)dψ  (2.28) 

 
 
Untuk mendapatkan posterior marginal diperlukan hyperparameter atau parameter 

tingkat kedua untuk merepresentasikan parameter. sehingga untuk setiap elemen 

dari vektor hyperparameter ψ = (ψ,,…,ψ;) �(ψ;|�) = ¸ �(ψ|y)dψ6;   (2.29) 

 
 
Menurut Blangiardo and Cameletti (2015), Langkah-langkah pendekatan Laplace 

untuk memperoleh sebaran posterior marginal pada INLA adalah sebagai berikut:  

1. Menghitung �(ψ|y) melalui sebaran marjinal �(ψ;|�) 

�(ψ|y) = �(θ, ψ|�)�(θ|ψ, y) 

               =  �(y|θ, ψ)�(θ, ψ)�(�)  1�(θ|ψ, y) 
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               =  �(y|θ, ψ)�(θ|ψ)�(ψ)�(�)  1�(θ|ψ, y) 

              ≈  �(y|θ, ψ)�(θ|ψ)�(ψ)�¾(θ|ψ, y) ¿µCµ∗(Á) = �¾(ψ|�) 

Dimana �¾(θ|ψ, y)merupakan penduga dari �(θ|ψ, y) 

2. Menghitung �(θ�|ψ, y) untuk mendapatkan �(θ�|�) 

Misalkan θ merupakan vektor parameter yang dapat ditulis sebagai θ = (θ� , θ6�) melalui pendekatan Laplace dapat dijabarkan: 

�(θ�, ψ|�) =  �((θ�, θ6�) |ψ, y)�(θ6� |θ�, ψ, y)  

  = �(θ, ψ|�)�(ψ|�)  1�(θ6� |θ�, ψ, y) 

  ≈  �(θ, ψ|�)�¾(θ6� |θ�, ψ, y)¿ÂxOCÂxO∗ (ÂO,Á) = �¾(θ�|ψ, �) 

�¾(θ6� |θ�, ψ, y) merupakan penduga Laplace dari �(θ6� |θ�, ψ, y) 

 
 

Setelah memperoleh �¾(ψ|�) dan  �¾(θ�|ψ, �) , maka sebaran marginal posterior 

dari �(θ�|�) dapat  diduga melalui: �¾(θ�|�) ≈  ¸ �¾(θ�|ψ, �) �¾(ψ|�)3ψ   (2.30) 

bentuk integral dari persamaan di atas dapat diselesaikan dengan cara numerik 

melalui:  �¾(θ�|�) ≈  ∑  �¾_θ�Ãψ(�), �`�¾_ψ(�)|�`∆��   (2.31) 

dengan ∆�  adalah bobot dari setiap nilai vektor θ(�). 
 
 

2.12    Pengujian Model INLA 

2.12.1 Uji Signifikan Parameter 

 

 

 

Uji signifikan parameter pada metode Bayes adalah dengan menggunakan Credible 

Interval. Credible Interval suatu parameter yang tidak memuat nol berarti 

parameter memiliki pengaruh yang signifikan terhadap model. Sebaliknya, 
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Credible Interval suatu parameter yang memuat nol berarti parameter tidak 

memiliki pengaruh yang signifikan terhadap model. 

 
 

2.12.2 Uji Kecocokan Model 

 

 

 

Uji kecocokan model regresi adalah menggunakan koefisien determinasi atau R-

Square. Nilai R-Square memberikan gambaran tentang kesusaian variabel 

prediktor dalam memprediksi variabel respon. Menurut Sembiring (1995), 

perhitungan R-Square adalah sebagai berikut: 

J� = ∑ (PÅÆ 6PQ)IROST∑ (PO6PQ)IROST     (2.32) 

 
 
Jika nilai R-Square sama dengan atau mendekati satu maka terdapat kecocokan 

terhadap model dan jika nilai R-Square sama dengan nol maka tidak terdapat 

kecocokan terhadap model.  

 

 

2.13    Studi Kasus pada Indeks Pembangunan Manusia 

 

 
 
Indeks Pembangunan Manusia (IPM) merupakan Alat ukur yang dapat 

merefleksikan status pembangunan manusia. Pembangunan manusia berarti 

perluasan pilihan masyarakat untuk hidup dengan bebas dan bermartabat dan 

perluasan kapabilitas untuk memenuhi aspirasi. Pembangunan manusia juga berarti 

perubahan positif pada manusia seutuhnya, fokus pada masyarakat dan 

kesejahteraannya, dan menjadi tujuan akhir dari segala macam pembangunan. 

 

 

IPM merupakan indikator capaian pembangunan kualitas hidup masyarakat yang 

disusun berdasarkan tiga dimensi dasar, yaitu umur panjang dan hidup sehat, 

pengetahuan, dan standar hidup layak (BPS, 2019). Sehingga IPM dapat 

menjelaskan bagaimana penduduk dapat mengakses hasil pembangunan dalam 

memperoleh pendapatan, kesehatan, pendidikan, dan sebagainya. 



 

 

 

 

 

 

 

 

III.    METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1    Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2020/2021 di Jurusan 

Matematika Faktultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 
 

3.2    Data Penelitian 

 

 

 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang berasal dari 

website dan publikasi Badan Pusat Statistik (BPS) Provinsi Lampung yang diakses 

melalui web https://lampung.bps.go.id/ yang diakses pada tanggal 12 Desember 

2020.  Data yang diambil merupakan data Indeks Pembangunan Manusia (IPM) di 

Provinsi Lampung Tahun 2020.  Unit pengamatan pada penelitian ini adalah 15 

kabupaten/kota di Provinsi Lampung. Variabel yang digunakan adalah: 

Y :Indeks Pembangunan Manusia (IPM) 

X1 : Pengeluaran perkapita 

X2 : Persentase penduduk miskin 

X3 : Rata-rata lama sekolah 

X4 : Jumlah tenaga kesehatan 

X5 : Angka partisipasi sekolah usia 16-18 tahun 
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3.3    Metode Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini akan mengkaji pendugaan parameter Spatial Autoregressive (SAR) 

dengan metode Bayes menggunakan Integrated Nested Laplace Approximation 

(INLA) dengan prior berdistribusi Normal-Invers Gamma. Penerapan penelitian ini 

adalah pemodelan data IPM Provinsi Lampung dengan SAR menggunakan INLA. 

Langkah analisis yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Menduga parameter SAR dengan metode Bayes menggunakan INLA dengan 

prior berdistribusi Normal-Invers Gamma. 

a. Pendugaan parameter Bayes pada model SAR. 

1. Menentukan fungsi likelihood model SAR. 

2. Menentukan prior yang digunakan yaitu berdistribusi Normal-Invers 

Gamma. 

3. Menentukan distribusi posterior. 

b. Karena distribusi posterior gabungan rumit diselesaikan secara analitik, 

maka ditentukan sebaran posterior marginal dengan metode INLA secara 

numerik dengan komputasi. 

1. Menentukan hyperparameter pada model SAR yaitu ψ = (ψ,, ψ�). 

2. Menentukan prior dari hyperparameter. 

3. Menentukan sebaran posterior marginal dengan cara: 

a) Menghitung �(ψ|y) melalui sebaran marjinal �(ψ;|�) 

b) Menghitung �(θ�|ψ, y) untuk mendapatkan �(θ�|�) 

c) Mengkombinasikan Langkah a dan b dengan komputasi untuk 

mendapatkan sebaran posterior marginal secara numerik: 

�¾(θ�|�) ≈  ^  �¾_θ�Ãψ(�), �`�¾_ψ(�)|�`∆��  

2. Melakukan analisis deskriptif IPM Provinsi Lampung di tahun 2020 dan 

pemetaan wilayah berdasarkan faktor yang mempengaruhinya dengan aplikasi 

GeoDa.  

3. Melakukan pemodelan SAR menggunakan INLA untuk mengetahui faktor-

faktor yang mempengaruhi IPM berdasarkan matriks pembobot jarak K-NN 

yang paling optimum. 
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a. Membentuk matriks pembobot spasial berdasarkan jarak K-NN yang paling 

optimum menggunakan nilai Moran’s I yang terbesar. 

b. Melakukan uji multikolinearitas.  

c. Melakukan uji dependensi spasial dengan Moran’s I test dan Lagrange 

Multiplier test. 

d. Melakukan uji heterogenitas spasial dengan Breuch Pagan test. 

e. Melakukan pemodelan SAR menggunakan INLA untuk mengetahui faktor-

faktor yang mempengaruhi IPM dengan package R-INLA  

1) Model yang digunakan adalah model SAR dengan persamaan: � = ��� + �� + � 

2) Menentukan hyperparameter dan prior dari hyperparameter. 

3) Pendugaan parameter parameter SAR menggunakan INLA. 

4) Melakukan pengujian parameter yang signifikan terhadap model 

untuk menentukan faktor yang mempengaruhi IPM dengan melihat 

credible interval. 

5) Melakukan uji kecocokan model dengan R-Square. 

6) Melakukan interpretasi model SAR menggunakan INLA yang 

didapat. 

 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

 
Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, kesimpulan yang diperoleh adalah 

sebagai berikut: 

1. Pendugaan parameter Spatial Autoregressive (SAR) dilakukan dengan 

menggunakan metode Bayes secara analitik menggunakan prior berdistribusi 

normal-invers gamma. Hasil yang diperoleh, nilai harapan dari posterior pada 

model SAR memiliki integral yang rumit sehingga pendugaan parameter 

tidak closed form. Maka dilakukan pendugaan parameter SAR dengan metode 

Bayes secara numerik menggunakan Integrated Nested Laplace 

Approximation (INLA) dengan komputasi. 

2. Pada tahun 2020 Indeks Pembangunan Manusia (IPM) di Provinsi Lampung 

memiliki nilai rata-rata sebesar 68,66. IPM tingkat tinggi berada di Kota 

Bandar Lampung, Kota Metro, Pringsewu, dan Lampung Tengah. Nilai IPM 

dipengaruhi berdasarkan beberapa faktor. Untuk pengeluaran perkapita 

tertinggi berada di Kota Bandar Lampung, Kota Metro dan Kabupaten 

Lampung Tengah. Kabupaten dengan persentase penduduk miskin tertinggi 

adalah Pesisir Barat. Rata-rata lama sekolah di Provinsi Lampung hampir 

sama pada setiap kabupaten/kota dengan rata-rata tertinggi  berada di Kota 

Bandar Lampung dan Kota Metro. Jumlah tenaga kesehatan di Provinsi 

Lampung berbeda-beda di setiap wilayah dengan terendah sebanyak 690 dan 

tertinggi 2.297. Untuk angka partisipasi sekolah usia 16-18 tahun memiliki 

rata-rata  71,74. 
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3. Hasil pemodelan SAR menggunakan INLA dengan menggunakan matriks 

pembobot jarak K-NN yang paling optimum adalah K-NN 2 diperoleh model 

sebagai berikut:           
�óÆ = 0,140234 ^ �����

�
�C,,�ö� + 32,13102 + 0,00139023�,�

+ 1,6997141�Z� + � 

Sehingga diperoleh faktor-faktor yang mempengaruhi IPM di Provinsi 

Lampung tahun 2020 adalah pengeluaran perkapita dan rata-rata lama 

sekolah. 
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