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ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA REPRESENTASI BILANGAN BULAT
POSITIF N SEBAGAI KOMBINASI LINIER DARI BILANGAN
SEGITIGA

Oleh
VINCENCIA PRASCA MONICA LIMAS

Kombinasi linier dapat diartikan sebagai penjumlahan dari hasil kali anggota himpunan
pasangan berurutan. Kombinasi linier dapat digunakan dalam mencari jumlah representasi
dalam suatu bilangan salah satunya yaitu bilangan segitiga. Bilangan segitiga adalah
bilangan yang diperoleh dari menjumlahkan semua bilangan positif yang kurang dari atau
sama dengan bilangan positif n. Misalkan Z himpunan bilangan bulat, untuk setiap
a,ay, ..., a;,n € N dengan N himpunan bilangan bulat positif. N(ay, ..., ax; n) merupakan
banyaknya representasi n dari a;x? + -+ + azxZ, dan t(ay,..,a,;n) adalah banyaknya

. . -1 Xk(xp— . ..
representasi n dari al%+---+ak% dengan xy,...,xx € Z. Penelitian ini

menggunakan Ramanujan’s Theta Fuctions ¢(q) dan ¥(q) untuk menentukan banyaknya
representasi bilangan bulat positif n sebagai kombinasi linier dari bilangan segitiga. Dari

hasil dan pembahasan diperoleh t(a, b,c;n) = N (a,%, c;8n+a+b+ c)

—N(a,§,4c;8n+a+b+c) untuk  ab,c,n€N, 2ta, 81b—4 dan 4|a+§;

t(a,b,c;n) =N(a,b,c;8n+a+b+c) untuk a,b,c €N, 2tab dan 4|a—b jika c=
a (mod 4) atau ¢ =4 (mod 8);t(a,b,c,d;n) =N(a,b,c,d;8n+a+b+c+d) untuk
a,b,c,dneN dengan a=b=c==1(mod4), d = 4 (mod 8);

t(a,b,c,d;n) =N(a,b,c,d;8n+a+b+c+d)— N(a,b,c,d; 2n + a+bzc+d) untuk
a,b,c,dneN, 2tabcddana =b = c = d (mod 4).

Kata kunci: kombinasi linier, bilangan segitiga, teori bilangan, banyaknya representasi.



ABSTRACT

DETERMINATION THE NUMBER OF REPRESENTATIONS POSITIVE
INTEGERS OF N AS A LINEAR COMBINATION OF TRIANGULAR
NUMBERS

By
VINCENCIA PRASCA MONICA LIMAS

Linear combination is defined as sum of product that members set of pairs. Linear
combination can be used to find the number of representation in a number, which one is
triangular numbers. Triangular numbers is a number derived from summing up all the
positive numbers that are less than or equal to the positive n numbers. Let Z be the set of
integers, for a,,a,, ..., ax,n € N with N be the set of positive integers. N(ay, ..., a;n) be
the number of representations of n by a;x? + .-+ a,x2, and let t(ay, ..., a;;n) be the

_ X - . .
number of representations of n by a1#+ ot g 22D ith . x, € Z. This

research use Ramanujan’s Theta Fuctions ¢(q) and ¥(q) to determine the number of
representations positive integers of n as a linear combination of triangular numbers. From

the result and discussions are obtained t(a,b,c;n) = N (a,%, c;8n+a+b+ c)

—N(a,§,4c;8n+a+b+c) for abcn€eEN, 2ta 8lb—4 and 4|a+§;

t(a,b,c;n) =N(a,b,c;8n+a+b+c) for ab,ceN, 2tab and 4|la—b if c=
a(mod4) or c¢=4(mod8);t(ab,c,d;n)=N(ab,c,d;8n+a+b+c+d) for
a,b,c,d,n € Nja=b =c = =1 (mod 4),d = 4 (mod 8);

t(a,b,c,d;n) :N(a,b,c,d;8n+a+b+c+d)—N(a,b,c,d;2n+
a,b,c,dneN, 2tabcdanda =b = c =d (mmod 4).

a+b+c+d
arbicrd) for

Keywords: linear combination, triangular numbers, number theory, the number of
representations.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kombinasi linier merupakan salah satu penerapan dalam bidang ilmu matematika.
Kombinasi linier dapat diartikan sebagai penjumlahan dari hasil kali anggota
himpunan pasangan berurutan. Kombinasi linier dapat digunakan dalam beberapa
penyelesaian masalah matematika seperti himpunan bebas linear, bergantung linear
serta himpunan yang membangun ruang vektor. Selain itu, kombinasi linier juga
dapat digunakan dalam mencari jumlah representasi dalam suatu bilangan salah

satunya yaitu bilangan segitiga.

Secara formal, bilangan segitiga adalah bilangan yang diperoleh dari menjumlahkan
semua bilangan positif yang kurang dari atau sama dengan bilangan positif n.
Bilangan segitiga ini berasal dari titik-titik yang membentuk segitiga. Untuk satu
titik dalam satu sisinya hanya perlu satu titik untuk membentuk suatu segitiga. Untuk
2 titik tiap sisinya, jumlah titik yang diperlukan adalah 3 titik, untuk 3 titik tiap

sisinya, jumlah titik yang dibutuhkan adalah 6.



Pada tahun 2005, Adiga dkk. melakukan penelitian tentang relasi umum antara
jumlah bilangan persegi dan jumlah bilangan segitiga yang menunjukkan bahwa

untukn =0,1,2, ...,

N(ay,...ag;8n+aq+-+ag)
c(aq,.-ax)

t'(aq,a,, ..., ax;n) = untuk a; + -+ a, <7. (L1)

Lalu pada tahun 2008, Baruah dkk. melakukan penelitian tentang jumlah bilangan
persegi dan jumlah bilangan segitiga yang diinduksi oleh 8 partisi membuktikan
bahwa untukn =0,1,2, ...,

t'(aq,az, ..., ax;n)

_ N(aq,...,ar;8n+8)—N(ay,..,ag;2n+2) untuk a; + -+ ay = 8. (1.2.)
C(al,...,ak)

Pada penelitian ini akan didiskusikan penentuan banyaknya representasi bilangan

bulat positif n sebagai kombinasi linier dari bilangan segitiga.

1.2 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan banyaknya representasi

bilangan bulat positif n sebagai kombinasi linier dari bilangan segitiga.



1.3 Manfaat

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah :

1. Memperluas pengetahuan dalam bidang ilmu matematika mengenai penentuan
banyaknya representasi bilangan bulat positif n sebagai kombinasi linier dari
bilangan segitiga.

2. Sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya.

3. Memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu matematika

dibidang teori bilangan.



. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini berisi beberapa definisi dan istilah mengenai teori dalam aljabar dan
teori bilangan yang mendukung proses penelitian. Adapun yang dibahas adalah

mengenai konsep keterbagian, kombinasi linier dan bilangan segitiga.

2.1 Keterbagian

Definisi 2.1.1 Sebuah bilangan bulat b dikatakan terbagi atau habis dibagi oleh
bilangan bulat a # 0 jika terdapat bilangan bulat ¢ sehingga b = ac, ditulis al|b.
Notasi a + b digunakan untuk menyatakan b tidak habis terbagi oleh a.

Jadi 12 terbagi oleh 4 sebab 12 = 4 - 3, tetapi 10 tidak terbagi oleh 3 sebab tidak ada
bilangan bulat ¢ sehingga 10 = 3c, atau setiap bilangan bulat ¢ berlaku 10 # 3c.

Dalam kasus ini ditulis 4|12 dan 3 + 10 ( Sukirman, 1997).

Istilah lain untuk a|b adalah a faktor dari b, a pembagi b atau b kelipatan dari a.

Bila a pembagi b maka —a juga pembagi b, sehingga pembagi suatu bilangan selalu
terjadi berpasangan. Jadi dalam menentukan semua faktor dari suatu bilangan bulat

cukup ditentukan faktor-faktor positifnya saja, kemudian tinggal menggabungkan



faktor negatifnya. Fakta sederhana yang diturunkan langsung dari definisi adalah
sebagai berikut:
al0,1|a,dan a|a untuk a # 0

Fakta a|0 dapat dijelaskan bahwa bilangan 0 selalu habis dibagi oleh bilangan apapun
yang tidak nol. Fakta 1|a mengatakan bahwa 1 merupakan faktor atau pembagi dari
bilangan apapun termasuk bilangan 0. Fakta a|a menyatakan bahwa bilangan tidak
nol selalu habis membagi dirinya sendiri dengan hasil baginya adalah 1.
Berdasarkan pengertian keterbagian bilangan pada Definisi 2.1, maka berikut ini
diberikan teorema tentang keterbagian.
Teorema 2.1.1
Untuk setiap a, b, ¢ € Z berlaku pernyataan berikut :

1. a|1 jika dan hanya jikaa = 1 ataua = —1.

2. Jika a|b dan c|d maka ac|bd .

3.Jika a|b dan b|c maka alc.

4.alb dan bla jika dan hanya jikaa = b ataua = —b.

5.Jikaalb dan b # 0, maka |a| < |b]|.

6. Jika alb dan a|c, maka a|(bx + cy) untuk sebarang bilangan bulat x dan y.

(Sukirman, 1997)



Bukti.

1. Jikaa =1 atau a = —1, maka jelas bahwa a|1, sesuai penjelasan
sebelumnya. Sebaliknya, diketahui a|1 berarti ada k € Z sehinga 1 = ka.
Persamaan ini hanya dipenuhi oleh dua kemungkinan berikut: k = 1,a =
latau k = —1,a = —1. Jadi berlaku jika a|]1 makaa = 1 ataua = —1.
Jadi terbukti a|1 jika hanya jika a = 1 atau a = —1,

2. Diketahui a|b dan c|d yaitu ada k4, k, € Z sehingga b = kyadand = k,c.
Dengan mengalikan kedua persamaan tersebut diperoleh :

bd = (k,k,)ac,
yaitu ac|bd.
3. Diketahui a|b dan b|c ,maka terdapat k4, k, € Z sehingga
b = kqa (2.1)
dan
c= kyb (2.2)
Substitusi persamaan (2.1) ke persamaan (2.2), diperoleh
¢ = kyb = ky(kya) = (kik,a).
4. Diketahui
a=kb (2.3)
dan

b = kya (2.4)



Persamaan (2.3) dikalikan dengan persamaan (2.4), diperoleh ab =
(k1k,)(ab). Diperoleh k,k, = 1, yakni k; = k, = 1atau k,; = k, = —1, jadi
terbuktia = b ataua = —b

5. Diberikan b = ac, untuk suatu ¢ € Z. Diambil nilai mutlaknya
|b| = |ac| = |al|c|. Karena b # 0 maka |c| = 1. Sehingga diperoleh |b| =
lallc] = |al.

6. Diketahui a|b dan a|c, maka terdapat k4, k, € Z sedemikian sehingga b =
k,a dan ¢ = k,a. Untuk sebarang x, y € Z berlaku

bx + cy = kiax + ky,ay = (kix + kyy)a

yang berarti a|(bx + cy).

Pernyataan terakhir teorema ini berlaku juga untuk berhingga banyak bilangan yang
dibagi oleh a, yaitu a|b,, k = 1, -+, n yaitu:

a|(byxy + byxy + -+ bpxy)
untuk setiap bilangan bulat x4, x,, --+, x,,. Selanjutnya, akan dibahas pengertian

modulo.

2.2 Modulo

Modulo merupakan konsep untuk mengatasi keterbagian bilangan bulat yang besar.
Definisi 2.2.1 Misalkan a adalah bilangan bulat dan m adalah bilangan bulat, m >
0. Operasi a mod m (dibaca “a modulo m”) memberikan sisa jika a dibagi dengan

m.



Notasi: a mod m = r sedemikian sehinggaa = mq + r, dengan0 < r < m.
Bilangan m disebut modulus atau modulo, dan hasil aritmetika modulo m terletak di
dalam himpunan {0, 1, 2, ..., m - 1} (Grillet, 2007).
Contoh. Beberapa hasil operasi dengan operator modulo:

23mod5 = 3 (23 =54 + 3)

27mod3 = 0 (27 =3+ 9 + 0)

2.3 Relasi Kongruensi

Definisi 2.3.1 Misalkan a dan b adalah bilangan bulat dan m bilangan bulat dengan
m > 0, a kongruen dengan b mod m, dituliskan dengan a = b (mod m) jikam
habis membagi a — b. Jika a tidak kongruen dengan b dalam modulus m, maka dapat
ditulisa # b (mod m) (Grillet, 2007).
Contoh.

17 =2 (mod 3) (3 habis membagi 17 — 2 = 15)

12 #2 (mod 7) (7 tidak habis membagi 12 -2 =10)
Kekongruenan a =b (mod m) dapat pula dituliskan dalam hubungana =b + km,
dengan ini k adalah bilangan bulat.
Contoh.

17 = 2 (mod 3) dapat ditulis sebagai 17 = 2 + 5.3

-7

15 (mod 11) dapat ditulis sebagai -7 = 15 + (-2)11



Contoh.

Beberapa hasil operasi dengan relasi kongruensi berikut:
23mod5 = 3 dapat ditulis sebagai 23 = 3 (mod 5)
27mod3 = 0 dapat ditulis sebagai 27 = 0 (mod 3)

Berdasarkan pengertian kongruen pada Definisi 2.3.1, maka berikut ini diberikan

teorema tentang kongruen.

Teorema 2.3.1 Misalkan m adalah bilangan bulat positif.
1.Jikaa = b (mod m) dan c adalah sebarang bilangan bulat maka
i) (a+c)= b+ c)(modm)
(i) ac = bc(mod m)
(iii) aP = bP(mod m) untuk suatu bilangan bulat tak negatif p.
2.Jikaa = b (modm) dan ¢ = d (mod m), maka
(i) (a +c¢c) = (b + d) (modm)
(i) ac = bd (mod m)

(Grillet, 2007).

Bukti.

1. () a = b (mod m) berartia = b + km untuk suatu k € Z

Untuk sebarang c € Z, diperoleh
a+c=b+c+km

o a+c=(b+c)(modm)
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(i) a = b (mod m) berarti:
a = b + km, untuk suatu k € Z
S a—b=km
< (a—b)c =ckm
& ac — bc = ckm
& ac = bc + ckm
& ac = bc + lm, dengan | = ck
& ac = bc (mod m)
(ili) a = b (mod m) berartia = b + km dengan k € Z
p € Z* U {0}

a? = (b + km)P
& a? = b7 + (2)bP "k + ()62 2kPm + -+ (7, ) blem)P " +
(km)?P
= b? + {(2)bP " km + (B)bP2(km)? + -+ (P ) bkPTImP =2 +
kPmP~1Ym

< a? = bP(mod)m

. (i) a=b(modm) < a = b+ kym, untuk suatu k, € Z
c=d(modm) e c=d+ k,m,untuk suatu k, € Z
S(a+c)y=MB+d)+ (ki +ky,)m
S@+c)=0b+d)+km  (k=ky+ky)

o (a+c¢) =(b+d)(modm)
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(i) a = b (modm) © a = b+ mk, untuk suatu k € Z
c = d(modm) ©c=d+ ml,untuksuatul € Z
oa-c=(b+mk)d+ml)
© a-c = bd+ blm+ kdm + klm?
© a-c=bd+ (bl + kd + klm)m

S a-c = bd(modm)

2.4 Faktor Persekutuan Terbesar ( FPB)

Definisi 2.4.1 Misalkan a atau b bilangan — bilangan bulat yang tidak nol, d adalah
faktor persekutuan terbesar ( FPB ) atau greatest common divisor dari a dan b
(ditulis ( a, b)) jika dan hanya jika d faktor persekutuan dari a dan b, jika c faktor

persekutuan dari a dan b maka ¢ < d.

Dari Definisi 2.1.1, maka dapat dinyatakan sebagai berikut :
d = (a,b) jika hanya jika :
(i) dla dand | b, dan

(i) jikac | adanc | b makac < d.

Syarat (i ) menyatakan bahwa d adalah faktor persekutuan dari a dan b. Sedangkan
syarat ( ii ) menyatakan bahwa d adalah faktor persekutuan terbesar

( Burton, 1980 ).
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2.5 Bilangan Prima

Definisi 2.5.1 Sebuah bilangan bulat p > 1 disebut bilangan prima, jika dan hanya

jika habis dibagi dengan 1 dan bilangan itu sendiri atau p (Burton,1980).

Definisi 2.5.2 Bilangan a, b € R, a dan b dikatakan coprima atau relatif prima jika
gcd (a, b) = 1. Dengan kata lain a dan b tidak mempunyai faktor prima bersama

(Burton, 1980).

Contoh. Bilangan 10 dan 13 adalah relatif prima, begitupula 31 dan 36 juga

merupakan relatif prima, sedangkan 50 dan 65 bukan relatif prima.

Teorema 2.5.3 Setiap bilangan bulat n, n > 1 dapat dinyatakan sebagai hasil kali

bilangan-bilangan prima (mungkin hanya memiliki satu faktor) (Sukirman, 1997).

Lebih lanjut dari teorema di atas , karena faktor-faktor prima itu mungkin tidak
saling berbeda, maka hasil kali bilangan-bilangan prima dari bilangan bulat n
dapat ditulis sebagai
n=p;" Pyt e D¢
dengan p4, p,, ..., i Sebagai faktor-faktor prima dari n dan a4, a,, ..., a, merupakan

eksponen positif berturut-turut p,, p,, ..., Pk-
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Definisi 2.5.4 Bentuk n = p;*,p5?, ..., p.* disebut representasi n sebagai hasil kali

bilangan-bilangan prima, sering pula bentuk itu disebut bentuk kanonik n.

Akibat 2.5.4 (Teorema Fundamental Aritmatika):
Sebarang bilangan bulat positif n > 1 dapat ditulis dengan tunggal dalam bentuk
kanonik n = pi*,p;?, ..., pp ¥ dengan ay, a,, ..., a; bilangan bulat positif dan
P1, D2, -, Pi bilangan primadan p; < py < ... < pg.
Contoh.
Bentuk kanonik dari bilangan bulat :

a. 360 =23.325

b. 4725 =33.52.7

c. 17460 =23.32.5.72

Berikut ini akan diberikan teorema terkait bilangan prima dengan relasi kongruensi.

Teorema 2.5.5 (Teorema Fermat) Jika p adalah prima dan p tidak membagi a,

maka a? "1 =1 (mod p).

Akibat 2.5.5 Jika p prima, maka ap = a (mod p) untuk sebarang bilangan bulat a.

Contoh. Tunjukkan bahwa sisa pembagian 538 oleh 11 adalah 4.

Jawab :



Untuk menunjukkan hal di atas, dengan menggunakan relasi kongruensi cukup
ditunjukan bahwa 538=4 (mod 11).
Bukti :
538 = 530,58
= (510)358
= 13.58 (mod 11)
= 13.(5%)* (mod 11)
= 13.3* (mod 11)
= 81 (mod 11)

= 4 (mod11).

Contoh. Buktikan bahwa  41]22° — 1,

Jawab:

Untuk menunjukkan soal di atas, cukup ditunjukkan 22° - 1 =0 (mod 41).
Bukti :

25

— 9 (mod 41)

< (25* = (—9)* (mod 41), menurut Teorema 2.3.1 bagian 1(iii)
< 20 =(-9)2(-9)%(mod 41)

< 220 =81.81 (mod 41)

& 220 =(=1).(-1) (mod 41)

< 220 =1 (mod41)

< 220+ (=1) = (1 + (=1))(mod 41), menurut Teorema 2.3.1 bagian 1(i)

14
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< 220 —1 =0 (mod41)

Dengan kata lain terbukti bahwa 41]22° — 1.

Teorema 2.5.6. Jika p dan g bilangan prima berbeda sedemikian hingga a? =

a (mod q) dan a? = a (mod p), maka a’? = a (mod pq).

2.6 Sistem Perkongruenan Linear

2.6.1 Pengertian perkongruenan linear
Setelah dipelajari relasi kekongruenan (sifat-sifat dan kegunaan) pada bagian

sebelumnya, berikut ini akan dipelajari perkongruenan linear.

Definisi 2.6.1

a. Kalimat terbuka yang menggunakan relasi kekongruenan disebut
perkongruenan.
b. Jika suatu perkongruenan, pangkat tertinggi variabelnya paling tinggi satu
disebut perkongruenan linear (Grillet, 2007).
Contoh.
1. Perkongruenan :
3x = 4 (mod 5)
x* 4+ 3x — 3 = 0 (mod 31)
2. Perkongruenan linear :

3x = 4 (mod 5)
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5x = 2 (mod 4)

Bentuk umum perkongruenan linear :

ax = b (mod m)

2.6.2 Solusi Perkongruenan Linear
Perhatikan perkongruenan linear berikut

3x =4 (mod 5) (2.6.1)
Jika x pada (2.6.1) diganti dengan bilangan 3, maka akan dipeoleh 3.3 = 4(mod 5)
atau 9 = 4 (mod 5) merupakan kalimat kekongruenan yang benar. Begitu pula jika
x diganti berturut-turut oleh ...,—7,—2,8,13,... akan memberikan kalimat-kalimat

kekongruenan yang benar.

Diketahui bahwa ax = b (mod m) berartiax - b = kmatauax = b + km.
Dengan kata lain, perkongruenan linear (2.6.1) akan mempunyai solusi
(penyelesaian) jika dan hanya jika terdapat bilangan-bilangan bulat x dan k sehingga

ax = b + km.

Misalkan r memenuhi perkongruenan linear (2.6.1), maka ar = b (mod m).
Sehingga setiap bilangan bulat

(r+m),(r+2m),(r +3m),...,(r —=m),(r —2m),(r —3m), ... (2.6.2)
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memenuhi perkongruenan linear (2.6.1), sebab a(r + km) = ar + akm =

b (mod m) untuk setiap biangan bulat k. Diantara bilangan-bilangan bulat (r +
km),dengan k =1,2,3, ..., —1,—2,—3,... ada tepat satu dan hanya satu, katakan
bilangan itu s, sehingga 0 < s < m, karena setiap bilangan bulat terletak di atara dua
kelipatan m yang berurutan. Jadi, jika » memenuhi perkongruenan (2.6.1) dan km <
r < (k + 1)m untuk suatu bilangan bulat k maka 0 < (r — km) < m. Oleh karena
itu, diperoleh s = r - km, untuk suatu bilangan bulat k.

Dengan kata lain, s adalah residu terkecil modulo m (lihat Definisi 2.6.1) yang
memenuhi perkongruenan (2.6.1). Selanjutnya s disebut solusi (penyelesaian) dari

perkongruenan linear (2.6.1).

Teorema 2.6.1 Perkongruenan linear ax = b (mod m) mempunyai solusi jika dan

hanya jika gcd(a,m) = d|b.

Sehingga dari Teorema 2.6.1 diperoleh akibat berikut.

Akibat 2.6.2 Jika gcd (a,m) = d t b, maka perkongruenan linear ax =

b (mod m) mempunyai solusi (Grillet, 2007).

Teorema 2.6.3 Jika gcd (a,m) = 1, maka perkongruenan linear ax = b (mod m)

mempunyai tepat satu solusi.

Teorema 2.6.4 Jika gcd(a, m) = d dan d|b, maka perkongruenan linear ax =

b (mod m) mempunyai tepat sebanyak d solusi.
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Contoh.

1. Tentukan solusi dari 2x = 4 (mod 7)

Penyelesaian :

Karena gcd(2,7) = 1 dan 1|4, maka perkongruenan linear di atas mempunyai
penyelesaian.

Nilai-nilai x yang memenuhi perkongruenan linear 2x = 4 (mod 7) adalah
...,—19,-12,-5,2,9,16,.... Jadi solusi dari perkongruenan linear tersebut adalah

2, sebab 2 merupakan residu terkecil modulo 7 yang memenuhi 2x = 4 (mod 7)

2. Selidiki apakah 6x = 7 (mod 8) mempunyai penyelesaian ?
Penyelesaian :
Karena gcd(6,8) dan 2t 7, berdasarkan Akibat 2.9 perkongruenan linear 6x =

7 (mod 8) tidak mempunyai penyelesaian.

3. Selesaikan penyelesaian 2x = 4 (mod 6).

Penyelesaian :

Gcd(2,6) = 2 dan 2 membagi 4, maka perkongruenan tersebut mempunyai
penyelesaian dan mempunyai tepat 2 solusi. Nilai x yang memenuhi 2x =

4 (mod 6) adalah ..., -7,—4,-2,...,2,5,8,11, 14,.... Bilangan 2 dan 5 merupakan

residu terkecil modulo 6, sehingga 2 dan 5 merupakan solusi dari 2x = 4 (mod 6).
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2.6.3 Sistem Perkongruenan Linear
Bentuk umum perkongruenan linear :

x = a,; (mod my)
X = a, (mod m,)

x = a (mod my,) (2.6.3)
dengan my, my, ..., my bilangan bulat positif dan gcd (m;, m;) = 1 untuk i # j.

Untuk menyelesaikan sistem perkongruenan linear (2.6.3) digunakan teorema berikut.

Teorema 2.6.5 (Chinese Remainder Theorem)
Misalkan my, m,,..., my bilangan bulat positif sedemikian hingga gcd(m;, m;) =
1 untuk i # j, maka sistem perkongruenan linear

x = a,; (mod my)
X = a, (mod m,)

x = a; (mod my,)
mempunyai solusi bersama modulo (m,,m,,...,my) yang tunggal dan solusi
tersebut adalah

Xg = a15:M; + as, M, + -+ a5 M,

_ (mymy,..,my)

dengan M; = S adalah bilangan yang memenuhi perkongruenan linear

M;s; =1 (mod my),i = 1,2, ..., k (Grillet, 2007).

Contoh.



Tentukan penyelesaian dari sistem perkongruenan linear berikut :

x = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x =1 (mod 4)

Penyelesaian :

Dari soal di atas diperoleh :

a1:2 m1:3 M1:20
a2:3 m2:5 M2:12
a3:1 m3:4 M3:15

selanjutnya tinggal mencari sy, Sz, dan s3 sebagai berikut :
20s; =1 (mod 3), maka s; =2
12s, =1 (mod 5), maka s, = 3
1553 = 1 (mod 4), maka s; = 3

Sehingga diperoleh penyelesaian

Xo = 2.2.20 + 3.3.12 + 1.3.15 = 233.

2.7 Konsep Dasar Kombinasi Linier dari Bilangan Segitiga

2.7.1 Bilangan Segitiga

20
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Definisi 2.7.1 Diberikan bilangan bulat Z untuk setiap x anggota Z, bentuk bilangan

x(x D atau Wdlsebut bilangan segitiga (Sun, 2019).

Contoh. Bentuklah pola bilangan segitiga untuk x = 1,2, ...,5

Penyelesaian:

1(1-1)

untuk x = 1, maka——==10
untuk x = 2, maka —— G
untuk x = 3, maka —— G0 —3
untuk x = 4, maka —— D¢
untuk x = 5, maka —— 36D = 10

Jadi, pola bilangan segitiga yang terbentuk untuk x = 1,2, ...,5 adalah 0,1, 3,6, 10 .

2.7.2 Kombinasi Linier

Definisi 2.7.2 Jika a dan b bilangan bulat, maka kombinasi linier dari a dan b yaitu

jumlah ma + nb, dimana m dan n merupakan bilangan bulat (Rosen, 1986).

FPB(a,b) dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier a dan b dengan koefisien-
koefisiennya.
Contoh. Nyatakan FPB(312,70) = 2 sebagai kombinasi linier dari 312 dan 70.

Penyelesaian:
312 =4 -70 + 32 (2.7.2)
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70=2-32+6 (2.7.3)
32=5-6+2 (2.7.4)
6=3-2+10 (2.7.5)

Dari pembagian (2.7.4) disusun menjadi:

2=32-5-6 (2.7.6)
Dari pembagian (2.7.3) disusun menjadi:
6=70—2"32 (2.7.7)

Subtitusikan (2.7.7) kedalam (2.7.6)
2=32-5-(70—-2-32)=1-32-5-70+10:-32=11-32-5-70
(2.7.8)

Dari pembagian (2.7.2) disusun menjadi:
32=312-4-70 lalu subtitusikan kedalam (2.7.8), menjadi:
2=11-(312-4-70)—-5-70=11:-312-49-70

Jadi, FPB(312,70) =2 =11-312 — 49 - 70.

Misalkan Z himpunan bilangan bulat dan N himpunan bilangan bulat positif,
untuk a4, a,, ..., ag,n € N, misal N(a4, a,, ..., ai; n) adalah banyaknya representasi
bilangan n sebagai kombinasi a;x? + a,x2 + -+ + aix?. Untuk t(aq, ay, ..., ag;n)

x1(x1—1)
2

adalah banyaknya representasi n sebagai kombinasi bilangan segitiga a, +

Xp(Xk—

x2(x2=1) +t4a D dengan (xy, ..., xx € Z) dan x4, ..., x; € N untuk

2 2 k>
t'(ay, as, ...,ax;n). Misalkan Z¥ = Z x Z x ... x Z (sebanyak k) dan N* =
N X N X .. X N (sebanyak k), maka (Sun, 2019) :

N(aq, az, ..., ap;n) = | {(xq, o, xx) € ZF|n = a;x2 + ayx2 + ...+ apx?2} |,



x1 (x3— 1)

t(ay, az .., a;n) = | { (xq, .., x) € ZF | n=q, -

)

ot D)
' . _ k _ X1 (x1—1)
t'(aq,az, ..,ai;n) = {(xqg, ..., xx) € N*|n=aqa, -—
xk(xk_l)}l

et ay >

2.8 Ramanujan’s Theta Functions

X2 (x2—1)

+ a

+ a,
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Xz (x2—1)

+
2

Definisi 2.8.1 Fungsi theta Ramanujan didefinisikan dengan ¢(q) dan ¥ (q):

o) =f(qq) = X wq®™ =1+2 X2, q" dan

(@) = f(q,9°) = Ti-oq" V2 (Iql < 1)

(Berndt,1991).

Untuk |g| < 1, maka

Z N(ay, ..., a;n)q" = @(q*) - p(q%),
n=0

oo

D (@ @i = Y(g) - (g,

n=0

Selanjutnya untuk |gq| < 1 berlaku

P(@)?* = o(@y(g®)

(@) = 9(q*) + 2q¢(q®)

(2.8.1.1)

(2.8.1.2)

(2.8.1.3)

(2.8.1.4)
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0(@*) = p(@*)* + 4qy(q*)? = p(q*)* + 4¢*P(¢®)* + 4qy(qH)?* (2.8.1.5)
Y(@Y(a®) = e(@®>)P(a*) + qe@®)P(g™). (2.8.1.6)
Dari persamaan (2.8.1.4), untuk k = 1,2,3, ...,

(@) = (@™) + 24" (@®) = (@) + 2¢**P(¢3**) + 24" (q®").

(2.8.1.7)



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran

2021/2022.

3.2 Metode Penelitian

Langkah — langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah:

1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi kepustakaan yang berhubungan dengan
representasi bilangan bulat positif n sebagai kombinasi linier dari bilangan
segitiga.

2. Menentukan lemma dasar yang berhubungan dengan hasil penelitian.

3. Menentukan formula untuk t(a, b, c; n).

4. Menentukan formula untuk t(a, b, c, d; n).

5. Menentukan banyaknya representasi bilangan bulat positif n sebagai kombinasi

linier dari bilangan segitiga.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan pada Bab IV, disimpulkan
beberapa sifat terkait t(a,b,c;n)(a,b,c,n € N) dengan syarat a <3,a<b <
15,b < ¢ <30 dan t(a,b,c,d;n) (a,b,c,d,n € N)dengan syarat a < 3,a<b <

9,b < ¢ <20,c <d < 30 sebagai berikut.

1. Jikaa,b,c,n €N, 2ta, 8] b—4dan4|a+§, maka

t(a,b,c;n) = N(a,%,c;8n+ a+b+ c) —N(a,%,4c;8n+a+b +c).
2. Misalkan bahwa a, b,c € Ndengan 2 t ab dan 4 | a — b. Jika ¢ = a (mod 4)

atau ¢ = 4 (mod 8), maka

t(a,b,c;n) =N(a,b,c;8n+a+b+c).

3. Misalkana,b,c,d,n € Ndengana = b = c = +1 (mod 4) dan
d = 4 (mod 8), maka

t(a,b,c,d;n) = N(a,b,c,d;8n+a+b+c+d).

4. Misalkan a,b,c,d,n €N, 2 tabcd dana = b = ¢ = d (mod 4), maka
t(a,b,c,d;n) = N(a,b,c,d;8n+a+b+c+d)

a+b+c+d>

—N(a,b,c,d;2n+ 2
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