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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF SHADOW SIKLUS

Oleh

WENTY OKZARIMA

Graf shadow siklus D, ( C,,) adalah graf terhubung yang diperoleh dari dua siklus
C,,, yaitu C} dan C2. Siklus C! sebagai siklus dalam dan C? sebagai bayangan
dari siklus C} yang terletak disisi luar siklus C} yang mana setiap v} pada siklus
C} bertetangga dan terhubung pada titik v? pada siklus C?2. Graf barbel dari graf
shadow siklus, Bp,c,)adalah graf yang terbentuk dari dua graf shadow siklus
D, ( C,) yang dihubungkan dengan sebuah jembatan. Graf subdivisi dari graf barbel
shadow siklus adalah graf yang diperoleh dengan cara menyisipkan beberapa titik
pada jembatan graf barbelnya. Bilangan kromatik lokasi graf shadow siklus
D, (c,) untuk n > 3 adalah 6 untuk n ganjil, 7 untuk n = 6,8 dan 8 untuk n genap
lainnya. Sedangkan untuk bilangan kromatik lokasi graf barbel shadow siklus dan

subdivisinya adalah 6 untuk n ganjil dan 8 untuk n genap.

Kata kunci : Bilangan kromatik lokasi, graf shadow siklus, graf barbel, graf

subdivisi



ABSTRACT

THE LOCATING CHROMATIC NUMBER OF THE SHADOW CYCLE
GRAPHS

By

WENTY OKZARIMA

The Shadow cycle graphs, D, (c,) is a conenected graphs that is connected by two
cycles of C,, namely C and C2. The C} is the inner cycle and C2 is the shadow of
the cycle C1, where every vertices v on the cycle C} is connected to a adjacent
vertices v2 on the cycle C2. The barbell graph containing shadow cycle graphs,
denoted by Bj, (¢, is a graph obtained from two shadow cycle graphs connected by
a bridge. Subdivision of barbell shadow cycle graphs is a graph obatained by
inserting some vertices on the bridge. The locating chromatic number for the
shadow cycles graph D,(c,,) for n =3 is 6 for odd n, 7 for n = 6,8 and 8 for
otherwises. Whereas, the locating chromatic number of barbell and subdivision of

the graph is 6 for odd n and 8 for even n.

Key words : Locating chromatic number, graph shadow cycle graph, barbell graph,

subdivision of graph
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf mulai diperkenalkan olenh seorang matematikawan berkebangsaan
Swiss, bernama Leonhard Euler, berhasil menyelesaikan masalah jembatan
Konigsberg di sungai Pregal yang sangat terkenal di Eropa pada tahun 1736.
Berawal dari permasalahan jembatan konigsberg yang memiliki tujuh jembatan
tersebut ingin melewati ketujuh jembatan tepat sekali dan kembali lagi ketempat
awal keberangkatan. Euler adalah orang pertama yang berhasil menyelesaikan
masalah tersebut dengan memodelkan ke dalam bentuk suatu graf, di mana daratan
yang terdapat di sungai Pregal dinyatakan sebagai titik dan tujuh jembatan yang
menghubungkan dinyatakan sebagai sisi. Secara umum graf adalah pasangan
terurut dari himpunan titik (vertex) v(G) # @ dan himpunan sisi (edge) E(G) yang
dapat merupakan himpunan kosong dengan sisi — sisi di E(G) merupakan pasangan
tak terurut dititik — titik di v(G) (Deo ,1989).

Gambar 1. Representasi Permasalahan Jembatan Konigsberg




Salah satu materi dalam teori graf adalah bilangan kromatik lokasi yang
diperkenalkan oleh Chartrand, dkk., pada tahun 2002. Penentuan bilangan kromatik
lokasi didasarkan banyaknya warna minimum yang digunakan pada pewarnaan
lokasi dengan kode warna yang berbeda disetiap titik pada graf tersebut. Sehingga,
bilangan kromatik lokasi akan sangat bergantung pada kode warna yang digunakan

pada suatu graf.

Konsep bilangan kromatik lokasi dari suatu graf adalah kombinasi antara dimensi
partisi dan pewarnaan titik dari suatu graf. Misalkan c adalah suatu pewarnaan titik
pada graf G dengan menggunakan warna 1, 2,...,k untuk suatu bilangan bulat positif
k. Jika titik u dan v bertetangga di G, maka c(u) # c(v). Misalkan C; adalah
himpunan titik yang diberi warna i, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka
I ={Cy,C,, ..., C} adalah himpunanan yang terdiri dari kelas- kelas warna dari
V(G). Kode warna (Color code) cp(v)dari v adalah k-pasang
terurut (d(v, c1),d(,cy), ..., d(v, ck)) dengan d(v,c;) = min{d(v,x)| x € ¢;}
untuk 1 < i < k, jikasetiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka

¢ disebut pewarna lokasi dari G .

Konsep pewarnaan lokasi pertama kali dikaji oleh Chartrand, dkk., (2002) dengan
menentukan bilangan kromatik lokasi dari beberapa kelas graf, diantaranya untuk
graf lintasan P, dengan n > 3 diperoleh y,(P,) = 3, pada graf siklus diperoleh dua
hasil yaitu untuk n ganjil berlaku y;(C,) = 3 dan untuk n genap x.(C,) = 4.
Selanjutnya Asmiati, dkk.,(2011) telah berhasil mendapatkan bilangan kromatik
lokasi graf amalgamasi bintang Sy ,,,, dimana Sy, ,,, adalah amalgamasi dari k buah
graf bintang K ,,, dan pada tahun 2017, Asmiati, dkk., telah berhasil menentukan
bilangan kromatik lokasi graf Petersen P, ; diperoleh y,(P,) = 4 untuk n ganjil
dan (P, 1) = 5untuk n genap. Selanjutnya Asmiati, dkk.,(2019) telah berhasil
menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel yang memuat graf lengkap dan

graf petersen diperumum.



Sejauh penelusuran literatur belum ada kajian tentang bilangan kromatik lokasi
pada graf shadow siklus. Pada penelitian ini akan didiskusikan tentang bilangan

kromatik lokasi pada graf shadow siklus, barbel, dan subdivisinya.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi graf shadow

siklus, graf barbel, dan subdivisinya.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini diantara lain :

1. Memberikan pemahaman mengenai bilangan kromatik lokasi graf shadow
siklus, graf barbel, dan subdivisinya.

2. Sebagai bahan referensi penelitian lanjutan untuk menentukan bilangan

kromatik lokasi graf shadow siklus untuk operasi-operasi lainnya.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Konsep dasar yang digunakan dalam penelitian ini diambil dari Deo (1989). Suatu
graf G adalah himpunan terurut (V(G), E(G)) dengan V(G) menyatakan himpunan
titik {v, v, ..., v } dari G dengan V(G) # @ dan E(G) menyatakan himpunan sisi
{e) e, ..., e } yaitu pasangan tak terurut dari V(G). Banyaknya titik V(G) disebut
orde dari graf G . Jika titik v, dan v, dihubungkan oleh sisi e, maka titik v; dan v,
dikatakan menempel pada sisi e atau sisi e menempel pada titik v, dan v,.
Selanjutnya titik v, dan v,dikatakan bertetangga. Suatu titik v dinotasikan dengan

N(v) adalah himpunan titik—titik yang bertetangga dengan v .

V4 Vs Ve

Gambar 2. Contoh graf dengan 6 titik dan 8 sisi

Pada Gambar 2, graf tersebut merupakan graf (V ,E) dengan himpunan titik V(G)

= {vl,vz ,v3,v4,v5,v6} dan himpunan sisi E(G) = {6’1,6’2 ,€3,€4,€5,€¢ 7,63 }



Titik yang bertetangga dengan v, adalah titik v, dan v; sedangkan sisi yang
menempel dengan titik v, adalah e; dan e,. Derajat (degree) dari suatu titik v pada
graf G adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik v yang dinotasikan dengan
d(v), pada Gambar 2 d(vy) =2,d(v;) =3,d(v3) =3,d(v,) =3, d(vs) =
3. Daun adalah titik yang berderajat satu, pada Gambar 2 yang merupakan daun

(pendant) adalah v¢. Graf yang semua titiknya berderajat sama disebut graf teratur.

Loop adalah sebuah sisi yang mempunyai titik awal dan akhir yang sama,
sedangkan sisi paralel adalah dua sisi atau lebih yang menghubungkan sepasang
titik yang sama. Pada Gambar 2, sisi — sisi paralel adalah e;dan e, sedangkan e
merupakan loop. Graf yang tidak memuat loop dan sisi paralel disebut graf

sederhana.

Jalan ( walk ) adalah barisan berhingga titik- titik dan sisi sedemikian sehingga
setiap sisi menempel pada titik sebelum dan sesudahnya. Pada jalan boleh terjadi
pengulangan titik atau sisi. Lintasan (Path) adalah jalan yang semua titik yang yang
dilewati berbeda, jika titik awal dan akhirnya sama maka disebut lintasan tertutup.
Contoh jalan pada Gambar 2 adalah v, —e, —v; —e; —v; —eg — V3 —e; —
Vs — eg — Vg Sedangkan contoh lintasan pada Gambar 2 adalah v; — e, — v, —

34_174_175_98_176.
2.2 Graf Siklus dan Graf Shadow Siklus

Graf siklus merupakan lintasan tertutup , graf siklus dinotasikan C,, dengan n

menyatakan orde dari graf.

VU,
U3
%)
%1
2

121 V3

Gambar 3. Graf siklus dengan orde 3 dan orde 4



Graf shadow siklus D, ( C,,) adalah graf terhubung yang dibangun dari dua siklus
C,, yaitu C} dan C2. Siklus C} sebagai siklus dalam dan C?2 sebagai bayangan
dari siklus C} yang terletak disisi luar siklus C} yang mana setiap v; pada siklus

C} bertetangga dan terhubung pada titik 1?2 pada siklus C2.

Gambar 4. Graf shadow siklus D, ( C,)

2.3 Graf Barbel, dan Graf Subdivisi dari Shadow Siklus

Misalkan G dan H masing-masing merupakan graf shadow siklus. Graf barbel dari
graf shadow siklus adalah graf yang terbentuk dari dua graf yang dihubungkan

dengan sebuah jembatan atau sisi, dinotasikan dengan Bp, ¢,y untuk n > 3.

Gambar 5. Graf barbel Shadow siklus Bp,cy



Graf subdivisi dari graf barbel shadow siklus dinotasikan dengan By’ . yadalah graf
yang diperoleh dari graf barbel shadow siklus Bj . ,dengan cara menyisipkan

beberapa titik pada jembatan graf barbelnya .

Gambar 6. Graf barbel subdivisi Bp, ,, yang disubdivisi satu titik

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Definisi dari bilangan kromatik lokasi menurut Chartrand dkk., pada tahun 2002
yaitu misalkan G = (V, E) adalah graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan sejati di
graf G dengan c(u) # c(v) untuk titik u dan titik v yang bertetangga di graf G.
Misalkan C; adalah himpunan titik-titik yang diberi warna i, yang selanjutnya
disebut kelas warna, maka IT = {Cy, C5, ..., C; } adalah himpunan yang terdiri dari
kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna Cr; dari v adalah k-pasang terurut (d(v,
Ci),d(, Cy),...,d(v, C))dengan d(v, C; ) =min{d(v, x) | x €C;} untuk 1 <i <
k. Jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka c disebut
pewarnaan lokasi dari G. Bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan y;

(G) adalah bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan k lokasi.

Berikut ini diberikan Teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi yang telah
dibuktikan oleh Chartrand,dkk. (2002)



Teorema 2.1 (Chartrand dkk., 2002)

Misal ¢ adalah suatu pewarnaa lokasi pada graf terhubung G. Jika titik u dan titik v
adalah dua titik yang berbeda pada graf G sedemikian sehingga d(u, w) = d(v, w)
untuk setiap w € V(G) — {u, v}, maka c(u) # c(v). Dalam hal khusus, jika titik u
dan titik v adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u)
= N(v) maka c(u) # c(v).

Bukti: Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan
misalkan IT1 = {c,,c,, ..., c,} adalah partisi dari titik — titik G ke dalam kelas
warna c;. Untuk semua v € V(G), andaikan c(u) = c(v) sedemikian sehingga titik
u dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal c; dari I1. Akibatnya, (u,c;) =
d(v,c; ) = 0. Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w e V(G) — {u, v} maka
(u,c;) =d(v,c; ) untuk setiap j#i,1<j<k. Akibatnya cp(u) = cy(v)

sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Jadi c(u) # c(v). |
Akibat 2.1 (Chartrand dkk., 2002)

Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun,
maka y,(G) =k + 1.

Bukti: Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu
X1,X5,...,X; di G. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari G
mempunyai warna yang berbeda untuk setiap x; dimana i = 1,2,3, ..., k. karena v
bertetangga dengan semua x;, maka v harus mempunyai warna yang berbeda

dengan semua daun x; . Akibatnya y,(G) = k + 1. |

Berikut ini diberikan graf G dan akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari graf
G tersebut .
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Gambar 7. Pewarnaan lokasi minimum pada G dengan y,(G) = 4

Diberikan graf G yang dapat terlihat di Gambar 7, akan ditentukan terlebih dahulu
batas bawah bilangan kromatik lokasi graf G. Karena terdapat titik v; yang
mempunyai tiga daun, maka berdasarkan. Akibat 2.1, diperoleh

x.(G) = 4. (2.1)

Misalkan c adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna, pada graf G
diberikan kelas warna sedemikian sehingga diperoleh I1 = {C;, C,, C5, C,} dengan
Cr = {v1,v3,v9,v10}, C; = {v5,v4,v8}, (3 = {v5,v;}dan Cu={vg}, oleh

karena itu, diperoleh kode warna sebagai berikut :
cn(vy) = (0,1,2,3); cp(ve) = (1,2,2,0)
cn(vy) = (1,0,1,2 ); cp(v,) = (2,1,0,3)
cn(vs) = (0,1,1,1); cp(vg) = (1,0,1,4)
cn(vy) = (1,0,2,2); cp(vy) = (0,1,2,5)
cn(vs) = (1,2,0,2); cp(vyo) = (0,2,1,4)

Karena kode warna dari semua titik di G berbeda, maka c adalah pewarnaan lokasi.
Jadi, x,(G) < 4. (2.2)

Berdasarkan (2.1) dan (2.2), maka IT adalah pewarnaan lokasi dari G sehingga

x.(G) = 4.
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Teorema 2.2 (Chartrand dkk., 2002)
Untuk siklus C,, misalkan n > 3, maka

oY= {3, jikan adalah ganjil
x(Cy) = 4, jikan adalah genap

Bukti : Pertimbangkan dua kasus

Kasus 1. n >3 adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus V(C,) =
{ vq,v,, ..., v, } ditetapkan warna 1 untuk v, diberi warna 1, warna 2 untuk v; jika
I adalah genap dan warna 3 untuk v; jika 1> 3 dan ganjil. Berdasarkan Akibat
2.1 perlu ditunjukan bahwa ini adalah pewarnaan lokasi untuk membuktikan bahwa

x:(C,) = 3. Pertimbangkan dua sub kasus berikut :
Subkasus 1.1

Jikan>4k+1,dimana k> 1. Untuk 1 <i <k, c(v,) = (2i—1,0,1) dan untuk k
+1<i<2k, c(vy ) =2k +2-2i,0,1). Juga, untuk 1 <i<k, c(vy) = (2i —1,1,0)
dan untuk k + 1 <i <2k, c(vy;) = (2k + 2— 2i, 0,1). Karena vektor-vektor, c(v;)
berbeda. Sehingga pewarnaan tersebut adalah pewarnaan lokasi jadi y; (Cyx41) =
3.

Subkasus 1.2

n = 4k + 3, dimana k > 0. Membuktikan bahwa y; (C4x+3) = 3 dengan cara

yang sama pada subkasus 1.1 .
Kasus 2

Jika n > 4 adalah genap. Misalkan kembali himpunan titik graf siklus V(C,,) =
{v4,v,, ..., v, }. Diberi warna 1 untuk v; ,warna 2 untuk v;, warna 3 untuk v; , jika
i >3, i ganjil, dan warna 4 untuk v; jika i > 4 genap. Akan ditunjukkan bahwa

pewarnaan lokasi dari C,, adalah y; (C4 ) = 4.

Subkasus 2.1
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Jika n = 4k,dimanak > 1untuk 1 < i < k, cq(vy;41) = (2i,2i — 1,0,1), dimana
k+1<i<2k—1, cq(vys1) = (4k — 2i,4k — 2i + 1,0,1). Untuk 2 < i <k,
cp(vy) = 2i—1,2i —1,1,0), dimana k+1<i <2k, cq(vy) =QRk+1-
2i,4k + 2 — 2i,1,0). Karena ordinat- ordinat dari cp(v;) berbeda pewarnaan

tersebut adalah pewarnaan lokasi .
Subkasus 2.2

Jika n = 4k + 2, dimana k > 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut adalah
pewarnaan lokasi sama seperti sub kasus 2.1. Selanjutanya ini hanya perlu
membuktikan bahwa y,(G) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan sebaliknya
bahwa terdapat pewarnaan lokasi ¢ dari C,, memerlukan 3 warna, misalkan 1,2,3,
untuk n > 4. Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan
genap t dari titik C,,, dimana 2 < t < n/2. Seperti proses siklus pada C,,. Dimulai
dengan v; misalkan, v;q,v;,, ..., Vi, titik-titik dari C,,bahwa berwarna 2. Karena
tidak ada 2 titik yang bertetangga , termasuk untuk setiap bilangan bulat dengan

1<j<t,inteval [; = {vjj11, Vij2, - Vij41 — 1},

Pertama, akan ditunjukan bahwa tidak ada interval yang memilikikardinalitas ganjil
untuk 3 atau lebih, untuk asumsi sebaliknya beberapa selang /; memuat bilangan
ganjil pada titik 3 atau lebih . Tanpa menghilangkan secara umum, Asumsikan
bahwa v;;,, dan v;;,, — 1 diberi warna 1. Meskipun demikian, cy(v;; + 1) =

cn(vij+1 — 1) = (0,1,1) tetapi tidak mungkin.

Kedua, akan ditunjukan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap pada
titik-titiknya, untuk asumsikan sebaliknya, bahwa terdapat selang-selang yang
memuat bilangan genap di titik —titiknya. Karena c,, memilikisusunan genap, pasti
terdapat bilangan genap dari selang yang memuat bilangan genap pada titik-

titiknya. Misal I; dan I menjadi 2 selang berbeda memuat bilangan genap dititik-
titiknya. Asumsikan, tanpa kehilangan keumuman, bahwa v;; + 1 diberi pewarnan
1. Tepat hanya 1 dari vy, + 1 dan vy — 1 diberi warna 1, maka cp(v;; + 1) =
cn(vijﬂ — 1) =(0,1,1) kontradiksi. Akibatnya, semua selang t = n/2 memuat tepat

satu titik. Sehingga, terdapat bilangan bulat terkecil I; (1 < j < n/2), maka vy, +
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1 dan v, — 1 diberi warna yang berbeda, misalkan 1 dan 3, secara berturut-turut.
Pentingnya, terdapat bilangan bulat I, > I; bahwa v;;, — 1 diberi warna 3 dan v;;, +
1 diberi warna 1. Meskipun demikian ¢y (v;; + 1) = cp(vij4+1 — 1) =(0,1,1). Hasil
akhir kontradiksi oleh karena itu y; (C,,) = 4 jika n adalah genap. |



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun akademik 2020/2021 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung .

3.2 Metode Penelitian

Langkah — langkah yang metode yang digunakan dalam penelitian adalah studi
literatur.
1. Menentukan bilangan kromatik graf shadow siklus dengan prosedur sebagai
berikut:
» Menentukan batas dan batas bawah bilangan kromatik lokasi pada graf
shadow siklus D, (c,,) dengan menggunakan Teorema 2.2, dimana untuk n
ganjil membutuhkan sekurang—kurangnya 3 warna sedangkan untuk n
genap membutuhkan sekurang-kurangnya 4 warna. Jika ternyata tidak
cukup menggunakan 4 warna maka dilakukan pembuktian dengan

kontradiksi.
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» Mengkontruksi graf dengan mengawali dari pewarnaan titik pada graf
shadow siklus, sehingga diperoleh kelas-kelas warna atau partisi pembeda
graf tersebut. Kemudian dimodifikasi sehingga memenuhi Kriteria

pewarnaan lokasi dengan membentuk struktur dari graf shadow siklus.

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel dan subdivisinya dengan
prosedur sebagai berikut :
» Menentukan batas bawah dari bilangan kromatik lokasi graf barbel shadow
shadow yang diperoleh dari hasil bilangan kromatik lokasi shadow siklus
» Menentukan batas atas dari bilangan kromatik lokasi graf barbel shadow
siklus yang diperoleh dari hasil bilangan kromatik shadow siklus
3. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf subdivisi dari barbel shadow siklus
dengan prosedur sebagai berikut :
» Menentukan batas bawah dari bilangan kromatik lokasi graf subdivisi dari
graf barbel shadow shadow yang diperoleh dari hasil bilangan kromatik
lokasi graf barbel shadow siklus

» Menentukan batas atas dari bilangan kromatik graf subdivisi dari lokasi graf
barbel shadow siklus yang diperoleh dari hasil bilangan kromatik graf

barbel shadow siklus



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan kesimpulan yang diperoleh bilangan kromatik
lokasi graf shadow siklus D, (c,,) untuk n > 3 adalah 6 untuk n ganjil dan 7 untuk
n = 6,8 dan 8 untuk n genap lainnya. Sedangkan untuk bilangan kromatik lokasi
graf barbel shadow siklus dan subdivisinya adalah 6 untuk n ganjil dan 8 untuk n

genap.

5.2 Saran
Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi dari

gabungan saling lepas graf shadow siklus, serta untuk operasi-operasi lainnya.
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