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Let 𝐺 = (𝑉, 𝐸) is a graph, where 𝑉 ≠ 0 is a set of vertices and 𝐸 is a set of edges.  

Let 𝑐 be a proper coloring of graph 𝐺 if vertex 𝑢 adjacent to 𝑣 then 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣).  
Let 𝐶𝑖 is a set of vertices receiving color 𝑖, the color code 𝑐Π(𝑣) of a vertex 𝑣 in 𝐺 

is the ordered 𝑘-tuple (𝑑(𝑣, 𝐶1), 𝑑(𝑣, 𝐶2), … , 𝑑(𝑣, 𝐶𝑘)) with 

 𝑑(𝑣, 𝐶1) = min{𝑑(𝑣, 𝑥)| 𝑥 ∈  𝐶𝑖} for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  If all distinct vertices of 𝐺 have 

distinct color codes, then 𝑐 is called a locating coloring of 𝐺.  The minimum 

number of colors in a locating coloring of 𝐺 is called the locating chromatic 

number of graph 𝐺, denoted by 𝜒𝐿(𝐺).  The locating chromatic number for barbell 

graph of split path graph without pendant edge is 4, as well as for disjoint union. 

 

 

Keywords: locating chromatic number, barbell graph, split path graph, disjoint 

union. 
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BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BARBEL SPLIT LINTASAN 

TANPA SISI PENDAN DAN OPERASI GABUNGAN SALING ASING 

 

 

 

Oleh 

 

 

CHAIRUL UMAM 

 

 

 

 

Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah suatu graf, dengan 𝑉 ≠ 0 adalah himpunan titik dan 
𝐸 adalah himpunan sisi.  Misalkan 𝑐 adalah suatu pewarnaan titik pada graf 𝐺 jika 

titik 𝑢 dan 𝑣 bertetangga di 𝐺, maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣).  Misalkan 𝐶𝑖 merupakan 

himpunan semua titik-titik yang diberi warna 𝑖.  Kode warna 𝑐Π(𝑣) dari  v adalah 

k-pasang terurut (𝑑(𝑣, 𝐶1), 𝑑(𝑣, 𝐶2), … , 𝑑(𝑣, 𝐶𝑘)) dengan 

 𝑑(𝑣, 𝐶1) = min{𝑑(𝑣, 𝑥)| 𝑥 ∈  𝐶𝑖} untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  Jika setiap titik di 𝐺  
mempunyai kode warna yang berbeda, maka c  disebut pewarna lokasi dari 𝐺. 
Banyaknya warna minimum pada pewarnaan lokasi dari 𝐺 disebut bilangan 

kromatik lokasi dari graf 𝐺, yang dinotasikan dengan 𝜒𝐿(𝐺).  Bilangan kromatik 

lokasi graf barbel split lintasan tanpa sisi pendan adalah 4, demikian juga untuk 

gabungan saling asingnya. 

 

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi, graf barbel, graf split lintasan, gabungan 

saling asing. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang mempelajari 

himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi, yang semakin lama 

semakin berkembang pesat.  Berawal dari permasalahan jembatan Konigsberg 

yang memiliki tujuh jembatan yang menghubungkan empat daerah.  Penduduk 

kota tersebut ingin melewati ketujuh jembatan tersebut tepat satu kali dan kembali 

lagi ke tempat awal keberangkatan.  Seorang matematikawan Swiss, Leonard 

Euler pada tahun 1736 berhasil menemukan jawaban dari permasalahan tersebut, 

yaitu memodelkan masalah tersebut dengan cara mempresentasikannya ke dalam 

graf.  Daratan yang dihubungkan oleh jembatan sebagai titik dan jembatan sebagai 

sisi.  Representasi tersebut mempermudahkan menganalisis solusi dari 

permasalahan tersebut. 

 
Gambar 1. Permasalahan Jembatan Konigsberg dan Representasinya.  

(sumber:  https://docplayer.info/57988814-Pertemuan-11-teori-graf.html) 

 

Bilangan kromatik lokasi pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk., pada tahun 

2002.  Penentuan bilangan kromatik lokasi didasarkan pada banyaknya warna 

minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi dengan kode warna yang 
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berbeda di setiap titik pada graf tersebut, sehingga bilangan kromatik lokasi akan 

sangat bergantung pada kode warna yang digunakan pada suatu graf. 

 

Pada penelitian sebelumnya Chartrand dkk. (2002) telah berhasil menentukan 

bilangan kromatik lokasi beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lengkap 

diperoleh 𝜒𝐿 (𝐾𝑛)  = 𝑛, pada graf terhubung 𝐺 diperoleh 3 ≤ 𝜒𝐿(𝐺) ≤ 𝑛 untuk 

orde 𝑛 ≥ 3, serta pada graf siklus diperoleh 𝜒𝐿 (𝐶𝑛)  = 3 untuk 𝑛 ganjil dan 

𝜒𝐿 (𝐶𝑛)  = 4 untuk 𝑛 genap.  Pada tahun 2003 Chartrand dkk. membuktikan 

bahwa bilangan kromatik lokasi graf G dengan orde n yang memuat graf 

multipartit lengkap berorde (𝑛 −  1) sebagai subgraf induksinya, berada pada 

selang [
(𝑛+1)

2
, 𝑛], dan juga graf-graf yang mempunyai bilangan kromatik lokasi 

dengan batas atasnya (𝑛 −  2).  Selain itu, Chartrand dkk. (2003) juga 

menunjukkan bahwa terdapat pohon berorde 𝑛 ≥  5 dengan bilangan kromatik 

lokasi 𝑘 ∈  {3,4, … , 𝑛 −  2, 𝑛 } kecuali 𝑛 − 1. 

 

Pada penelitian Asmiati dkk. (2011) berhasil mendapatkan bilangan kromatik 

lokasi graf amalgamasi bintang. Selanjutnya, Asmiati dkk. (2012) memperoleh 

bilangan kromatik lokasi pada graf kembang api. Pada tahun yang sama juga, 

Asmiati dan Baskoro (2012) berhasil mengkarakterisasi semua graf yang memuat 

siklus berbilangan kromatik lokasi tiga. Kemudian, Baskoro dan Asmiati (2013) 

telah mendapatkan karakterisasi semua pohon berbilangan kromatik lokasi tiga.  

Masalah penentuan bilangan kromatik lokasi pada suatu graf masih terbuka untuk 

dikaji karena belum adanya teorema yang digunakan untuk menentukan bilangan 

kromatik lokasi pada sembarang graf. Pada tahun 2020, Damayanti dkk. telah 

mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada graf split lintasan tanpa sisi pendan. 

Pada tulisan ini akan dikaji bilangan kromatik lokasi graf barbel split lintasan 

tanpa sisi pendan dan operasi gabungan saling asing. 
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1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan bilangan kromatik lokasi pada 

graf barbel split lintasan tanpa sisi pendan dan operasi gabungan saling asing. 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Adapun manfaat dari karya ilmiah ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengembangkan wawasan tentang teori graf terutama tentang bilangan 

kromatik lokasi pada graf barbel split lintasan tanpa sisi pendan dan 

operasi gabungan saling asing. 

2. Sebagai referensi untuk penelitian lanjutan tentang menentukan bilangan 

kromatik lokasi dari graf tak terhubung.

 

 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

II.  TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Konsep Dasar Graf 

 

 

 

Menurut Deo (1989), graf merupakan kumpulan titik dan sisi, dinotasikan dengan 

G = (V,E), dengan 𝑉 menyatakan himpunan titik {𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣𝑛 } yang tak kosong 

dan 𝐸 menyatakan himpunan sisi {𝑒1, 𝑒2 , … , 𝑒𝑛} yang merupakan pasangan tak 

terurut dari titik-titik di 𝑉. 

 
Gambar 2. Contoh graf dengan 5 titik dan 8 sisi. 

 

Pada Gambar 2, graf tersebut merupakan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉 =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7}.  Dua titik pada 

graf G dikatakan bertetangga (adjacent) bila keduanya terhubung dengan suatu 

sisi. Suatu sisi dikatakan menempel (incident) dengan suatu titik 𝑣, jika titik 𝑣 

merupakan salah satu titik ujung dari sisi tersebut.  Pada Gambar 2, titik 𝑣2 

bertetangga dengan titik 𝑣4 dan 𝑣1.  Sisi 𝑒3 menempel pada titik 𝑣2 dan 𝑣4. 

Derajat suatu titik 𝑣 pada graf 𝐺 adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik 

𝑣, dinotasikan dengan 𝑑(𝑣). Daun (titik pendan) adalah titik yang berderajat satu, 

sedangkan sisi yang menempel dengan titik pendan disebut sisi pendan.  Pada 
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Gambar 2.1, 𝑑(𝑣1) = 4, 𝑑(𝑣2) = 3, 𝑑(𝑣3) = 4, 𝑑(𝑣4) = 4 dan 𝑑(𝑣5) = 1 dan 

daun terdapat pada titik 𝑣5. 

 

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel 

(sisi ganda) adalah sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama.  Graf yang tidak 

mempunyai sisi ganda dan atau loop disebut graf sederhana.  Pada Gambar 2, 

terdapat loop pada titik 𝑣3 yaitu 𝑒7, sedangkan 𝑒2 dan 𝑒6 disebut sisi paralel. Graf 

pada Gambar 2 bukan graf sederhana karena terdapat loop (𝑒7) dan sisi ganda 

(𝑒2 dan 𝑒6). 

 

Jalan adalah barisan berhingga bergantian antara titik dan sisi yang dimulai dan 

diakhiri dengan titik.  Lintasan adalah jalan yang memiliki dan melewati titik 

yang berbeda. Suatu graf G dikatakan graf terhubung jika terdapat paling sedikit 

satu lintasan yang menghubungkan setiap pasang titik di graf G.  Jika ada satu 

pasang atau lebih titik di G yang tidak dapat ditemukan suatu lintasan di G yang 

menghubungkan pasangan titik-titik tersebut, maka graf G disebut graf tak 

terhubung.  Graf dikatakan tidak terhubung jika graf tersebut memiliki lebih dari 

satu komponen dan graf tersebut tidak memiliki hubungan satu sama lain (Deo, 

1989). 

  

Gambar 3. (a) Graf Terhubung. (b) Graf Tak Terhubung dengan Dua Komponen. 

 

 

 

 

                          (a)  (b) 
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2.2  Graf Lintasan, Graf Split Lintasan tanpa Sisi Pendan dan Graf 

Barbel 

 

 

 

Suatu graf yang setiap titiknya berderajat dua kecuali dua titik ujung yang 

berderajat satu disebut graf lintasan.  Graf lintasan dengan 𝑛 titik dinotasikan 

dengan 𝑃𝑛. 

 

 
Gambar 4. Contoh Graf Lintasan dengan 𝑛 Titik. 

 

Graf split adalah graf 𝐺 yang diperoleh dengan menambahkan pada setiap titik 𝑣 

pada 𝐺 satu simpul baru 𝑣′, sedemikain sehingga 𝑣′ bertetanggaan dengan setiap 

titik yang bertetanggan dengan 𝑣 di 𝐺.  Graf yang hasilkan dinyatakan dengan 

𝑠𝑝𝑙(𝐺) (Sugeng dkk., 2014).  Graf split lintasan 𝑃𝑛, 𝑛 ≥ 3 dinotasikan dengan 

𝑠𝑝𝑙(𝑃𝑛), sedangkan graf split lintasan tanpa sisi pendan dinotasikan dengan 

𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛).  Pada Gambar 5 diberikan graf split dari lintasan 𝑃𝑛 yang dinotasikan 

dengan 𝑠𝑝𝑙(𝑃𝑛).  Pada Gambar 6 diberikan graf split lintasan 𝑃𝑛 tanpa sisi pendan 

dinotasikan dengan 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛). 

 

 
Gambar 5. Contoh Graf Split Lintasan dengan n titik.  

 
Gambar 6. Contoh Graf Split Lintasan tanpa Sisi Pendan dengan n titik. 
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Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan dua 

tiruan atau jiplakan dari sebuah graf yang dihubungkan dengan sebuah sisi (Ihwan 

dkk., 2014).  Graf barbel dari graf split lintasan tanpa sisi pendan adalah graf yang 

dibentuk dari dua graf 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) yang dihubungkan oleh sisi 𝑣′1𝑢′1, dan 

dinotasikan dengan 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛). 

 

Gambar 7. Contoh Graf Barbel Split Lintasan tanpa Sisi Pendan dengan 𝑛 titik. 

 

2.3 Gabungan Saling Asing Graf Split Lintasan tanpa Sisi Pendan 

 

 

 

Gabungan saling asing adalah gabungan dari beberapa graf terhubung, dimana 

untuk setiap 𝑖, 𝐺𝑖 adalah graf terhubung, dinotasikan dengan 𝐻 = ⋃ (𝐺𝑖)
𝑚
𝑖=1 .  

Gabungan saling asing dari graf split lintasan 𝐴 = ⋃ (𝑠𝑝𝑙∗
𝑖
(𝑃𝑛))

𝑚
𝑖=1  adalah 

gabungan dari beberapa graf terhubung 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛). 
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Gambar 8. Contoh Gabungan Saling Asing Graf Split Lintasan tanpa Sisi Pendan 

dengan 𝑛 titik. 

 

 

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi Graf 

 

 

 

Menurut Chartrand dkk. (2002), bilangan kromatik lokasi didefinisikan sebagai 

berikut.  Misalkan c suatu pewarnaan titik di G dengan c(u) ≠ c(v) untuk u dan v 

yang bertetangga di 𝐺.  Misalkan 𝑐𝑖 adalah himpunan titik-titik yang diberi warna 

𝑖, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka Π =  {𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘} adalah 

himpunan yang terdiri dari kelas – kelas warna dari  𝑉(𝐺).  Kode warna 𝑐Π(𝑣) 

dari  v adalah k-pasang terurut (𝑑(𝑣, 𝑐1), 𝑑(𝑣, 𝑐2),… , 𝑑(𝑣, 𝑐𝑘)) dengan 𝑑(𝑣, 𝑐1) =

min{𝑑(𝑣, 𝑥)| 𝑥 ∈  𝑐𝑖} untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  Jika setiap titik di 𝐺  mempunyai kode 

warna yang berbeda, maka c disebut pewarna lokasi dari 𝐺.  Banyaknya warna 

minimum yang digunakan pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari 

𝐺, yang dinotasikan dengan 𝜒𝐿(𝐺).  Karena setiap pewarnaan lokasi juga 

merupakan pewarnaan titik, maka 𝜒(𝐺)  ≤ 𝜒𝐿(𝐺). 

Teorema 2.1 (Chartrand dkk., 2002)  

Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf 𝐺.  Jika  u  dan 𝑣 adalah dua titik 

yang berbeda di 𝐺 sedemikian sehingga 𝑑(𝑢, 𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) untuk semua 𝑤 ∈

𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}, maka 𝑐(𝑢) = 𝑐(𝑣).  Secara khusus, jika  𝑢 dan 𝑣 titik – titik yang 

tidak bertetangga di 𝐺 sedemikian sehingga 𝑁(𝑢) = 𝑁(𝑣), maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣).  
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Bukti:  Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan 

misalkan Π =  {𝐶1 , 𝐶2 , … , 𝐶𝑘} adalah partisi dari titik – titik 𝐺 ke dalam kelas 

warna 𝐶𝑖.  Untuk suatu titik 𝑢, 𝑣 𝜖 𝑉(𝐺), andaikan 𝑐(𝑢) = 𝑐(𝑣) sedemikian 

sehingga titik 𝑢 dan  𝑣 berada dalam kelas warna yang sama, misal 𝐶𝑖 dari Π. 

Akibatnya, (𝑢 , 𝑐𝑖) = 𝑑(𝑣, 𝑐𝑖 ) = 0. Karena 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) untuk setiap 

𝑤 𝜖 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣} maka (𝑢 , 𝑐𝑖) = 𝑑(𝑣, 𝑐𝑖 ) untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. 

Akibatnya 𝑐Π(𝑢) = 𝑐Π(𝑣) sehingga 𝑐 bukan pewarnaan lokasi.  Dengan 

demikian, 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣).        ∎ 

Akibat 2.1 (Chartrand dkk., 2002) 

Jika 𝐺 adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, 

maka 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘 + 1 . 

Bukti: Misalkan 𝑣 adalah suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, yaitu 

𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑘 di 𝐺.  Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari 𝐺 

mempunyai warna yang berbeda untuk setiap 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘.  Karena 𝑣 

bertetangga dengan semua 𝑥𝑖 , maka 𝑣 harus mempunyai warna yang berbeda 

dengan semua daun 𝑥𝑖 .  Akibatnya 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘 + 1 .    ∎ 

Berikut ini diberikan graf 𝐺 dan akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari 

graf 𝐺 tersebut. 

 

Gambar 9. Pewarnaan Lokasi Minimum dari Graf 𝐺. 
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Diberikan graf 𝐺 seperti terlihat di Gambar 9.  Kemudian akan ditentukan terlebih 

dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf 𝐺.  Karena terdapat titik 𝑣2 

yang mempunyai tiga daun dan berdasarkan Akibat 2.1 maka 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 4.     (2.1) 

Misalkan c adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna.  Pada graf 𝐺 

diberikan kelas warna sedemikian sehingga diperoleh Π =  {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4} dengan 

𝐶1 = {𝑣1 , 𝑣7 },𝐶2 = {𝑣2 , 𝑣6, 𝑣9}, 𝐶3 = {𝑣3, 𝑣5, 𝑣8} dan 𝐶4={𝑣4, 𝑣10}.  Oleh 

karena itu, diperoleh kode warna sebagai berikut:  

𝑐Π(𝑣1) = (0,1,2,2) ; 𝑐Π(𝑣6) = (1,0,2,3); 

𝑐Π(𝑣2) = (1,0,1,1 ); 𝑐Π(𝑣7) = (0,1,1,2); 

𝑐Π(𝑣3) = (2,1,0,2); 𝑐Π(𝑣8) = (1,1,0,1); 

𝑐Π(𝑣4) = (1,1,2,0); 𝑐Π(𝑣9) = (2,0,1,2); 

𝑐Π(𝑣5) = (1,1,0,2); 𝑐Π(𝑣10) = (2,2,1,0). 

Karena kode warna dari nsemua titik di 𝐺 berbeda, maka c adalah pewarnaan 

lokasi.  Jadi, 𝜒𝐿(𝐺) ≤ 4.        (2.2) 

Berdasarkan (2.1) dan (2.2), maka Π adalah pewarnaan lokasi dari G sehingga 

𝜒𝐿(𝐺) = 4. 

Teorema 2.2 (Chartrand dkk., 2002)  

Bilangan kromatik lokasi graf lintasan 𝑃𝑛(𝑛 ≥ 3) adalah 3. 

Bukti:  Perhatikan bahwa 𝜒𝐿(𝑃𝑛) = 1 dan 𝜒𝐿(𝑃𝑛) = 2.  Jelas bahwa 𝜒𝐿(𝑃𝑛) ≥ 3 

untuk 𝑛 ≥ 3.  Berdasarkan Akibat 2.1 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘 + 1, dengan 𝑘 derajat titik 

maksimum.  Karena pada 𝑃𝑛, 𝑘 = 2 maka 𝜒𝐿(𝐺) ≥ (2 + 1).  Akibatnya, 𝜒𝐿(𝐺) ≥

3, untuk 𝑛 ≥ 3.        ∎ 
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Gambar 10. Contoh Pewarnaan Lokasi Minimum pada Graf Lintasan 𝑃6. 

 

2.5 Bilangan Kromatik Lokasi Graf Tak Terhubung  

 

 

 

Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah graf tak terhubung dan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

dari 𝐺 menggunakan warna 1,2,3, … , 𝑘 untuk beberapa bilangan bulat positif 𝑘.  

Misalkan Π =  {𝐶1 , 𝐶2 , … , 𝐶𝑘} adalah kumpulan yang terdiri dari kelas-kelas 

warna dari 𝑉(𝐺).  Kode warna 𝑐Π dari 𝑣 adalah 𝑘-pasang terurut 

(𝑑(𝑣, 𝑐1), 𝑑(𝑣, 𝑐2), … , 𝑑(𝑣, 𝑐𝑘)) dengan 𝑑(𝑣, 𝑐1) = min{𝑑(𝑣, 𝑥)| 𝑥 ∈  𝑐𝑖} untuk 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  Jika setiap titik di 𝐺  mempunyai kode warna yang berbeda, maka c 

disebut pewarna lokasi dari 𝐺.  Banyaknya warna minimum yang digunakan 

pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari 𝐺, yang dinotasikan 

dengan 𝜒′𝐿(𝐺) (Asmiati dkk., 2019). 

Teorema 2.3 (Welyyanti, 2014) 

Untuk setiap 𝑖, misal 𝐺𝑖 adalah suatu graf terhubung dan misalkan 𝐻 = ⋃ (𝐺𝑖)
𝑚
𝑖=1 .  

Jika 𝜒′𝐿(𝐺) < ∞, maka 𝑞 ≤ 𝜒′
𝐿
(𝐻) ≤ 𝑟, dimana 𝑞 = max{𝜒𝐿(𝐺𝑖); 𝑖 ∈ [1,𝑚]} 

dan 𝑟 = min{|𝑉(𝐺𝑖)|, 𝑖 ∈ [1,𝑚]}. 

Bukti:  Karena 𝑞 = max{𝜒𝐿(𝐺𝑖); 𝑖 ∈ [1,𝑚]}, maka terdapat suatu bilangan bulat 

𝑘 ∈ [1,𝑚] sedemikian sehingga 𝜒𝐿(𝐺𝑖) = 𝑞.  Hal ini bearti bahwa setiap 

pewarnaan lokasi graf 𝐻 harus memiliki paling sedikit 𝑞 warna disetiap 

komponen dari graf 𝐻 sehingga 𝜒′𝐿(𝐻) ≥ 𝑞.  Selanjutnya, akan ditunjukkan batas 

atas dari 𝜒′𝐿(𝐻).  Karena 𝑟 = min{|𝑉(𝐺𝑖)|, 𝑖 ∈ [1,𝑚]}, maka terdapat satu 

bilangan bulat 𝑘 ∈ [1,𝑚] sedemikian sehingga 𝜒𝐿(𝐺𝑖) = 𝑟.  Sehingga pewarnaa 

lokasi dari 𝐻 harus memiliki paling banyak 𝑟 warna disetiap komponen dari 𝐻.  

Sehingga, 𝜒′𝐿(𝐻) ≤ 𝑟.        ∎ 
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Teorema 2.4 (Welyyanti, 2014) 

Misalkan 𝐻 = ⋃ (𝑃𝑛𝑖)
𝑡
𝑖=1 , 𝑟 = min{𝑛𝑖|, 𝑖 ∈ [1, 𝑡]}, jika 𝜒′𝐿(𝐻) < ∞, maka 3 ≤

𝜒′
𝐿
(𝐻) ≤ 𝑟.  Secara khusus, 𝜒′𝐿(𝐻) = 3 disebabkan oleh 𝑡 = 1,2, atau 3. 

Bukti:  Bagian pertama sudah dibuktikan melalui Teorema 2.3.  Selanjutnya, akan 

membuktikan bagian kedua.  Misalkan 𝜒′𝐿(𝐻) = 3, maka 𝑡 ≤ 3 karena akan ada 

tiga titik dominan, suatu kontradiksi.  Misal 𝑉(𝐻) = 𝑉(𝑃𝑛1) ∪ 𝑉(𝑃𝑛2) ∪ 𝑉(𝑃𝑛3), 

dimana 𝑉(𝑃𝑛1) = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}, 𝑉(𝑃𝑛2) = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛}, 𝑉(𝑃𝑛3) =

{𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛}.  Sekarang, misalkan pewarnaan 𝑐: 𝑉(𝐻) → {1,2,3} sedemikian 

sehingga 

𝑐(𝑥1) = 𝑐(𝑦2) = 𝑐(𝑧1) = 1 

𝑐(𝑥2) = 𝑐(𝑦1) = 𝑐(𝑧3) = 2 

𝑐(𝑥3) = 𝑐(𝑦3) = 𝑐(𝑧2) = 3 

Untuk 𝑘 ∈ [4, 𝑛1], 𝑙 ∈ [4, 𝑛2],dan 𝑚 ∈ [4, 𝑛3], didefinisikan 

𝑐(𝑥𝑘) = {
2,
3,

 
jika 𝑘 genap,
jika 𝑘 ganjil;

 

𝑐(𝑦𝑙) = {
1,
3,

 
jika 𝑙 genap,
jika 𝑙 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;

 

𝑐(𝑧𝑚) = {
3,
2,

 
jika 𝑚 genap,
jika 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙.

 

Misal Π =  {𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3} menjadi partisi yang diinduksi oleh 𝑐.  Selanjutnya akan 

ditunjukkan kode warna dari semua titik yang berbeda.  Pada gambar 11 

menunjukkan 𝑐Π(𝑥1) = (0,1,2), 𝑐Π(𝑥2) = (1,0,1), 𝑐Π(𝑥3) = (2,1,0), 𝑐Π(𝑦1) =

(1,0,2), 𝑐Π(𝑦2) = (0,1,1), 𝑐Π(𝑦3) = (1,2,0), 𝑐Π(𝑧1) = (0,2,1), 𝑐Π(𝑧2) = (1,1,0), 

𝑐Π(𝑧3) = (2,0,1).  Untuk 𝑘 ∈ [4, 𝑛1], 𝑐Π(𝑥𝑘) = (𝑘 − 1,0,1) jika 𝑘 genap dan 

𝑐Π(𝑥𝑘) = (𝑘 − 1,1,0) jika 𝑘 ganjil.  Untuk 𝑙 ∈ [4, 𝑛2], 𝑐𝜋(𝑦𝑙) = (0, 𝑙 − 1,1) jika 𝑙 

genap dan 𝑐Π(𝑦𝑙) = (1, 𝑙 − 0,0) jika 𝑙 ganjil.  Untuk 𝑚 ∈ [4, 𝑛3], 𝑐Π(𝑧𝑚) = (𝑚 −

1,1,0) jika 𝑚 genap dan 𝑐Π(𝑧𝑚) = (𝑚 − 1,0,1) jika 𝑚 ganjil. 
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Sehingga, semua titik memiliki kode warna yang berbeda.  Hal tersebut 

menyebabkan 𝜒′𝐿(𝐻) ≤ 3.  Jika, 𝑡 ≥ 2, maka batas pewarnaan 𝑐 disesuaikan 

dengan komponen.  Jadi, 𝜒′𝐿(𝐻) = 3 untuk 𝑡 = 1,2, atau 3.            ∎ 

Berikut ini diberikan contoh pewarnaan lokasi minimum pada gabungan saling 

asing graf lintasan. 

 

Gambar 11. Pewarnaan Lokasi minimum pada 𝐻 = (𝑃𝑛1) ∪ (𝑃𝑛2) ∪ (𝑃𝑛3). 

 

2.6 Bilangan Kromatik Lokasi Graf Split lintasan tanpa Titik Pendan 

 

 

 

Berikut ini diberikan teorema tentang bilangan kromatik lokasi dari graf split 

lintasan tanpa sisi pendan yang telah dibuktikan oleh Damayanti, (2020). 

Teorema 2.5 (Damayanti dkk., 2020) 

Bilangan kromatik lokasi dari graf split lintasan tanpa sisi pendan 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) adalah 

4. 

Bukti:  Misal 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛), 𝑛 ≥ 3 dengan himpunan titik 𝑉(𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛)) =

{𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛)) = {𝑣𝑖𝑢𝑖; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖+1; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑦𝑖𝑥𝑖+!; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑣𝑖𝑥𝑖; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑥𝑖𝑣𝑖+!; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]}. 
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Pertama, menentukan batas bawah dari 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛).  Untuk sebuah kontradiksi, 

misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada 𝑃𝑛 menggunakan 3 warna.  Misalkan 

𝑐(𝑣𝑖) = {1,2,3} = 𝑐(𝑢𝑖).  Karena 𝑢𝑖 bertetanggaan dengan 𝑣𝑖  dan 𝑣𝑖+1, jika 

𝑐(𝑢𝑖) = {𝑐(𝑣𝑗)}, maka 𝑐Π(𝑢𝑖) = 𝑐Π(𝑣𝑗), 𝑖 ≠ 𝑗, kontradiksi.  Sehingga, 

membutuhkan paling sedikit 4 warna untuk mewarnai graf split lintasan tanpa sisi 

pendan.  Jadi, 𝜒𝐿𝑠𝑝𝑙
∗(𝑃𝑛) ≥ 4.  Selanjutnya, menentukan batas atas, misal 𝑐 

menjadi pewarnaan lokasi menggunakan 4 warna sebagai berikut: 

𝑐(𝑢𝑖) = 1, untuk 𝑖 ≥ 1 

𝑐(𝑣𝑖) = {
3,
4,

 
untuk 𝑖 ≥ 2
untuk 𝑖 = 1

 

𝑐(𝑥𝑖) = 2, untuk 𝑖 ≥ 1 

𝑐(𝑦𝑖) = 1, untuk 𝑖 ≥ 1 

Kode warna dari 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) adalah: 

𝑐Π(𝑢𝑖) = {

2𝑖 − 1,
0,
2,
1,

 

untuk komponen ke − 4, 𝑖 ≥ 2
untuk komponen ke − 1, 𝑖 ≥ 1
untuk komponen ke − 2, 𝑖 ≥ 1

lainnya

 

𝑐Π(𝑣𝑖) = {

2𝑖 − 2,
0,
2,
1,

 

untuk komponen ke − 4, 𝑖 ≥ 1
untuk komponen ke − 3, 𝑖 ≥ 2
untuk komponen ke − 3, 𝑖 = 1

lainnya

 

𝑐Π(𝑥𝑖) = {
2𝑖 − 1,
0,
1

 

untuk komponen ke − 4, 𝑖 ≥ 1
untuk komponen ke − 2, 𝑖 ≥ 1

lainnya
 

𝑐Π(𝑦𝑖) = {

2𝑖,
0,
2,
1,

  

untuk komponen ke − 4, 𝑖 ≥ 1
untuk komponen ke − 1, 𝑖 ≥ 2
untuk komponen ke − 3, 𝑖 ≥ 1

lainnya
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Karena semua titik di 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛)  untuk 𝑛 ≥ 3 memiliki kode warna yang berbeda, 

maka 𝑐 adalah pewarnaan lokasi menggunakan 4 warna.  Sehingga 

𝜒𝐿(𝑠𝑝𝑙
∗(𝑃𝑛)) ≤ 4.  Jadi 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛)  = 4.      ∎ 

 

Gambar 12. Pewarnaan Lokasi Minimum dari 𝑠𝑝𝑙∗(𝑃5).

  



 

 

 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Waktu dan tempat pelaksanaan penelitian ini adalah di Gedung Matematika 

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada 

semester genap tahun ajaran 2020/2021. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Metode menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbell split lintasan 

tanpa sisi pendan, untuk 𝑛 ≥ 3 sebagai berikut: 

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) dengan 

𝑛 ≥ 3 dengan menggunakan batas bawah trivial.  Jika batas bawah 

tersebut tidak memenuhi syarat pewarnaan lokasi, maka dilakukan 

penambahan pewarnaan secara bertahap sedemikian sehingga syarat 

pewarnaan lokasi terpenuhi. 

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) dengan 𝑛 ≥

3.  Mengkontruksi pewarnaan titik-titik dengan melihat struktur 

grafnya.  Pewarnaan titik dimulai dengan label terkecil sedemikian 

sehingga diperoleh minimum pewarnaan titik yang memenuhi syarat 

pewarnaan lokasi. 
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c. Jika batas atas bilangan kromatik lokasi 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) ≤ 𝑦 dan batas bawah 

bilangan kromatik lokasi 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) ≥ 𝑦, maka diperoleh bilangan 

kromatik lokasinya 𝜒𝐿(𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛)) = 𝑦. 

d. Memformulasikan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan 

matematika dan membuktikan hasil-hasil yang diperoleh. 

 

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi gabungan saling asing dari graf split 

lintasan tanpa sisi pendan sebagai berikut: 

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi ⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
𝑚
𝑖=1  

dengan 𝑛 ≥ 3 dengan menggunakan batas bawah trivial.  Jika batas 

bawah tersebut tidak memenuhi syarat pewarnaan lokasi, maka 

dilakukan penambahan pewarnaan secara bertahap sedemikian 

sehingga syarat pewarnaan lokasi terpenuhi. 

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi ⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
𝑚
𝑖=1  

dengan 𝑛 ≥ 3.  Mengkontruksi pewarnaan titik-titik dengan melihat 

struktur grafnya.  Pewarnaan titik dimulai dengan label terkecil 

sedemikian sehingga diperoleh minimum pewarnaan titik yang 

memenuhi syarat pewarnaan lokasi. 

c. Jika batas atas bilangan kromatik lokasi ⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
𝑚
𝑖=1  ≤ 𝑦 dan 

batas bawah bilangan kromatik lokasi ⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
𝑚
𝑖=1  ≥ 𝑦, maka 

diperoleh bilangan kromatik lokasinya yaitu 𝜒′𝐿(⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
𝑚
𝑖=1 ) =

𝑦. 

d. Memformulasikan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan 

matematika dan membuktikan hasil-hasil yang diperoleh. 



 

 

 

 

 

 

V.      KESIMPULAN 

 

 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat diperoleh kesimpulan bahwa 

bilangan kromatik lokasi dari 𝐵𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛) untuk 𝑛 ≥ 3 adalah 4, demikian juga untuk 

⋃ (𝑠𝑝𝑙∗(𝑃𝑛𝑖))
3
𝑖=1 . 
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