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ABSTRAK

FAKTOR PERSEKUTUAN TERBESAR PADA DERET FIBONACCI
YANG DIMODIFIKASI

OLEH :

SYAIFUL DATYAN MUBAROK

Deret Fibonacci memiliki bentuk umum yaitu G,, = G,_1 + G,,_,, untuk n > 3 . Deret Fibonacci
ini ditransformasi menjadi G, = aF,,_, + fF,_,. Ketika ¢ = § = 1, deret G,, merupakan Deret
Fibonacci dan ketika @ = 1 dan f = 3 merupakan Deret Lucas. Menggunakan metode FPB pada
deret umum, Fibonacci akan memiliki FPB bernilai barisan konstanta {1,1,1,...} atau
FPB(Gy, Gy.1) = 1. Deret Fibonacci yang dimodifikasi dinotasikan dengan (F, + a). Untuk
menentukan FPB pada Deret Fibonacci yang dimodifikasi, dinotasikan f,(a) = FPB(F, +
a,F,.1+a). FPB pada Deret Fibonacci dimodifikasi oleh +1,42,43 yaitu
(D), ,(2), £,(3), fn(—=1), f(—2), f(—=3)), dan FPB pada Deret Lucas dimodifikasi oleh 1 yang

dinotasikan dengan (I,,(1)) memiliki hasil barisan bilangan yang tidak selalu relatif prima.

Kata kunci: Barisan Fibonacci, Barisan Lucas, FPB, Deret Fibonacci yang dimodifikasi.



ABSTRACT

THE GREATEST COMMON DIVISOR IN THE MODIFIED FIBONACCI SEQUENCE

By

SYAIFUL DATYAN MUBAROK

The Fibonacci series has a general form, namely G, = G,,_; + G,_,, for n > 3. This Fibonacci
sequence is transformed into G, = aF,_, + fF,_1, when a = § = 1 the G, series is the Fibonacci
series and when @ = 1 and 8 = 3 is the Lucas series. Using the GCF method on a general series,
Fibonacci will have GCF value constant sequence {1,1,1,...} or gcd(G,, G,4+1) = 1. The modified
Fibonacci sequence is denoted by (F, + a). To determine the GCF of the modified Fibonacci
Sequence denoted f;,,(a) = GCF(F, + a, F,,;1 + a). The GCF in the Fibonacci sequence is modified
by 1,42, 43 that is (f,(1), £,,(2), £,(3), fu(—1), fn(—2), f,(=3)), and the GCF on the Lucas
series modified by 1 which is denoted by (1,,(1)) has the result that the sequence of numbers is not

always relatively prime.

Keyword: Fibonacci sequences, Lucas sequences, GCF, the modified Fibonacci sequences.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Dalam dunia matematika, terdapat banyak cabang ilmu matematika salah satunya
teori bilangan. Teori bilangan adalah cabang dari matematika murni yang
mempelajari sifat-sifat bilangan bulat dan mengandung berbagai masalah terbuka
yang dapat dimengerti sekalipun bukan oleh ahli matematika. Dalam teori bilangan
dasar juga dipelari teknik matematika lainnya, salah satunya materi dasar
matematika yaitu FPB atau Faktor Persekutuan Terbesar merupakan metode dalam

menentukan faktor terbesar yang sama dari beberapa bilangan.

Ada beberapa jenis bilangan, misalnya bilangan real, bilangan asli, bilangan cacah,
bilangan rasional, bilangan kompleks dan lain sebagainya. Bilangan-bilangan
tersebut dapat membentuk pola barisan bilangan dan deret bilangan, baik deret
aritmetika maupun geometri. Salah satunya adalah Bilangan Fibonacci yaitu sebuah
barisan angka dimana suku berikutnya pada barisan tersebut merupakan hasil
penjumlahan dari dua suku sebelumnya. Leonardo da Pisa (1175-1250) atau yang
dikenal sebagai Fibonacci adalah seorang matematikawan Italia yang dikenal
sebagai penemu Bilangan Fibonacci dan perannya dalam mengenalkan perhitungan
bilangan Arab ke dunia Eropa. Pada tahun 1225, dia mengeluarkan buku Liber
Quadraotorum (buku tentang kuadrat). Dalam buku tersebut tercantum
permasalahan tentang berapa banyaknya keturunan dari sepasang induk kelinci
dalam bulan tertentu. Permasalahan ini menjadi dasar terbentuknya bilangan

Fibonacci dan Deret Fibonacci yang terkenal sampai sekarang.

Banyak penelitian yang didedikasikan untuk Bilangan Fibonacci, salah satunya
adalah penelitian oleh U. Dudley dan B. Tucker pada tahun 1971 dalam jurnalnya

Greatest common divisors in altered Fibonacci sequences, Fibonacci Quart dan



Kwang-Wu Chen pada tahun 2011 dalam jurnalnya Greatest Common Divisors in
Shifted Fibonacci Sequences yang membahas mengenai FPB terhadap deret
Fibonacci yang digeser oleh +1 dan + 2. Berdasarkan jurnal sebelumnya, penulis
bertujuan membahas teorema-teorema yang berlaku mengenai faktor persekutuan
terbesar pada Deret Fibonacci yang diperumum untuk menghitung FPB pada Deret
Fibonacci yang dimodifikasi.+ 1, £2,dan + 3 dan FPB pada Deret Lucas yang
dimodifikasi oleh +1.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah :

1.  mengkaji tentang Deret Fibonacci yang diperumum dan dimodifikasi;

2. membahas teorema FPB pada Deret Fibonacci dan menerapkannya pada FPB
pada Deret Fibonacci dimodifikasi oleh +1, +2, +3 bernotasi
(D), o (2), f2(3), fu (=1, f(=2), fu(=3)), dan FPB pada deret Lucas
dimodifikasi oleh 1 bernotasi (I,,(1));

3. membuktikan hasil FPB pada Deret Fibonacci dan Deret Lucas yang

dimodifikasi menggunakan teorema yang berlaku.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan dan wawasan tentang
metode dalam menentukan FPB dari Deret Fibonacci yang diperumum dan

dimodifikasi.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Barisan

Barisan (sequence) pada himpunan S adalah suatu fungsi dari N ke S. Pada subbab

ini akan dibahas mengenai barisan di R dan konvergensi dari suatu barisan.

Definisi 2.1.1. Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan dari N

ke R (Riyanto, 2008).

Berdasarkan Definisi 2.1.1, barisan dalam R mengawankan setiap bilangan aslin =
1,2,3, ... ke suatu bilangan real. Jika X : N — R merupakan barisan, maka nilai dari
X pada n dengan notasi x,,. Barisan sering dinotasikan dengan X atau (x,) atau
(xn:n € N) atau {x,, } atau {x,, },1. Apabila diketahui suatu barisan Y, artinya Y =

i)-

Contoh 2.1.2.
(a) Barisan (x,,) dengan x,, = (—1)™ adalah barisan —1,1,-1,1, ..., (=", ....

) 1 (1 1
(b) Barisan (x,) dengan x,, = pe (z_n:n € N) = Segr g

1
3’ 2n
3,

1
8
(c) Barisan konstanta (k,) dengan k,, = 3 adalah 3,3,3,3, ....

(d) Barisan (ﬁ) = %,g,%, ) e
Definisi 2.1.3. Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y,), dan a € R.
Didefinisikan

D G £ ) = (e L y0).

(i) alxn) = (axy).

(i) (xn) - ) = (o~ yn)-



- Gn) _ (*n
(iv) o (yn)’ asalkan y, # 0.

(Riyanto, 2008)

2.2 Deret

Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenai suatu deret tak berhingga dari

bilangan real.

Definisi 2.2.1. Jika X = (x,,) barisan di R, maka deret tak berhingga (cukup disebut
deret) yang dibentuk oleh X adalah barisan S = (s;) yang didefinisikan dengan

S1 =X
Sl=Sl+x2 (: xl +x2)
Sk = Sp—1 + Xp (=x;+x, + -+ xp)

x, disebut dengan terms dari deret, dan s;, disebut jumlahan parsial (partial sum).
Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X := (x,,) disimbolkan dengan

Y(x,) atau Y x, atau Y.—;X, (Riyanto, 2008).
Contoh 2.2.2. Diberikan barisan X = (r™);-, dengan r € R yang membangun

deret:

[ee)
Zr"=1+r+r2+---+r"+---.

n=0

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen ke (1;).



Misalkan s, =147 +7r2+4--+r"+ - untuk n >0, dan jika s, dikalikan

dengan r dan mengurangkan hasilnya dari s,,, maka diperoleh
sp(1—1r)=1—7rn"t,

Oleh karena itu, diperoleh

1 T'n+1
T T 1o
sehingga
1 - |7,.|n+1
R “1-r|°

Karena |r|™*! - 0 saat |r| < 1, maka deret geometri Yo, 7™ konvergen ke (1ir)

saat |[r| < 1.

2.3 Barisan Fibonacci

Barisan Fibonacci adalah sebuah barisan angka dimana suku barisannya merupakan
penjumlahan dua suku sebelumnya yang memiliki bentuk Dbarisan
{0,1,1,2,3,5,8, ...}, tetapi sebuah barisan angka dimana suku barisannya

merupakan penjumlahan dua suku sebelumnya belum tentu Barisan Fibonacci.

Definisi 2.3.1. Barisan bilangan Fibonacci F,, didefinisikan sebagai barisan rekursif
dimana suku ke-n barisan merupakan hasil penjumlahan dua suku sebelumnya,
dengan pengecualian dua bilangan pertama yaitu F; = 0dan F; = 1, sedangkan
bentuk umum Barisan Fibonacci :
Fo = 0dan F; = 1
E, = F, 1+ F, 5 n2>2

(Luma, 2010)

Misalkan Deret Fibonacci yang diperumum didefinisikan oleh;

Gn == Gn—l + GTL—Z' untukn 2 3.



Jika dipilih G; = a, G, = 8, maka diketahui bahwa,

Gp = aFy 5 + BFy 1.
Jikaa = f = 1, maka Deret Fibonacci yang diperumum G,, adalah Deret Fibonacci
F,, dan jika @ = 1 dan f = 3 merupakan Deret Lucas L,,. Diketahui bahwa anggota

Deret Fibonacci yang berurutan merupakan relatif prima (Chen, 2011).

Contoh 2.3.2:

Diketahui F;, = 0dan F; = 1, diperoleh;
F,b=F+F=1+0=1
F;=F+F=1+1=2
F,=F;+F,=2+1=3
Fs=F,+F;=3+2=5

Oleh karena itu, barisan (F,) = 0,1,1,2,3,5, ... .

2.4 Barisan Lucas

Susunan bilangan {2,1,3,4,7,13, ... } dinamakan Barisan Lucas karena merupakan
barisan angka dimana suku barisannya merupakan penjumlahan dua suku
sebelumnya sama seperti Bilangan Fibonacci, tetapi pada Barisan Lucas dua suku

pertamanya bukan 0 dan 1.

Definisi 2.4.1. Barisan Lucas L,, didefinisikan sebagai barisan rekursif dimana suku
ke-n barisan merupakan hasil penjumlahan dua suku sebelumnya, dengan
pengecualian dua bilangan pertama yaitu L, = 2 dan L; = 1, sedangkan bentuk
umum Barisan Lucas:
Lo = 2danL; =1
L, = Ly 4+ Ly n =2
(Luma, 2010)

Contoh 2.4.2:
Diketahui Ly = 2dan L; = 1, diperoleh;
L2:L1+L0:1+2:3



Ly=L,+L, =3+1=4
Li=Ly+L,=4+3=7
Le=L,+Ls=7+4=13

Oleh karena itu, barisan (L,,) = 2,1,3,4,7,13, ....

2.5 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB)

Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) dikenal dengan Greatest Common Divisor
(gcd), sering juga disebut Greatest Common Factor (gcf) atau Highest Common
Factor (HCF).

Definisi 2.5.1. FPB dari dua bilangan adalah bilangan positif terbesar yang dapat
membagi dua bilangan tersebut. Dua bilangan dikatakan relatif prima jika FPB dari

dua bilangan tersebut adalah 1 (Sudirman, 2001:43).

Misalkan a dan b bilangan bulat yang tidak nol, d adalah faktor persekutuan
terbesar (FPB) atau adalah greatest common divisor dari a dan b (ditulis FPB(a, b))
jika dan hanya jika d faktor persekutuan dari a dan b, jika c¢ faktor persekutuan dari

a dan b maka ¢ < d.

Faktor persekutuan terbesar dari a dan b dapat dinyatakan sebagai berikut:
d = FPB(aq, b) jika dan hanya jika
(i) dl|adand|b,

(i))  Jikac|a dan c|b maka ¢ < d.

Syarat (1) menyatakan bahwa d adalah faktor persekutuan dari a dan b, sedangkan
syarat ( i1 ) menyatakan bahwa d adalah faktor persekutuan terbesar dari a dan b

(Burton, 1980).

Contoh 2.5.2
Akan ditentukan faktor persekutuan terbesar dari 14 dan 20.



Faktor dari 14 adalah 1, 2, 7, dan 14, sedangkan faktor dari 20 adalah 1, 2, 4, 5,
10, dan 20. Oleh karena itu, FPB dari 14 dan 20 adalah 2.

2.6 Modulo

Dalam matematika, operasi modulo adalah operasi yang menghasilkan sisa

pembagian dari suatu bilangan terhadap bilangan lainnya.

Definisi 2.6.1. Misalkan a adalah bilangan bulat dan m adalah bilangan bulat
dengan m > 0. Operasi a mod m (dibaca “a modulo m”’) memberikan sisa jika a
dibagi dengan m.

Notasi: a mod m = r sedemikian sehingga a = mq + r, dengan 0 <r < m.
Bilangan m disebut modulus atau modulo, dan hasil aritmatika modulo m terletak

di dalam himpunan {0,1,2,...,m — 1} (Grillet, 2007).

Contoh 2.6.2.

Beberapa hasil operasi dengan operator modulo:
23 mod 5 = 3 (23=5-4+3)
27mod 3 =0 (27=3-4+4+0)

2.7 Relasi Kongruensi

Dalam aljabar abstrak, relasi kongruensi juga disebut dengan kekongruenan atau
kongruen adalah hasil operasi aljabar dari elemen yang ekuivalensi akan
menghasilkan elemen yang ekuivalen yang bersesuaian dengan kelas ekuivalensi

relasi tersebut.

Definisi 2.7.1. Misalkan a dan b adalah bilangan bulat dan m bilangan bulat dengan

m > 0, a kongruen dengan b mod m, dituliskan dengan a = b(mod m) jika m



habis membagi a — b. Jika a tidak kongruen dengan b dalam modulus m, maka

dapat ditulis a Z b(mod m) (Grillet, 2007).

Contoh 2.7.2:
17 = 2 (mod m) (3 habis membagi 17-2=15).
12 £ 2 (mod m) (7 tidak habis membagi 12 — 2 = 10).

Kekongruenan a = b(mod m) dapat pula dituliskan dalam hubungan a = b +

km, dengan k € Z

Contoh 2.7.3:
17 =2 (mod 3) dapat ditulis sebagai 17 =2+ 5 .3.
—7 =15 (mod 11) dapat ditulis sebagai —7 = 15 + (-2)11.

Contoh 2.7.4:

Beberapa hasil operasi dengan relasi kongruensi berikut:
23mod5 =3 dapat ditulis sebagai 23 = 3 (mod 5).
27mod3 =0 dapat ditulis sebagai 27 = 0 (mod 3).

Berdasarkan pengertian kongruen terdapat pada Definisi 2.5.1, berikut ini akan

diberikan teorema tentang kongruen.

Teorema 2.7.5. Misalkan m adalah bilangan bulat positif.

1. Jika a = b (mod m) dan c adalah sebarang bilangan bulat maka
(i)(a+c)=(b+c) (modm)
(i1) ac = bc (mod m)

(iii) a? = bP (mod m) untuk suatu bilangan bulat tak negatif p.

2.Jika a = b (mod m) dan ¢ = d (mod m), maka
(i) (a+c)=(b+d) (modm)
(i1) ac = bd (mod m)
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Bukti:
1. (i) a = b (mod m) berartia = b + km untuk suatu k € Z

Untuk sebarang ¢ € Z, diperoleh
a+c=b+c+kmea+c=(b+c)(modm)
(i) a = b (mod m) berarti:

a = b + km, untuk suatu k € Z

Sa—b=km

& (a—b)c =ckm

& ac —bc =ckm

& ac = bc + ckm

& ac = bc+1lm,dengan | = ck

S ac = bc (mod m)

(ili) a = b (mod m) berartia = b + km dengan k € Zdanp € Z* U {0}
al = (b + km)P

P\, - P\, - p -
P — pP p-1 p-27,2 -1
Sa b +(1)b k+(2)b k*m + +<p_1>b(km)
+(km)P
p _ p _ p _ _
— hb p-1 p-2 24 ... P—1,,p—2
=b +{(1)b km+(2)b (km)“ + +( _1)bk m

+kPmP~1ym

< aP? = bP(mod)m.

Sifat 1 menyatakan kedua ruas suatu kongruensi dapat ditambah dengan bilangan

yang sama. Demikian pula dengan perkalian, asalkan ¢ # 0(mod m)

2. (i) a=b (modm) © a = b + k;m, untuk suatu k; € Z.
c=d(modm) ©c=d+ k,m,untuk suatu k, € Z
S@a@+c)=b+d)+ (kg +ky)m
S@@+c)=b+d)+km  (k=ky+k,)
o (a+c¢) = (b +d)(modm)
(ii)) a = b (mod m) & a = b + mk, untuk suatu k € Z.
c=d(modm) & c=d+ ml,untuk suatul € Z

S a-c=(b+mk)(d+ml)
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& a-c¢ = bd + blm + kdm + klm?
©a-c=bd+ (bl+kd + klm)m
S a-c = bd(mod m).

Sifat 2 menyatakan bahwa dua kongruensi yang sama, masing-masing ruas, dapat

dijumlahkan maupun dikalikan seperti halnya pada persamaan.
Jadi, terbukti bahwa a kongruen dengan b modulo m.

(Grillet, 2007)



III. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian dilakukan pada semester Genap Tahun Ajaran 2020/2021, bertempat di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai

berikut :

1. mencari literatur utama yang mendukung topik pembahasan ini;

2. memahami dan mempelajari konsep menentukan FPB dalam Deret Fibonacci;

3. membuktikan beberapa teorema dan lemma FPB dalam Deret Fibonacci yang
berlaku;

4. menentukan FPB pada Deret Fibonacci dimodifikasi oleh +1,+2,43 bernotasi
(D), fn(2), f3, fu(—1), fn(=2), f,(=3)), dan FPB pada Deret Lucas
dimodifikasi oleh 1 bernotasi (I,,(1));

5. membuktikan hasil FPB pada Deret Fibonacci dan Deret Lucas yang
dimodifikasi menggunakan teorema yang berlaku;

6. menarik kesimpulan tentang FPB dalam Deret Fibonacci yang telah

dibuktikan.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan
bahwa Deret Fibonacci yang diperumum G,, = G,,_; + G,,_,, untuk n > 3 dimana
ketika @« = f = 1 deret G,, merupakan Deret Fibonacci yang memiliki FPB bernilai
barisan kosntanta {1,1,1,...} dan ketika « = 1 dan § = 3 merupakan deret Lucas
yang memiliki FPB bernilai barisan kosntanta {1,1,1, ... }. Oleh karena itu, dari dua
deret tersebut diketahui bahwa Deret Fibonacci yang diperumum G,, memiliki FPB

bernilai barisan kosntanta {1,1,1,...} atau FPB(G,, G,4+1) = 1.

Beberapa hasil FPB dalam Deret Fibonacci yang dimodifikasi oleh +1 sampai +3
dan FPB dalam Deret Lucas yang dimodifikasi oleh 1, yang pada skripsi ini
menambah perhitungan untuk FPB pada deret Fibonacci yang dimodifikasi oleh
+3, barisan FPB yang terbentuk adalah {8,1,1,8,1, ...},
{1,1,1,1,3,1..},{4,1,1,4,1, ..},{3,1,3,1,3, ...}. Sedangkan deret Fibonacci
yang dimodifikasi oleh +3, barisan FPB yang terbentuk adalah {1,1,1,1,1,...},
{1,1,1,1,1, ..}, {1,1,1,1,1, ..},{1,1,2,1,1, ...}. Sechingga dengan melihat
hasil FPB dari anggota Deret Fibonacci yang dimodifikasi oleh +1, +£2, +3 dan
FPB dalam Deret Lucas yang dimodifikasi oleh 1 diketahui bahwa FPB nya tidak

selalu relatif prima.
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