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ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATION OF RAYLEIGH DISTRIBUTION USING
MAXIMUM LIKELIHOOD METHOD AND BAYESIAN METHOD ON
TYPE-I1 CENSORING DATA

By

Renda Uly Simbolon

Type Il censoring data is data obtained through the censoring whereby the
observation is stopped until the smallest sample r fails in a random sample of
items 1 <r <n. The Rayleigh distribution is a continuous random variable
probability distribution that is commonly used in survival data. This research will
discuss the estimation of Rayleigh distribution parameters on type Il censoring
data using the maximum likelihood and Bayes methods with prior Exponential.
The two methods used produced different estimators. Analytical and empirical
studies shown that estimator 8, and 85 are biased estimators. However when
r = n, they are asymptotically unbiased. Empirically, it is shown that the mean
square error of both estimators are consistent when r = n, while they become
inconsistent estimators when r < n.

Keywords: type Il censoring data, Rayleigh distribution, Exponential prior,
maximum likelihood method, Bayes method.



ABSTRAK

PENDUGAAN PARAMETER DISTRIBUSI RAYLEIGH
MENGGUNAKAN METODE MAXIMUM LIKELIHOOD DAN METODE
BAYES PADA DATA SENSOR TIPE Il

Oleh

Renda Uly Simbolon

Data sensor tipe 1l merupakan data yang diperoleh dengan penyensoran dimana
pengamatan akan dihentikan hingga sampel terkecil » mengalami kegagalan
dalam sampel acak berukuran n dengan 1 <r < n. Distribusi Rayleigh
merupakan distribusi peluang peubah acak kontinu yang biasa digunakan pada
data kelangsungan hidup. Penelitian ini akan membahas pendugaan parameter
distribusi Rayleigh pada data sensor tipe Il menggunakan metode maximum
likelihood dan Bayes dengan prior Eksponensial. Kedua metode yang digunakan
menghasilkan penduga yang berbeda. Kajian secara analitik dan empiris
menunjukkan bahwa penduga 8, dan 8, merupakan penduga yang bias. Namun
ketika r = n, penduga 8, dan 8, menjadi penduga yang tak bias asimtotik bagi 6.
Secara empiris, ditunjukkan bahwa mean square error kedua penduga merupakan
penduga yang konsisten ketika r = n, sedangkan penduga 8, dan 8z menjadi
penduga yang tak konsisten ketika r < n.

Kata kunci : data sensor tipe Il, distribusi Rayleigh, prior Eksponensial, metode
maximum likelihood, metode Bayes.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Analisis data waktu hidup atau survival merupakan salah satu teknik statistika
untuk menganalisis data mengenai kelangsungan hidup, kematian, kekambuhan,
atau peristiwa lainnya terhadap suatu individu pada periode waktu tertentu.
Dalam melakukan pengamatan pada periode waktu tersebut, terdapat
kemungkinan bahwa sebagian informasi dari data yang didapatkan hilang atau
tidak lengkap. Hal ini terjadi bila subjek pengamatan keluar atau mengundurkan
diri dan juga kejadian yang diamati tidak terjadi selama periode waktu yang telah
ditentukan. Salah satu langkah yang harus dilakukan untuk mengatasi
ketidaklengkapan suatu data pengamatan yaitu penyensoran.

Data dikatakan tersensor apabila data tidak diamati secara lengkap, sedangkan
data yang dapat diamati secara lengkap disebut data yang tidak tersensor. Data
sensor memiliki berbagai tipe berdasarkan jenis penyensoran yang dilakukan.
Pada data sensor tipe Il, pengamatan dihentikan sampai r dari unit uji mengalami
kegagalan di mana sampel ke-r merupakan sampel terkecil dalam sampel acak
berukuran n dengan 1 < r < n. Keuntungan dari penyensoran tipe Il yaitu lebih
efisien dalam segi biaya namun waktu yang diperlukan untuk memperoleh r objek

yang mati kemungkinan bisa panjang.

Distribusi Rayleigh merupakan salah satu distribusi peluang peubah acak kontinu
yang biasa digunakan pada data kelangsungan hidup. Distribusi Rayleigh
memiliki parameter skala & > 0. Untuk mengetahui apakah distribusi dari data

waktu hidup yang diasumsikan telah menggambarkan keadaan yang



sesungguhnya, diperlukan suatu analisis terhadap data waktu hidup. Salah satu
analisis yang dapat dilakukan adalah melalui pendugaan parameter.

Pendugaan parameter dapat dilakukan dengan menggunakan dua metode yaitu
metode Kklasik dan metode Bayes (Walpole, dkk., 2002). Metode klasik
memandang parameter sebagai besaran tetap yang tidak diketahui nilainya, dan
inferensi didasarkan hanya pada informasi dalam sampel. Salah satu teknik yang
sering digunakan dalam metode klasik yaitu metode maximum likelihood.
Adapun metode Bayes memandang parameter sebagai variabel yang
menggambarkan pengetahuan awal tentang parameter sebelum pengamatan
dilakukan dan dinyatakan dalam suatu distribusi yang disebut distribusi prior.
Distribusi prior adalah distribusi subyektif berdasarkan pada keyakinan seseorang
dan dirumuskan sebelum data sampel diambil (Walpole dan Myers, 1995),
sedangkan distribusi sampel yang digabung dengan distribusi prior akan

menghasilkan suatu distribusi yaitu distribusi posterior.

Beberapa penelitian telah dilakukan untuk mengestimasi parameter dari distribusi
Rayleigh pada data waktu hidup tersensor tipe Il, diantaranya penggunaan metode
maximum likelihood oleh Sunandar (2006) dan penggunaan metode Bayes dengan
prior Jeffrey oleh Agoestanto dan Nimah (2014). Penduga yang dihasilkan oleh
kedua metode tersebut sama. Pada penelitian ini akan diteliti apakah penduga
Bayes dengan prior konjugat yang dihasilkan sama atau berbeda dengan penduga
maximum likelihood. Bila penduga yang dihasilkan berbeda maka selanjutnya
dapat ditentukan penduga mana yang lebih baik dengan mengkaji karakteristik
penduga yang diperoleh dengan kedua metode tersebut. Karakteristik yang
diamati di antaranya adalah sifat tak bias, ragam minimum, dan konsisten. Secara
empiris, kajian terhadap karakteristik penduga dilakukan dengan melihat nilai
bias, varians, dan Mean Square Error (MSE). Berdasarkan uraian tersebut, dalam
penelitian ini akan dikaji bagaimana menduga nilai parameter dari suatu populasi
yang berdistribusi Rayleigh pada data sensor tipe 1l dengan menggunakan metode
maximum likelihood dan metode Bayes dengan prior konjugat serta karakteristik

masing-masing penduga.



1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. menentukan penduga maximum likelihood pada data sensor tipe 11 Distribusi
Rayleigh,

2. menentukan penduga Bayes dengan prior konjugat pada data sensor tipe 11
Distribusi Rayleigh,

3. mengkaji karakteristik penduga maximum likelihood dan Bayes pada data
sensor tipe 11 Distribusi Rayleigh secara analitik yaitu dengan melihat sifat
tak bias, ragam minimum, dan konsisten serta kajian empirisnya melalui nilai

bias, varians, dan Mean Square Error (MSE).

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dilakukannya penelitian ini diharapkan dapat dijadikan pembelajaran
untuk meningkatkan wawasan sebagai referensi dalam pendugaan parameter

Distribusi Rayleigh pada data sensor tipe II.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Variabel Acak

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), variabel acak X merupakan suatu fungsi X
yang memetakan setiap hasil yang mungkin e pada ruang sampel S dengan suatu
bilangan real x, sedemikian sehingga X(e) = x. Terdapat dua macam variabel
acak yaitu variabel acak diskrit dan variabel acak kontinu. X disebut variabel
acak diskrit jika semua himpunan nilai yang mungkin dari suatu variabel acak X
merupakan himpunan terbilang sedangkan X disebut variabel acak kontinu apabila
semua himpunan nilai yang mungkin dari suatu variabel acak merupakan selang

bilangan real.

2.2 Fungsi Distribusi

Fungsi distribusi adalah sebaran kemungkinan terjadinya variabel acak tertentu.
Variabel acak disini merupakan suatu peristiwa yang diharapkan terjadi, biasanya
dilambangkan dengan X. Variabel acak X dapat juga didefinisikan sebagai suatu
bilangan yang ditentukan oleh peristiwa yang dihasilkan dari suatu percobaan
(Casella dan Berger, 2002).



2.2.1  Fungsi Distribusi Variabel Acak Diskrit

Menurut Miller dan Miller (2014), jika X merupakan variabel acak diskrit maka
fungsi yang diberikan adalah

F(x) =P(X <x) =Xty f(1), Untuk —o0 < x < o0, (2.1)
dengan f(t) adalah nilai distribusi peluang X di t disebut fungsi distribusi atau

kumulatif dari X.

Teorema 2.2.1

Menurut Miller dan Miller (2014), suatu fungsi dikatakan distribusi peluang dari
suatu variabel acak diskrit X jika dan hanya jika f (x) memenuhi

1L f(x) =0,

2. Xxf(x) =1

2.2.2  Fungsi Distribusi Variabel Acak Kontinu

Menurut Miller dan Miller (2014), jika X merupakan variabel acak kontinu dan
f(t) adalah fungsi densitas pada t, maka fungsi yang diberikan adalah
F(x)=P(X <x)=["_f(t)dt, untuk —oo < x < o0 (2.2)

disebut fungsi distribusi atau distribusi kumulatif dari X.

Teorema 2.2.2

Menurut Miller dan Miller (2014), suatu fungsi dikatakan distribusi peluang dari
suatu variabel acak kontinu X jika dan hanya jika f (x) memenuhi

1L f(x) =0,

2. [° f(x)dx=1.



2.3 Nilai Harapan dan Variansi

2.3.1  Nilai Harapan

Menurut Walpole dan Myers (1995), misalkan X adalah suatu variabel acak
dengan distribusi peluang f(x), maka nilai harapan atau ekspektasi X yaitu
u=EX)=Y,xf(x), apabila X diskrit, (2.3)
p=EX) = [ xf(x)dx, apabila X kontinu. (2.4)
Teorema 2.3.1
Jika X merupakan suatu variabel acak dengan a dan b merupakan suatu konstanta,
maka
E(aX +b) =aE(X) + b. (2.5)
Bukti Persamaan (2.5)

o

E(aX +b) = f(ax+b)f(x)dx

— 00

— [ @£ +b feyax

(o] [ee]

=a fo(x)dx+bff(x)dx

=a.E(X)+b.1
=aE(X) +b.

2.3.2  Variansi

Menurut Spiegel, dkk. (2004), misalkan X adalah suatu variabel acak dengan
fungsi kepadatan peluang f(x), maka variansi dari X yang dinotasikan dengan o2
ialah

Var(X) = 02 = E(X — u)? = E(X?) — u?. (2.6)



Bukti Persamaan (2.6)

Var(X) = E(X — p)?
= E(X2 — 2uX + u?)
= E(X?) — 2uE(X) + p?
= E(X?) — 2up + u?
= E(X?%) — 2u® + pu?
= E(X?) — 2.
Var(X) = E(X2) — [E(X)]2.

2.4 Fungsi Kepadatan Peluang Bersama

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), n-dimensi nilai vektor variabel acak

X = (Xy,X,, ... , X;,) dengan fungsi kepadatan peluang bersama f (xq, X2, ... , X,),

dapat ditulis
fQx1, %0, 0, xn) = P[X; = x40, X5 = X3, 0, Xy = X | (2.7)
dimana semua nilai X variabel acak diskrit, dan
X1 Xxn
f(x1, %2, 0 ,Xp) = J J f(ty, ty, ... ,t,) dtidt, ...dt, (2.8)

dimana semua nilai X variabel acak kontinu.

2.5 Fungsi Kepadatan Peluang Marginal

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), jika pasangan (X, X,) merupakan variabel
acak diskrit yang mempunyai fungsi kepadatan peluang bersama f (x;, x,), maka
fungsi densitas peluang marginal untuk X; dan X, adalah
f1(x1) = X, £ (x1,%2), (2.9)
fa(x2) = X, £ (1, %2). (2.10)



Jika pasangan (X;, X,) merupakan variabel acak kontinu yang mempunyai fungsi
densitas peluang bersama f (x;, x,), maka fungsi densitas peluang marginal untuk
X, dan X, adalah

file) = [7 f(xy, %) docy, (2.11)
fo) = [ f Cer, xz) dxy. (2.12)

2.6 Konsep Dasar Distribusi Waktu Hidup

Distribusi waktu hidup merupakan distribusi dengan variabel acak T adalah
interval waktu suatu objek pengamatan dalam penelitian sampai mengalami
peristiwa tertentu. Peristiwa tertentu yang dimaksud yaitu peristiwa yang dapat
berupa kegagalan, kematian, respons dari suatu percobaan, dan peristiwa lain
sesuai dengan yang diinginkan peneliti. Distribusi waktu hidup dapat dinyatakan
dengan tiga fungsi yaitu, fungsi densitas probabilitas, fungsi tahan hidup
(survival), dan fungsi Hazard (Lawless, 1982).

2.6.1  Fungsi Densitas Probabilitas

Menurut Lawless (1982), fungsi densitas probabilitas adalah probabilitas suatu
individu mati atau gagal dalam interval waktu dari t sampai t + At, dengan waktu

T merupakan variabel acak. Fungsi densitas probabilitas dinyatakan dengan

F(£) = limy,.. [[LETSE20)] (2.13)

Waktu hidup merupakan variabel acak non negatif, sehingga waktu hidup hanya

diukur untuk nilai t yang positif, maka diperoleh

f(t) = 0 untuk t < Odan [ f(t) dt =1.



2.6.2  Fungsi Survival

Menurut Lawless (1982), fungsi survival didefinisikan sebagai peluang suatu
individu yang masih bertahan hidup sampai waktu t. Jika T merupakan peubah
acak dari waktu hidup dalam interval [0, o), maka fungsi survival S(t) dapat
dinyatakan dengan:

S(t) =P(T =1t

= ftoof(x) dx

=[f(OI"
= F(o0) — F(t).
S(t) =1—F(t). (2.14)

2.6.3  Fungsi Hazard

Fungsi Hazard merupakan peluang suatu individu mati dalam interval waktu t
sampai t + At, jika diketahui individu tersebut masih dapat bertahan hidup
sampai dengan waktu t (Lawless, 1982), dengan f(t) merupakan fungsi
kepadatan peluang pada waktu t, fungsi Hazard dapat dinyatakan sebagai berikut.

(P(t<T<t+At|]T >t
h(t) = lim ( | )
At-o0 | At

P((t<T) < (t+AD|T =t)

= lim

At=0 | At
_ P(t<T)<(t+A0)N (T =1))
= a0 | P(T > t)At

. P(t<T < (t+A1))
~ao| P(T =D)AL
, 1 F(t+At) —F(t)
= lim
At—0 _1 —F(©) At
[ 1 F@t+Aa)—F(t)
= lim
At—0 | S(t) At




10
_F'(®
Y0

h) =53 (2.15)

2.7 Fungsi Gamma dan Distribusi Gamma

2.7.1 Fungsi Gamma

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), fungsi Gamma yang dinotasikan dengan
I'(n) untuk setiap n > 0 adalah sebagai berikut

I'(n) = fooo x"le™* dx. (2.16)
Teorema 2.7
Menurut Bain dan Engelhardt (1992), fungsi Gamma memenuhi sifat-sifat
berikut:
a) T(m)=m-1Ir(n—1)dengann > 1
b) T'(n)=mn-1)!

o rG)=Vm
2.7.2 Distribusi Gamma

Menurut Miller dan Miller (2014), suatu variabel acak X dikatakan berdistribusi
Gamma dan disebut sebagai variabel acak gamma jika dan hanya jika fungsi
densitas peluangnya didefinisikan sebagai berikut:

1
fX(-x; a, :B) - BT (a)

dimana parameter skala @« > 0 dan parameter bentuk g > 0

x%le B untuk 0 < x < oo, (2.17)

Ekspektasi dan varians Distribusi Gamma adalah
E(X) = ap. (2.18)
Var(X) = af?. (2.19)
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Fungsi pembangkit momennya adalah

My(t) = (1 - D)@ (2.20)

2.8 Distribusi Invers-Gamma

Distribusi Invers-Gamma merupakan distribusi kebalikan dari variabel yang
didistribusikan sesuai dengan Distribusi Gamma. Jika X merupakan suatu
variabel acak yang berdistribusi Gamma dinotasikan dengan X~Gamma(a, )
dengan fungsi densitas peluangnya adalah sebagai berikut:

fx(Ga,B) =

1

X
IS x*le B untuk 0 < x < oo

Kemudian dilakukan transformasi Y = % maka

-1

y=xlt-og'=x=y

g™ _
dy
dengan batas 0 < x < oo menjadi 0 < y < oo. Fungsi kepekatan peluang dari Y
yaitu
dg™' ()
-1
fr(y) = O™ dy |’ 0<y<oo,dengana,,8>0
0, selainnya
1 -1
-a+1,” B ,,—2
= ﬁ“r‘(a)y e F.y™, 0<y<oo,dengana,ﬁ>0
0, selainnya
1 1 _1
—a-lg By
= ﬁ“F(a)y ¢ O<y<oo,dengan9>0
0, selainnya

Jika a = «a, % =[5, dan x = y, maka distribusi yang terbentuk adalah Distribusi

Invers-Gamma:

a

B
x % le7x, (2.21)

e = dos



Ekspektasi dan varians Distribusi Invers-Gamma adalah

E(X) =%.
_ p
Var(X) = @-D'@—-2)

2.9 Distribusi Weibull

Distribusi Weibull diperkenalkan oleh seorang fisikawan Swedia, Wallodi

12

(2.22)

(2.23)

Weibull. Distribusi Weibull biasanya digunakan untuk menyelesaikan masalah-

masalah yang berhubungan dengan lama waktu (umur) suatu objek yang mampu

bertahan hingga akhirnya objek tersebut tidak berfungsi lagi sebagaimana

mestinya (rusak atau mati). Distribusi Weibull meliputi Distribusi Eksponensial

dan Distribusi Rayleigh dalam bentuk khususnya.

Menurut Forbes, dkk. (2011), fungsi densitas peluang dari variabel acak Weibull

X ialah

pors (5
fx(x;m,B) ==—5—e ‘" untuk 0 < x < oo,

n

(2.24)

dimana parameter skala n > 0 dan parameter bentuk § > 0. Fungsi distribusi

kumulatifnya adalah

X

B
Fy(x)=1-— e_(ﬁ) untuk 0 < x < o,

Fungsi survivalnya adalah

X

B
Sy(x) = e_(ﬁ) ,untuk 0 < x < oo,

Fungsi Hazardnya adalah

B_
hy(x) = B’;—Bl, untuk 0 < x < oo,
Ekspektasi dan varians Distribusi Weibull adalah

EX) =nI'[(B + 1)/B].

Var(X) = n? (r [(ﬁ%z)] - {r [%]}2)

(2.25)

(2. 26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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2.10 Distribusi Rayleigh

Pada tahun 1880 dan 1919, Distribusi Rayleigh diperkenalkan oleh Lord Rayleigh
(J. W. Strutt) sehubungan dengan masalah di bidang akustik. Kemudian
diperkenalkan kembali oleh Miller pada tahun 1964 sebagai distribusi probabilitas
jarak dari titik asal ke titik (Y3, Y, ..., ¥;,) dalam ruang Euclidean N-dimensi,
dimana Y; bersifat bebas dan variabel identik berdistribusi N(0,52). Distribusi
Rayleigh adalah distribusi yang tepat untuk memodelkan beberapa unit hidup

secara linear meningkatkan nilai hazard.

Distribusi Rayleigh merupakan kasus khusus dari Distribusi Weibull ketika g = 2

dann = \/g dalam buku Bain (1992). Menurut Merovci dan Elbatal (2015),

bentuk fungsi densitas probabilitas dari variabel acak X yang berdistribusi

Rayleigh dengan parameter 6 dapat ditulis X~Rayleigh(0) sebagai berikut:

0x2
fx(x;0) = er_<T) untuk 0 < x < oo, (2.30)
Fungsi distribusinya adalah
0x2
Fx(x) =1- e_(T), untuk 0 < x < oo. (2.31)
Fungsi survivalnya adalah
(%) 2.32
Se(x) =e 2/ untuk 0 < x < oo. (2.32)

Fungsi Hazardnya adalah
hy(x) = 6x,untuk 0 < x < co. (2.33)

Ekspektasi dan varians Distribusi Rayleigh adalah

E(x) = |- (2.34)

Var(X) = (2 - g) - (2.35)



Bukti Persamaan (2.34)

oo

E(X) = fxfx(x;e) dx

— 00

0 oo

— o0 0

o)

2
0+ f X. er_(%> dx

0

6x?

=0 x.xe_( 2 )dx

.O\S

=0|x ——e_(BTx2> —f
0 0
"1 %)
= — d
jo 6'e X
= ]ooe_<9§2) dx
0
Misalkan:
u= ox? maka 2 = gx
2 dx

x=0-u=0

X =00 > Yy = 00

Oleh karena itu, diperoleh

E(X) =fooe‘” 12 du
0 0 7u

uZe”du

rJ

fxfx(x; 0) dx+f X fx(x; 0) dx
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Bukti Persamaan (2.35)

(0]

E(X?) = fxzfx(x;B) dx

— 00

0 0

= fxz fx(x; 0) dx+fx2 fx(x; 0) dx

—00 0

(o]
0x?

0+ f x2.9xe_(7> dx
0

0x?

=0 xz.xe_( 2 )dx

.O\S

Misalkan:

0x2 d
u=-— maka = =0x
2 dx

x=0->u=0
X =00 > Y = 00

Oleh karena itu,

*2
E(Xz)zf —e % du
0o 0

15



Jadi, nilai varians Distribusi Rayleigh adalah
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

2 nz
6 20

- (:-93

2.11 Distribusi Eksponensial

Distribusi Eksponensial merupakan salah satu distribusi waktu hidup yang biasa

digunakan untuk memodelkan umur hidup suatu sistem, sejalan dengan

16

penggunaan Distribusi Geometrik dalam kasus diskrit (Casella dan Berger, 2002).

Distribusi ini adalah kasus khusus Distribusi Gamma ketika « = 1 sehingga

bentuk fungsi kepekatan peluangnya ialah

fx) = %e_ﬁ, untuk 0 < x < oo,

Fungsi distribusinya adalah

X

Fy(x)=1-— e_(E), untuk 0 < x < oo.

Fungsi survivalnya adalah

X

Sy(x) = e_(E), untuk 0 < x < oo.

Fungsi Hazardnya adalah

hy(x) = 1, untuk 0 < x < oo,

B

Ekspektasi dan varians Distribusi Rayleigh adalah

E(x) =B,
Var(X) = p2.

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
(2.41)
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2.12 Fungsi Likelihood

Fungsi Likelihood merupakan fungsi densitas bersama dari n variabel acak
Xy, X5, ..., X, dievaluasi pada x4, x5, ..., x, dan dinyatakan dalam bentuk
f(xq, x5, ..., x, ; 8) (Bain dan Engelhardt, 1992).

Definisi 2.12
Menurut Miller dan Miller (2014), misalkan X, X5, ...., X,, merupakan sampel
acak dari suatu populasi dengan fungsi densitas f (x4, x5, ..., X, ; 8) dimana
parameter 6 tidak diketahui, fungsi likelihoodnya didefinisikan sebagai:

L(O) = f(x1;0)f (25 0) ... f (2 6)

2.42
= ITie: £ (x5 0). (242

2.13 Pertidaksamaan Jensen

Pertidaksaman Jensen, diambil oleh nama ahli matematika Denmark, Johan
Jensen, yang menyatakan bahwa garis potong dari sebuah fungsi konveks atau
cembung senantiasa terletak di atas grafik fungsi tersebut.
Definisi 2.13
Menurut Pishro-Nik (2014), sebuah fungsi g : I - R. g dikatakan fungsi
konveks atau cembung jika untuk setiap dua titik x, y dalam I dan setiap a €
[0,1], maka

glax+ (1 -a)y) <ag(x)+ (1 —a)g()
dan g dikatakan fungsi cekung jika

glax+ (1 —a)y) Zag(x)+ (1 —a)g(y)
Dalam konteks teori probabilitas, secara umum dapat dinyatakan dalam bentuk

berikut, jika X adalah suatu variabel acak dan g merupakan fungsi konveks, maka
g(E(X)) < E(g(x)) (2.43)
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2.14 Metode Maximum Likelihood

Salah satu metode yang paling sering digunakan dalam menduga parameter suatu
distribusi yaitu metode kemungkinan maksimum. Penggunaan penduga

kemungkinan maksimum mengharuskan distribusi populasinya diketahui.

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), misalkan X;, X,, ... , X,, merupakan sampel
acak dari populasi dengan fungsi densitas f (x;; 8), fungsi likelihood didefinisikan

dengan
1@ = [reso

Penduga maksimum likelihood dari 6 didapat dengan menyelesaikan persamaan
a —
51nL(6) = 0.

Untuk membuktikan bahwa @ benar-benar memaksimumkan fungsi likelihoodnya

harus ditunjukkan bahwa

62

~5InL(8) < 0.

2.15 Metode Bayes

2.15.1 Teorema Bayes

Misalkan S adalah ruang sampel dari suatu eksperimen dan A4, 4,, ..., A, adalah
peristiwa-peristiwa di dalam S sedemikian sehingga 44, A,, ..., Ay saling lepas dan
U¥_, A, = S dikatakan bahwa A;, 4,, ..., A, membentuk partisi dalam S (Soejoeti
dan Soebanar, 1998).



19

Gambar 1. Teorema Bayes

Jika k peristiwa A4, A,, ..., A, membentuk partisi dalam S, maka terlihat pada
Gambar 1 bahwa peristiwa-peristiwa A; N B, A, N B, ..., A N B membentuk
partisi dalam B sehingga dapat ditulis B = (A; NB) U4, NB)U ..UA, NB

dan A; N B saling lepas karena A; dan A; saling lepas maka

k
P(B) = Z P(A; N B).

Jika P(4;) > 0untuki=1,2,...,k maka P(A; N B) = P(A;)P(B|A;) sehingga
didapatkan P(B) = Y¥_, P(4;)P(B|4;). Misalkan peristiwa-peristiwa

Ay, Ay, ..., A, membentuk partisi di dalam ruang sampel S sedemikian sehingga
A; > 0;i = 1,2, ...,k dan misalkan B sembarang peristiwa sedemikian sehingga
P(B) > 0 maka

__ P(A4)P(B|AY .
P(A4;|B) = SE, P(aprGIa) untuk i = 1,2, ..., k. (2.44)
Teorema Bayes memberikan aturan yang sederhana untuk menghitung
probabilitas bersyarat A; jika B terjadi, jika masing-masing probabilitas tak

bersyarat A; dan probabilitas bersyarat B jika diberikan A4;.

2.15.2 Distribusi Prior

Metode Bayes memperkenalkan suatu metode dimana bentuk distribusi awal
(prior) dari populasi perlu diketahui. Sebelum penarikan sampel dari suatu
populasi terkadang diperoleh informasi mengenai parameter yang akan diestimasi.
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Informasi ini kemudian digabungkan dengan informasi dari sampel yang
digunakan dalam mengestimasi parameter populasi dan parameter populasi
tersebut berasal dari suatu distribusi, sehingga nilainya tidaklah tunggal dan

merupakan variabel acak.

Menurut Box dan Tiao (1973), permasalahan utama dalam metode Bayes adalah
bagaimana memilih distribusi prior £(8), dimana prior menunjukkan
ketidakpastian tentang parameter 8 yang tidak diketahui. Distribusi prior
dikelompokkan menjadi dua kelompok berdasarkan bentuk likelihoodnya, yaitu:
1. Berkaitan dengan bentuk distribusi hasil identifikasi pola datanya

a. Distribusi prior konjugat, mengacu pada acuan analisis model terutama
dalam pembentukan fungsi likelihoodnya sehingga dalam penelitian prior
konjugat selalu dipikirkan mengenai penentuan pola distribusi prior yang
mempunyai bentuk konjugat dengan fungsi kepadatan peluang
pembangkit likelihoodnya.

b. Distribusi prior tidak konjugat, apabila pemberian prior pada suatu model
tidak memperhatikan pola pembentuk likelihoodnya.

2. Berkaitan dengan penentuan masing-masing parameter pada pola distribusi
prior tersebut.

a. Distribusi prior informatif, mengacu pada pemberian parameter dari
distribusi prior yang telah dipilih baik distribusi prior konjugat atau tidak,
pemberian nilai parameter pada distribusi prior ini akan sangat
mempengaruhi bentuk distribusi posterior yang akan didapatkan dengan
menggabungkan informasi distribusi prior dengan informasi data yang
diperoleh.

b. Distribusi prior non-informatif, pemilihannya tidak didasarkan pada data
yang ada atau distribusi prior yang tidak mengandung informasi tentang
parameter, salah satu pendekatan dari non-informatif prior adalah metode

Jeffrey.
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2.15.3 Distribusi Posterior

Menurut Robert (1994), distribusi posterior dari 8, diperoleh dari teorema Bayes

adalah sebagai berikut:

_ fX(xlle""lxnle)f(e)
O = 1 vtz inl 010" (2.45)

dengan f(0) adalah fungsi densitas prior.

2.16 Karakteristik Penduga

Permasalahan mendasar dalam statistika inferensia adalah menduga parameter 6
dan menguji hipotesis tentang 6. Dalam pendugaan parameter 6 diperlukan
kriteria-kriteria berikut untuk melihat apakah penduga 8 disebut penduga yang
baik atau tidak.

1. Ketakbiasan
Suatu statistik disebut penduga tak bias dari suatu parameter populasi jika mean
atau ekspektasi dari statistik tersebut sama dengan parameter yang ditaksir. Sifat
ketakbiasan oleh suatu penduga didefinisikan sebagai berikut
Definisi 2.16.1
Menurut Bain dan Engelhardt (1992), suatu penduga W (X)dikatakan sebagai
penduga tak bias bagi g(8) apabila

E(W (X)) = g(8), untuk setiap 6 € Q. (2.46)
Jika sebaliknya maka penduga merupakan penduga bias bagi g(6). Bias penduga
W (X) untuk g(8) yaitu

Biasg = E(W (X)) — g(0). (2.47)

W (X) disebut penduga tak bias asimtotik jika lim,,_,.. E(W (X)) = g(6).

2. Ragam Minimum
Suatu penduga dikatakan ragamnya minimum atau efisien bagi parameternya

apabila penduga tersebut memiliki varians yang kecil atau minimum.
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Definisi 2.16.2

Misalkan W; (X) dan W, (X) masing-masing merupakan penduga tak bias bagi
g(0) serta E(W,(X))? < oo dan E(W,(X))? < oo maka efisiensi relatif W, (X)
terhadap W, (X) adalah

Wi (X) ) ragam(W; (X))
e = . 2.48
ff (Wz X) ragam(W, (X)) (2:48)
W, (X) dikatakan lebih efisien dari W, (X) jika eff (Xl—gg) < 1atau o3, (y) <

a,,zl,z x)» Sedangkan W; (X) dikatakan sebagai penduga beragam terkecil jika
Uvzvl(x) < aVZV(X), dengan W (X) merupakan sembarang penduga bagi g(8). Hal
tersebut dinamakan Uniformly Minimum Variance Unbiased (UMVU) estimation
(Bain dan Engelhardt, 1992).

Teorema 2.16.2 (Cramer-Rao Lower Bound)
Menurut Bain dan Engelhardt (1992), jika T merupakan penduga tak bias bagi
7(68), maka Cramer-Rao Lower Bound, berdasarkan sampel acak, yaitu
[z’ (8)]?
d Z
I f Ky e, X 9)]

Var(T) =
e
sedangkan untuk penduga yang bias yaitu

[1+b'()]?

9 -
E [ﬁlnf(Xl, X 9)]

Var(T) =

2
dimana b(0) = Bias(0) dan E [;—9 Inf(Xq, ..., Xp; 0)] = 1(0) atau informasi

Fisher.

3. Konsisten

Suatu penduga dapat dikatakan konsisten bila memenuhi syarat berikut:

a. Jika ukuran sampel semakin bertambah maka penduga akan mendekati
parameternya, jika besarnya sampel menjadi tak terhingga maka penduga
konsisten harus dapat memberi suatu penduga titik yang sempurna terhadap
parameternya. Jadi (@)merupakan penduga yang konsisten jika dan hanya

jika:
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E(6 —E®))" - 0jikan — oo,
b. Jika ukuran sampel bertambah besar maka distribusi sampling estimator akan
mengecil menjadi suatu garis tegak lurus di atas parameter yang sama dengan

probabilitas sama dengan satu.

Definisi 2.16.3

Menurut Bain dan Engelhardt (1992), penduga W (X) dikatakan sebagai penduga
yang konsisten bagi g(0) jika:

a  lim,e. EW (X)) = g(0),

b. lim,_ . Var(W (X)) = 0.

4. Statistik Cukup

Menurut Setiawan (2015), konsep tentang kecukupan memainkan peranan
penting dalam membimbing kita untuk meringkas data tanpa kehilangan informasi
yang dibawa dalam data mengenai parameter 6.

Definisi 2.16.4

Statistik adalah fungsi dari sampel X3, X5, ..., X;, yaitu T(X4, X5, ..., X,,). Statistik
T(X1,X,, ..., X,) disebut statisitk cukup bagi t jika fungsi kepadatan peluang
bersyarat dari peubah acak (X;, X5, ..., X;,) bila nilai T(X4, X5, ..., X,) = t (untuk
semua nilai t yang dapat terjadi) tertentu, tidak tergantung pada 8 (Bain dan
Engelhardt, 1992).

5. Kelengkapan
Suatu statistik dikatakan lengkap apabila famili fungsi kepadatan peluangnya
lengkap satu.
Definsi 2.16.5
Menurut Bain dan Engelhardt (1992), misalkan F = {f (x: 0); 8 € Q} merupakan
famili dari fungsi kepadatan peluang tersebut dikatakan lengkap jika:

Eglg(x)] = 0, untuk setiap 6 € Q

maka:
P(g(x) =0) =1.
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2.17 Mean Square Error (MSE)

Mean Square Error (MSE) merupakan suatu nilai yang diharapkan dari kuadrat
error. Nilai tersebut menunjukkan seberapa besar perbedaan hasil estimasi
dengan nilai yang akan diestimasi. Perbedaan itu terjadi karena adanya keacakan
pada data atau karena estimator tidak memiliki informasi yang dapat
menghasilkan estimasi yang lebih akurat. Adapun Mean Square Error (MSE)
dari suatu penduga W (X4, X5, ..., X;,) bagi parameter 6 didefinisikan sebagai
berikut:

MSEg = Eg(W — 0)? untuk 6 € Q. (2.49)

Bukti Persamaan (2.49)
MSEg = Eq(W — )2
= Eg[W — Eg(W) + Eg(W) — 6]°
= Eg [(W = Eg(W))" + (BEg(W) — 6)% + 2(W — Eg(W))(Eg(W) — 6)]
= Eg(W — Eg(W))" + Eg(Eg(W) — 6)? + 2Eg(W — Eg(W))(Eg(W) — 6)
= Eg(W — Eg(W))” + Eg(Eg(W) — 0)2 + 0.
MSE, = Varg(W) + (Biasg(W))”,
dengan semakin kecil nilai MSE yang didapatkan maka penduga W bagi 6

semakin baik.

2.18 Data Sensor

Data sensor merupakan data yang sebagian informasi dari data tersebut tidak
lengkap. Hal tersebut dapat terjadi karena subjek pengamatan mengundurkan diri
atau kejadian yang diamati tidak terjadi selama waktu penelitian. Menurut
Kleinbaum dan Klein (2005), tiga penyebab data dikatakan tersensor sebagai
berikut:

a. Loss to follow up, yaitu subjek menghilang selama masa pengamatan, misal

subjek pindah atau menolak untuk diamati.



b.
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Subjek tidak mengalami kejadian selama penelitian.
Subjek terpaksa diberhentikan dari pengamatan karena meninggal sebelum

pengamatan berakhir atau alasan lain.

Adapun empat jenis penyensoran yang sering digunakan antara lain:

a.

Sensor Lengkap

Penyensoran lengkap merupakan tipe penyensoran dimana percobaan akan
dihentikan jika semua individu yang diuji telah mati atau gagal.

Sensor Tipe |

Sensor tipe | merupakan tipe penyensoran dimana percobaan akan dihentikan
jika telah mencapai waktu penyensoran T yang telah ditentukan untuk
mengakhiri semua n individu yang masuk pada waktu yang sama. Misalkan
T; adalah sampel acak dari distribusi tahan hidup dengan fungsi kepadatan
peluang f(t), fungsi survival S(t) dan waktu sensor T; adalah L; dengan

i =1,2,3,...,n. Suatu komponen dikatakan teramati jika T; < L; dan
pengamatan hanya dilakukan pada t; = min(T;, L;). Sehingga komponen
yang telah gagal dapat ditunjukkan dengan variabel d;.

4 _{1, jikaT; < L;
E7l0,  jikaT; > L;

dimana d; adalah indikator apakah T; tersensor atau tidak. T; teramati jika
t; = T; sedangkan T; tersensor jika t; = L;.

Sensor Tipe Il

Suatu data dikatakan data sensor tipe Il apabila pengamatan yang dilakukan
dihentikan sampai r dari unit uji mengalami kegagalan dimana sampel ke—r
merupakan sampel terkecil dalam sampel acak berukuran (1 < r < n).
Menurut Lawless (1982), pengamatan dikatakan telah selesai jika kegagalan
ke—r telah tercapai.. Misalkan ty, t,, ..., t, merupakan pengamatan terurut
dari n sampel dengan fkp f(t), fungsi survival S(t), dan waktu sensor t.

Fungsi peluang bersama dari t,, t,, ..., t,- sebagai berikut:

Lo = s, (ﬂ e 9)> (S (250)
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—o—0—0-———0—0—0—0——-——0
to ty t; ty t, 2] trs Lrys t,
Yang diamati/tersensor Yang tidak diamati'tersensor

Gambar 2. llustrasi Sampel Tersensor Tipe 11

d. Sensor Tipe Il
Individu atau unit uji yang masuk ke dalam pengamatan pada waktu yang
berlainan selama periode waktu yang telah ditentukan dikatakan data sensor
tipe 11l. Beberapa objek yang gagal sebelum pengamatan berakhir
mempunyai data tahan hidup, sebagian lain masih tetap hidup sampai waktu
pengamatan berakhir, dan sebagian lain ada yang masih hidup namun keluar
dari pengamatan (pada kasus pasien yang menjalani terapi tertentu)
(Widiharih dan Mardjiyati, 2008).



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap Tahun Akademik 2020/2021,
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data simulasi yang
dibangkitkan menggunakan Software R 1386 4.0.2. Data yang dibangkitkan
berupa data sensor tipe 1l dengan x;~Rayleigh(6;). Nilai 8 yang digunakan
yaitud =1,60 = 2,60 = 3,60 = 4,dan 8 = 5, dimana nilai tersebut menggunakan
ukuran yang tidak terlalu besar agar proses simulasi lebih efisien. Penentuan nilai
6 yang semakin besar bertujuan untuk melihat pengaruh 6 terhadap karakteristik

dan bentuk Distribusi Rayleigh.

3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini akan mengkaji bagaimana menduga parameter Distribusi Rayleigh
dengan menggunakan metode maximum likelihood dan Bayes dengan prior
konjugat. Selain itu, akan dilakukan evaluasi terhadap karakteristik penduga yang

diperoleh baik secara analitik maupun empiris melalui kajian simulasi dengan
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software R. Kajian empiris dilakukan dengan simulasi nilai n, 8, dan r berbeda

yang bertujuan untuk melihat apakah ada pengaruh n, 8, dan r terhadap nilai bias,

varians dan MSE, dimana n adalah banyaknya sampel, 8 adalah parameter, dan r

adalah banyaknya sampel gagal yang diinginkan. Nilai n, 8, dan r ditentukan

untuk melihat pengaruh masing-masing nilai n, 8, dan r yang semakin besar

terhadap karakteristik dan bentuk Distribusi Rayleigh pada data sensor tipe I1.

Hal tersebut diuraikan dengan langkah sebagai berikut.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Menotasikan waktu kegagalan ke-1,2, ..., r dalam bentuk {t,., < --* < t,..,}
dengan 1 <r < n.

Menentukan fungsi likelihood untuk sampel data tersensor tipe II.

L0 = s, <]_[ Fts 9)> (St )™ (3.)

Menentukan penduga bagi 6 dengan menggunakan metode maximum

likelihood.

Menentukan penduga bagi & dengan menggunakan metode Bayes dengan

tahapan:

a. Mencari fungsi kepekatan peluang bersama f (t, 8) Rayleigh-Eksponensial
dengan mengalikan fungsi likelihood untuk sampel data tersensor tipe 11
dengan fungsi kepekatan peluang distribusi priornya yaitu Distribusi
Eksponensial.

b. Mendapatkan fungsi kepekatan peluang marginal dari fungsi kepekatan
peluang bersama f (t, 8) Rayleigh-Eksponensial.

c. Menetapkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari sampel acak
tersensor tipe Il t;~Rayleigh(6) dengan priornya
f(6)~Eksponensial(f)

d. Menentukan bentuk estimator Bayes dari 6.

o)

0 =E) =f 6.m(0|t) db
0

Mengevaluasi dan mengkaji penduga maximum likelihood dan Bayes yaitu
ketakbiasan, ragam minimum, dan konsisten.

Melakukan simulasi data menggunakan software R dengan langkah-langkah:
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1) Membangkitkan data berdistribusi Rayleigh dengan sampel kecil

berukuran kurang dari 30 yaitun = 25, r = 6,6 = 1.

2) Menentukan penduga bagi 6 dengan metode maximum likelihood dan

Bayes dengan nilai g = 1.

3) Ulangi langkah 1 dan 2 sebanyak 1000 kali.
4) Menghitung bias, varians dan MSE bagi penduga 8 dengan metode

maximum likelihood dan Bayes.
5) Ulangi langkah 1s.d. 4 untuk nilai@ = 2,60 = 3,0 = 4,0 = 5dan
B = 3 serta n dan r berbeda yang telah ditentukan pada Tabel 1 untuk

melihat apakah ada pengaruh n, r,dan 6 terhadap nilai bias, varians, dan

MSE 4.

Tabel 1. Nilai r untuk n yang ditentukan

Nilai n Nilai r
25%darin | 50%darin | 75% darin | sebanyakn
n =25 6 12 18 25
n =750 12 25 37 50
n =100 25 50 75 100
n = 400 100 200 300 400

6) Membandingkan hasil penduga untuk maximum likelihood dan Bayes

dengan mengamati nilai bias, varians, dan MSE.




V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat diambil kesimpulan yaitu penduga bagi

parameter 6 pada data sensor tipe Il Distribusi Rayleigh dengan menggunakan

2r
[Zr_, ti?]+t 2 (n—r

metode maximum likelihood adalah 8, = 3 dan metode Bayes

2(r+1)
[2{=1t12]+tr2(n—r)+%'

adalah 0 =

Secara analitik maupun empiris, penduga 8, dan 8, merupakan penduga yang
bias. Namun ketika r = n, penduga 8, merupakan penduga yang tak bias
asimtotik, namun tidak tak bias asimtotik ketika r < n. Besar bias kedua penduga
memiliki nilai yang bervariasi dan dipengaruhi oleh r dan parameter 6. Bias
penduga 8 juga dipengaruhi oleh besar nilai parameter dari distribusi priornya.
Kemudian, besarnya varians penduga 8, dan 85 juga dipengaruhi oleh r dan
parameter 6 serta 5 untuk distribusi prior penduga Bayes. Dengan variasi nilai 8
dan g, kajian simulasi menunjukkan bahwa penduga 8, memiliki varians yang
sedikit lebih kecil daripada penduga 8,. Secara empiris, penduga 8, dan 85
merupakan penduga yang tak konsisten, namun ketika r = n, penduga 8, dan 85

merupakan penduga yang konsisten.

Berdasarkan bias, varians, dan MSE-nya baik secara analitik maupun empiris,
penduga Bayes dengan prior Eksponensial lebih baik digunakan dalam pendugaan

dibandingkan penduga maximum likelihood, khususnya ketika r = n.
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5.2 Saran

Penelitian ini hanya membahas dan mengkaji pendugaan parameter bagi distribusi
Rayleigh pada data sensor tipe Il dengan metode pendugaan maximum likelihood
dan Bayes. Oleh karena itu, disarankan bagi peneliti lain untuk melakukan
pendugaan pararameter terhadap distribusi atau data sensor tipe lain serta dapat

melakukan penelitian serupa dengan menggunakan metode lain.
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