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ABSTRACT

CHARACTERISTICS OF MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION (MLE)
ON LAG SPATIAL REGRESSION MODEL

By

Nyoman Dina Safitri

Spatial regression is a regression based on the influence of place or spatial on the
data being analyzed. Spatial regression solutions sometimes has limitations in
fulfilling assumptions, especially assumptions regarding the problem of correlated
errors and the problem of heterogenity in errors. This is because observations at

one location have a fairly strong dependence with observations at other locations

that are close together, which is called the spatial effect. The parameter estimation
method used in estimating the parameters of the spatial regression model is Maximum
Likelihood Estimation. Maximum Likelihood Estimation (MLE) method is a method
for estimating unknown population parameters. In the process, this method seeks to
find an estimator value for the parameter that can maximize the likelihood function.
This study aims to examine the characteristics of the Maximum Likelihood Estimation
estimator in the spatial lag regression model. Based on the results of theoretical
studies that have been obtained that the estimator £ is an unbiased estimator, the
variance is minimum and consistent. While the estimators 2 and p are biased
estimators.

Keywords: Spatial Regression, Spatial Lag Regression, Maximum Likelihood
Estimation (MLE), Unbiased, Efficient, Consistent



ABSTRAK

KARAKTERISTIK PENDUGA MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION
(MLE) PADA MODEL REGRESI SPASIAL LAG

Oleh

Nyoman Dina Safitri

Regresi spasial merupakan regresi berdasarkan adanya pengaruh tempat atau spasial
pada data yang dianalisis. Penyelesaian regresi spasial kadang kala mengalami
keterbatasan dalam pemenuhan asumsi, terutama asumsi yang berkenaan dengan
masalah error yang berkorelasi dan masalah heterogenitas pada error. Hal tersebut
disebabkan karena pengamatan di suatu lokasi memiliki ketergantungan yang cukup
kuat dengan pengamatan di lokasi lain yang berdekatan yang dinamakan dengan efek
spasial. Metode pendugaan parameter yang digunakan dalam menduga parameter
model regresi spasial adalah Maximum Likelihood Estimation. Metode Maximum
Likelihood Estimation (MLE) merupakan metode untuk menduga parameter populasi
yang tidak diketahui. Dalam prosesnya, metode ini berupaya menemukan nilai
penduga bagi parameter yang dapat memaksimalkan fungsi likelihood. Penelitian ini
bertujuan untuk mengkaji karakteristik penduga maximum Likelihood Estimation
pada model regresi spasial lag . Berdasarkan hasil kajian teori yang telah diperoleh
bahwa penduga f merupakan penduga yang tak bias, ragam minimum dan konsisten.
Sedangkan penduga o2 dan p merupakan penduga yang bias.

Kata Kunci: Regresi Spasial, Regresi Spasial Lag, Maximum Likelihood Estimation
(MLE), Tak Bias, Ragam Minimum, Konsisten.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Analisis regresi merupakan metode yang digunakan untuk mengetahui

hubungan antar variabel. Pengaruh variabel tersebut dapat diterima jika asumsi-
asumsi yang mendasar terpenuhi. Jika salah satu asumsi tidak terpenuhi maka uji
analisis regresi tidak tepat digunakan untuk membuat model. Salah satu penyebab
tidak tepatnya model dari analisis regresi adalah terjadinya autokorelasi pada
error. Hal ini dapat terjadi karena adanya pengaruh lokal dari model analisis
regresi. Salah satu cara untuk menyelesaikan masalah ini adalah dengan analisis
regresi spasial. Analisis regresi spasial adalah salah satu metode yang digunakan
untuk menganalisis model akibat adanya pengaruh spasial. Pengaruh spasial
tersebut ada yang disebabkan oleh nilai observasi dari suatu pengamatan yang
dipengaruhi oleh nilai observasi lokasi lain. Karakteristik ini dinamakan spasial

lag.

Data spasial merupakan data pengukuran yang memuat suatu informasi lokasi. Pada
data spasial, seringkali pengamatan di suatu lokasi bergantung pada pengamatan di
suatu lokasi lain yang berdekatan. Cressie (1991) menyatakan bahwa data spasial
merupakan salah satu jenis data terikat (dependent) yaitu data pada suatu lokasi
dipengaruhi oleh pengukuran data pada suatu lokasi yang lain. Akibatnya, apabila
data spasial diselesaikan menggunakan analisis regresi linier dengan regresi kuadrat



terkecil akan menghasilkan model yang tidak tepat, karena pada analisis regresi linier
dengan OLS diasumsikan bahwa varians error tetap (homoscedasticity) dan tidak

terdapat ketergantungan antar error (autokorelasi) di tiap lokasi pengamatan.

Cara menganalisis data spasial merupakan masalah penting dalam ilmu statistik.
Literatur-literatur yang berkaitan dengan masalah spasial, terutama untuk data spasial
yang tidak stationer banyak dikembangkan oleh para ahli statistik, antara lain LeSage
(1994) mencari penduga koefisien autokorelasi dari regresi spasial univariat dengan
menggunakan regresi kuadrat terkecil. Seperti pada model regresi klasik, dalam
mendeteksi autokorelasi pada data tidak dapat dilihat secara langsung. Namun perlu
dilakukan melalui prosedur pendugaan parameter, salah satunya dengan metode
kuadrat terkecil atau Ordinary Least Square (OLS). Metode penduga ini
menggunakan prinsip meminimumkan jumlah kuadrat simpangan antara nilai
prediksi dan nilai sebenarnya. Metode kuadrat terkecil umumnya digunakan untuk
menaksir nilai-nilai numerik dari suatu parameter untuk menentukan fungsi yang
tepat untuk sekumpulan data dan untuk menggolongkan sifat-sifat dari taksiran

tersebut.

Dalam pengujian autokorelasi terdapat beberapa uji yang digunakan untuk
mendeteksi adanya dependensi spasial dalam model yaitu, uji Wald, uji Moran I,

dan uji Lagrange Multiplier (LM). Tenkorang dan Bridges (1999) menggunakan uji
Wald dan uji Moran | pada penelitian mengenai produksi ethanol di Amerika Serikat.
Pengujian Moran | digunakan untuk autokorelasi spasial global untuk data yang
kontinu. Melanjutkan penelitian tahun 1994, LeSage (2004) mencari penduga model
regresi spasial dengan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) dan
mendapatkan statistik uji dengan mencari rasio antara fungsi maximum likelihood di
bawah Hy dan fungsi maximum likelihood di bawah populasi. Pendugaan parameter
untuk regresi spasial lag menggunakan Maximum Likelihood Estimation (MLE) yang

memaksimumkan fungsi log-likelihood dari residual yang berdistribusi normal



sehingga dihasilkan penduga yang konsisten bahkan dalam jumlah observasi yang

besar.

Selain itu pengujian Moran | dikembangkan untuk meneliti ada tidaknya hubungan
spasial pada suatu variabel. Autokorelasi spasial terjadi karena adanya dependensi
(korelasi antar spasial) dalam cross section. Sedangkan spasial heterogenity terjadi
karena adanya perbedaan antara satu wilayah lainnya. Dependensi dalam data
regional dapat disebabkan oleh adanya variabel laten yaitu variabel yang
keberadaannya berpengaruh tetapi tidak dapat diukur secara langsung. Regresi
spasial dapat diterapkan dalam berbagai bidang, misalnya bidang ekonomi, geografi,

geologi dan lainnya. Dalam hal ini penelitian diterapkan pada bidang geografi.

Indeks pembangunan manusia (IPM) atau Human Development Index (HDI)
merupakan indeks pembangunan manusia yang dipergunakan untuk pencapaian hasil
dari pembangunan suatu daerah atau wilayah dalam 3 dimensi dasar pembangunan
yaitu lamanya hidup, pengetahuan/tingkat pendidikan dan standar hidup layak.
Konsep pembangunan manusia harus terpusat pada penduduk secara keseluruhan.
Pembangunan manusia memperhatikan bukan hanya pada upaya meningkatkan
kemampuan manusia. Pada dasarnya pembangunan manusia mempunyai empat
komponen utama yaitu produktifitas, pemerataan, kesinambungan dan pemberdayaan
(Kusumaningrum, 2018). Jika empat komponen tersebut dilaksanakan secara

maksimal, pembangunan manusia akan berhasil dengan baik.

Selain keempat faktor, faktor lokasi (spasial) juga mempengaruhi IPM di suatu

wilayah, hal ini dikarenakan kondisi demografi serta sumber daya setiap daerah yang
juga berbeda. Berdasarkan hukum geografi yang dikemukakan Tobler (Tobler’s first
law of geography) menyatakan bahwa segala sesuatu saling berhubungan satu dengan

yang lainnya, tetapi sesuatu yang lebih dekat akan lebih berpengaruh dari pada



sesuatu yang jauh (Anselin, 1988). Hal ini berarti adanya pengaruh lokasi diduga
akan memberikan efek ketergantungan spasial terhadap indeks pembangunan
manusia. Dalam skripsi ini, penulis menguji adanya autokorelasi pada regresi spasial
lag dengan menggunakan data IPM di Proinsi Lampung pada tahun 2020. Oleh
karena itu, peneliti merancang penelitian yang terdiri dari penetapan model regresi
spasial lag, mengasumsikan error, menetapkan matriks pembobot dengan
menggunakan matriks queen contiguty, memeriksa dari model regresi klasik untuk

mengetahui adanya autokorelasi, mencari penduga, dan uji signifikasi.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan penduga parameter dari model regresi spasial lag dengan
menggunakan MLE(maximum likelihood estimation) dan mengkaji
karakteristiknya.

2. Menggambarkan model regresi spasial lag pada data IPM di Provinsi Lampung
tahun 2020.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menambah wawasan dan pengetahuan tentang pengaplikasian model regresi
spasial dalam pengujian autokorelasi.

2. Pengembangan metode statistik dengan pengujian adanya autokorelasi pada

model regresi spasial lag dengan menggunakan statistik uji Moran.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Analisis Regresi

Analisis regresi (regression) adalah suatu metode yang berguna untuk menentukan
pola hubungan suatu variabel yang disebut sebagai dependent, dengan satu atau lebih
variabel yang menerangkan atau yang sering disebut sebagai variabel independent.
Tujuan dari analisis regresi adalah untuk memperkirakan nilai rata-rata dari variabel

dependent apabila nilai variabel yang menerangkan sudah diketahui (Sudjana, 2005).

Menurut Supangat (2007), misalkan adalah observasi dari variabel-variabel dependen
untuk pengamatan ke-i, adalah nilai observasi independent untuk pengamatan ke-i
dan merupakan error pengamatan ke-i. Misalkan terdapat k variabel independent dan

n pengamatan maka model regresi dapat dituliskan sebagai berikut:

y1=P1+ X120 + -+ Xy i B + &
V2 = B1 +Xp2f; + -+ X + &

Yan = B1 + Xp2f2 + -+ XpiBr + &n

Atau dapat ditampilkan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

y=XB +¢ (2.1)



dimana:

y = vektor observasi variabel dependent berukuran n x 1
X = matriks Kk variabel independent atau variabel regresi berukuran n x k
B = vektor parameter berukuran k x 1

& = vektorerrorn x 1

Atau dapat dituliskan dengan cara lain untuk lebih jelasnya sebagai berikut:

y=Xf+¢ (2.2)
Y1 1 x " X [Py &
1 . X £
3’52 -t Xo9 2:k ,8:2 n :2
Yn 1 Xn2 7 Xnk ﬁk €n

Menurut teorema GAUSS-MARKOQV, setiap penduga OLS harus memenuhi kriteria

BLUE, vaitu:

1. Best = yang terbaik

2. Linear = merupakan kombinasi linear dari data sampel

3. Unbiased = nilai harapan harus sama dengan nilai sebenarnya

Efficien = memiliki varians yang minimal di antara pemerkira lain yang tak

bias (Gujarati, 1995).

Penduga yang bersifat BLUE (Best Linear Unbiased Efficient) maka harus

memenuhi asumsi regresi klasik.



2.2 Asumsi Regresi Linier Klasik
2.2.1 Normalitas

Salah satu asumsi klasik yang harus dipenuhi dalam analisis regresi linier yaitu error
harus menyebar normal atau e~N (0, ¢2). Uji normalitas dapat dilakukan dengan
beberapa cara salah satunya yaitu dengan melalui uji Jarque Bera. Uji Jarque Bera
merupakan uji asimtotis atau sampel besar dan didasarkan atas residu OLS. Uji ini
mula-mula menghitung koefisien kemencengan (skewness) dan peruncingan
(kurtosis) (Gujarati, 2006). Jarque dan Bera telah mengembangkan statistik uji

berikut ini:

_ (5% (k=3)?
JB=n(Z+E2) (2.3)

dengan

1

n i=1(xi - f)3

(A5, - 92)

3/2

1

n i=1(xi - @4

e —f)Z)Z

dimana n merupakan ukuran sampel, s merupakan kemencengan (skewness) dan k
menyatakan peruncingan (kurtosis). Apabila statistik uji JB >x3 atau p-value < a

maka H,, ditolak artinya error tidak berdistribusi normal.

2.2.2 Multikolinearitas

Uji multikolinearitas yaitu untuk mengetahui adanya hubungan beberapa atau semua
variabel yang menerangkan dalam model regresi. Jika dalam model tersebut

memiliki kesalahan standar yang besar sehingga koefisien tidak dapat ditaksir dengan



ketepatan yang tinggi. Pemeriksaan multikolinearitas dapat dilakukan dengan
perhitungan bilangan kondisi atau condition index (CI). Nilai ini diperoleh
berdasarkan nilai eigen dari matriks (X’X). Apabila maks A dan A min masing-
masing menyatakan nilai eigen terbesar dan terkecil dari matriks (X°X) maka CI dapat

didefinisikan sebagai berikut:

_ |Pmaks
cl = /—pmm 2.4)

Multikolinearitas terjadi dengan ketentuan sebagai berikut:
Cl <10 : multikolinearitas rendah

10 < CI < 30 : multikolinearitas sedang

CI > 30 : multikolinearitas tinggi

(Sembiring, 1995).

2.2.3 Homoskedastisitas

Satu asumsi yang penting dalam regresi linier klasik ialah bahwa kesalahan
pengganggu mempunyai &; dan varian sama artinya var(e;) = E(g?) = o2 untuk
semua i dengan i =1,2,3,...,n. Asumsi ini disebut homoskedastisitas (Suprapto,
2004).

Menurut Kurniawan (2008) untuk menguji apakah error pada regresi linier bersifat
homoskedastik dapat dilakukan melalui uji Breush Pagan. Hipotesis yang berlaku
dalam uji homoskedastisitas ragam error adalah:

H, : ragam error bersifat homoskedastik



H, : ragam error bersifat heteroskedastik

Sedangkan statistik uji Breusch Pagan yaitu:
RZ,
F=—*— NFa,(k,n—k—l) (2.5)

=Tz
1 Rsz/n—k—l

dimana k menyatakan banyaknya peubah bebas.

Rﬁz diperoleh dengan cara meregresikan error terhadap k peubah bebas yang
dilibatkan termasuk intersep. R-square dari regresi tersebut yang dinamakan Rgz.
Apabila statistik uji F > Fg (4 n—k—1) atau P — value > a maka H, ditolak artinya

ragam error tidak homogen.
2.3 Model Regresi Spasial

Menurut Anselin (1988), model spasial yang melibatkan pengaruh spasial disebut
dengan model regresi spasial. Analisis data spasial merupakan suatu analisis data
untuk mendapatkan informasi pengamatan yang dipengaruhi efek ruang atau lokasi.
Pengaruh efek ruang tersebut disajikan dalam bentuk koordinat lokasi (longitude,
latitude) atau pembobotan. Salah satu pengaruh spasial yaitu autokorelasi spasial.
Adanya unsur autokorelasi spasial menyebabkan terbentuknya parameter spasial
autoregresif dan moving average, sehingga bentuk proses spasial yang terjadi sebagai
berikut:

y=pWy+XL +u (2.6)
dan
u1 = /1W2ut_1 + & (27)

dimana e~N (0, o?) tidak ada autokorelasi.
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Akibatnya model umum yang terbentuk adalah:
y=pW,y + XL + AW,u + ¢ (2.8)
dimana:

= vektor peubah dependent

= matriks yang berisi p peubah independent

y

X

B = vektor koefisien parameter regresi

p = koefisien autoregresif spasial lag dependent
A = koefisien autoregresif spasial error dependent
u

= vektor error yang diasumsikan memuat autokorelasi
W; = matriks bobot spasial lag peubah dependent

W, = matriks bobot spasial error

Hordijk dan Bivand dalam Anselin (2003) mengemukakan bahwa secara umum

parameter-parameter pada model regresi spasial dapat ditulis dalam bentuk:
0=[ppro?] (2.9)

a2 merupakan varians dan vektor error.

Menurut Anselin (2003), terdapat pula model regresi spasial yang memperhitungkan

pengaruh spasial lag dan spasial error atau disebut Regresi Spasial Gabungan Lag

dan Error. Model regresi spasial ini dapat digunakan dalam data cross-section dan

space-time. Data cross-section adalah data yang hanya melibatkan unit-unit spasial

pada satu titik waktu dan data space-time yaitu data yang melibatkan unit-unit spasial

pada deret waktu tertentu.

Berdasarkan parameter-parameter pada persamaan (2.7), maka model regresi linier
spasial dapat dibedakan menjadi 2 yaitu Model Regresi Spasial Lag dan Model
Regresi Spasial Error.
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2.3.1 Model Regresi Spasial Lag

Jika pada persamaan (2.6) memperhitungkan pengaruh spasial lag pada peubah

dependent dinyatakan A = 0, maka akan diperoleh bentuk:

y=pWy+XB +¢ (2.10)
Sehingga apabila ditulis dalam bentuk matrtiks adalah sebagai berikut:
Y1 Wy, Wi - Wi [V X11 X120 Xk [Pa &1
y:Z = Wg1 Wgz WZk 3’:2 n x:21 x2:2 xZ:k ,3:2 + 52
Yn Wn.l Wr;z " Wnk Yk xr.u xn‘z B x1:lk ﬁ‘k &n

y=pWy+XS +¢
dimana p adalah koefisien spasial autoregresif spasial lag dependent, W, matriks
bobot spasial peubah dependent dan & adalah vektor error dengan konstanta o2

variansi (Anselin, 1988).

2.3.2 Model Regresi Spasial Error

Model regresi linier dengan memperhitungkan pengaruh spasial pada error (p = 0
dinyatakan dengan:

y=XB+ (- AW,)™1 (2.11)
Menurut Anselin (1988) jika persamaan (2.4) dan (2.5) dinyatakan p = 0, maka akan
diperoleh bentuk persamaan sebagai berikut:

y=Xf+u
dimana

U = AWoue g + ¢
atau dapat ditulis:

y=Xp+AW,u + ¢

y=XB+(1—-AW,) 1 +¢ (2.12)

Sehingga apabila dituis dalam bentuk matriks, lebih jelasnya sebagai berikut:
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Y1 X11 X1z 7 %] [P Wi Wiz - Wip][wa &
Yn xr.zl xn.z x;lk ﬁ'k Wr;1 W7;2 Wnn Un En
y=XB+ AW, +¢ (2.13)

Dimana A adalah koefisien spasial autoregresif, W, matriks bobot spasial error dan &

adalah vektor error dengan konstanta variansi 2.

2.4 Autokorelasi Spasial

Autokorelasi adalah kondisi dimana terdapat korelasi atau hubungan antar
pengamatan (observasi), baik itu dalam bentuk observasi deret waktu (time series)
atau observasi cross-section. Menurut Suprapto (2004), autokorelasi adalah korelasi
antara anggota seri observasi yang disusun menurut urutan waktu (seperti data cross-
section), atau korelasi pada dirinya sendiri. Autokorelasi yang terjadi pada data
spasial disebut dengan autokorelasi spasial (spatial autocorrelation) yang merupakan

salah satu pengaruh spasial (spatial effects).

Autokorelasi spasial diekspresikan melalui pembobotan dalam bentuk matriks yang
menggambarkan kedekatan hubungan antar pengamatan atau lebih dikenal sebagai
matriks bobot spasial (spatial weight matrix). Salah satu kriteria penentuan matriks

bobot spasial yang dapat digunakan yaitu queen Contiguity Criterion.

Seperti pada model regresi klasik, dalam mendeteksi autokorelasi pada data tidak
dapat dilihat secara langsung. Namun perlu dilakukan melalui prosedur pendugaan
parameter dengan Metode Kuadrat Terkecil atau Ordinary Least Square (OLS).
Keberadaan autokorelasi pada OLS memiliki konsekuensi yaitu estimasi OLS masih

linier dan tidak bias, serta konsisten dan secara asimtotis berdistribusi secara normal.
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Statistik uji yang digunakan dalam menguji autokorelasi spasial dengan menggunakan

statistik uji Moran.

2.5 Uji Moran (Moran 1)

Pengujian Moran | digunakan untuk autokorelasi spasial global untuk data yang
kontinu. Pengujian Moran | adalah menguji residual dari model regresi untuk melihat

ada atau tidaknya dependensi spasial.

Koefisien Moran | digunakan untuk uji dependensi spasial atau autokorelasi antar
amatan atau lokasi. Sebelum melakukan pengujian adanya autokorelasi pada setiap
amatan terlebih dahulu mencari koefisien/parameter Moran | dengan menggunakan
MLE. Hipotesis yang digunakan dalam menguji autokorelasi adalah:

Hy: 1 =0 (tidak ada autokorelasi antar lokasi)

H,:1 # 0 (ada autokorelasi antar lokasi)

Statistik uji yang digunakan adalah:

Moran | variabel Respon yaitu digunakan untuk mengidentifikasi awal adanya
dependensi spasial. Statistik Moran | juga digunakan sebagai indeks untuk
mengidentifikasi bentuk persebaran dari observasi di setiap lokasi apakah
pengelompokan (cluster pattern), random pattern, atau uniform (dispersion) dengan
rumus:

[ = n Yy Xy jwij (=) (xj~%)
- %i(x;—%)2

(2.14)

dengan

n

5= 33wy

n
i=1j=1
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1
fo=- n—1
n[(n? —3n + 3)S; — nS, + 252]  k[(n? —n)S; —nS, + 25¢]
varllus) = T = D =352 (=D —2)(n = 3)5?
-1
Tn-1
dimana

n
k = Z (x; + %)*
i=1

n
1 1
51 EZ(WU' twy),S; = zz(w" +woy)’
i=1 =1

n
Wio = Z Wij
j=1

dengan x; adalah daya ke —i, x; data ke — j , x rata- rata data, var(l) varians Morans |,
dan E(I) adalah expected value . Pengambilan keputusan Hg ditolak jika |Zhitung| >
%- Nilai dari indeks | adalah antara -1 dan 1. Apabila I > I, maka data memiliki

autokorelasi positif, jika I < I, maka memiliki autokorelasi negatif (Anselin, 1996).

Keistimewaan dari statistik uji Moran adalah memerlukan estimasi di bawah hipotesis
nol dan hipotesis alternatif. Ini sama dengan uji Wald yang sama-sama memerlukan

hipotesis nol dan hipotesis alternatif.
2.6 Pemilihan Matriks Pembobot

Jika diilustrasikan tiga region pada suatu peta maka spasial matriks pembobot (W)
dapat diperoleh berdasarkan informasi jarak dari ketetanggaan (neighborhood) atau

dapat dikatakan jarak antar satu region dengan region lain. Ada beberapa cara
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alternatif yang dapat ditempuh untuk mendefinisikan hubungan persinggungan

(Contiguity) antar region tersebut.

Menurut LeSage (1999), cara itu antara lain:

1.

Linear Contiguity (persinggungan tepi): mendefinisikan W;; = 1 untuk region
yang berada di tepi (edge) kiri maupun kanan region yang menjadi perhatian,
W; = 0 untuk region lainnya.

Rook Contiguity (persinggungan sisi): mendefinisikan W;; = 1 untuk region
yang bersisian (common side) dengan region yang menjadi perhatian, W;; = 0
untuk region lainnya.

Bhisop Contiguity (persinggungan sudut): mendefinisikan W;; = 1 untuk
region yang titik sudutnya (common vertex) bertemu dengan sudut region yang
menjadi perhatian, W;; = 0 untuk region lainnya.

Double Linear Contiguity (persinggungan dua tepi): mendefinisikan W;; =

1 untuk dua entity yang berada di sisi (edge) Kiri dan kanan region yang menjadi
perhatian, W;; = 0 untuk region lainnya.

Double Rook Contiguity (persinggungan dua sisi): mendefinisikan W;; = 1
untuk dua entity di kiri, kanan, utara, dan selatan region yang menjadi perhatian,
W; = 0, untuk region lainnya.

Queen Contiguity (persinggungan sisi-sudut): mendefinisikan W;; = 1 untuk

entity yang bersisian (common side) atau titik sudutnya (common vertex) bertemu

dengan region yang menjadi perhatian, W;; = 0, untuk region lainnya.

Sebagai contoh dengan memperhatikan Gambar 1 apabila digunakan cara Rook

Contiguity maka akan diperoleh susunan matriks sebagai berikut:

c=[1 0 1

01 0

OlO]
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Karena matriks C merupakan matriks simetris dan dengan kaidah bahwa diagonal
utama selalu nol, maka perlu diadakan transformasi untuk mendapatkan jumlah baris

yang unit. Standarisasi matriks C menjadi:

0 1 0
1 1
W=|- 0 -—
2 2
0 1 0
Perkalian W dengan y berdasarkan pada ilustrasi, akan menghasilkan:

y' =Wy
y'1 0 1 0|y, Y1
P 1 1 ~ -
Y| =3 O 5|72 = |22 3Y2 (2.15)
sl lo 1 ofbs Vs

Persamaan 2.15 menunjukan hubungan linier yang menggunakan variabel y’ sebagai
variabel penjelas untuk y pada observasi sampel spasial cross sectional. y’ disebut

juga sebagai spatially lagged dari y.

Gambar 1. llustrasi Model Contiguity.

2.7 Pendugaan Parameter Regresi Spasial

Proses spasial seperti pada persamaan (2.4) dapat dibentuk menjadi persamaan
sebagai berikut:
y=pWiy+XB +¢



y—pWiy =Xp +¢

(I- pWpy = XB +¢

Ay =X +¢

e=Ay —XpB (2.16)
dimana A = I — pW; dan persamaan (2.7) dibentuk menjadi persamaan sebagai
berikut:

u=AWyu+¢

u—AWou =¢

1- AWyu=c¢
Dimisalkan I — AW, = B sehingga

u= 1_;w2 (2.17)

Dengan varian kovarian error adalah :

e=(1— AW,) (2.18)
var(e) = X atau dapat dinyatakan dengan matrik varian kovarian adalah:
EleTe]l =2 (2.19)

Karena & merupakan error yang diasumsikan memiliki rata- rata nol dan ragam X

yang masing —masing elemen diagonalnya bernilai a2. Sehingga ditransformasikan

17

dalam ventuk persamaan normal baku v~N (0,1) dengan elemen diagonalnya bernilai

1. Maka persamaan (2.19) diubah dalam model berikut:
v =312 (2.20)

Dengan vektor error acak ~N (0,1), sehinggga vektor error u pada persamaan (2.18)

menjadi

u=B"1x2%yp (2.21)
Dengan mensubtitusikan (2.16) pada persamaan (2.21), maka diperoleh
Ay = XB + B~="*" gtau dapat ditulis

v = z‘%B(Ay — XB)

E[vTv] =1 (2.22)

Sehingga v merupakan vektor dari error yang bersifat saling bebas.
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Transformasi vektor peibah acak v menjadi vektor peubah y dilakukan melalui

matriks Jacobian.
a
J = det (a_;)

1 1
— det (6(AyZ_ZB—X[>’Z_ZB>
ay

1 1
_ 0(AyXr 2B _ XBX 2B
=det ( 3y 3y )
1
= det (72B4) - 0
Sehingga persamaan (2.18) menjadi
u=(—-W)le

1
(I — AW)~ = det (Z_EBA)
i) 1 _1
det (a—;) = |=72BA| = 3721BI1Al (2.23)

Berdasarkan sebaran normal baku gabungan pada vektor v maka fungsi log likelihood

untuk gabungan vektor observasi y diperoleh sebagai berikut:

InGIB1) = I, < 1 )_Tn e%((Ay—XB)BZ_%>T<(Ay—XB)BZ‘%)
V2
Fungsi likelihood (L) yang didefinisikan sebagai fungsi kepadatan bersama dari
random error, ketika random error diasumsikan independent, maka distribusi
peluang dari y; terhadap B dan o2 merupakan hasil dari fungsi tersendiri (marjinal)

dimana I =1, 2, 3,...,n dinyatakan sebagai berikut:

— 1 1 TpTy—1
Ln(y|p,1) =Y <_e—§((Ay—Xﬁ) BT B(Ay_Xﬁ)))
yIB N
i 1 " 1 TpTy—-1
[—] e_E(Ay_Xﬁ) B'ET'B(Ay-Xp)

V2

(21)g e—%(Ay—Xﬁ)TBTE‘lB(Ay—Xﬁ) (2.24)
s
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Selanjutnya persamaan (2.24) diubah ke dalam fungsi likelihood sebagia berikut :
1

InL(B,a2ly) = In(2m) "% — 5 (4y = XBYTEB(4y - XB)

Subtitusikan kepersamaan (2.25)

ov\ _ 1 _ 1
det (E) = |=72BA| = £7|B] 14|
n 1 1
= —Eln(Zn) + InX7Z|B||A| — E(Ay —XB)TBTE1B(Ay — XB)
n 1 1
= —Eln(Zn) + InX72|B| + In|A| —E(Ay — XB)TBTE1B(4y — XB)

n n
= —Eln(2n) —Ean + In|B| + In|A| —

7 (Ay = Xp)TBTI'B(4y ~ Xp) (225)
dimanavTv = (Ay — XB)TBTx"1B(Ay — X8) merupakan jumlah kuadrat error.

1
Syarat determinan dari matriks Jacobian terpenuhi yakni |Z"EBA| > (, atau secara

parsial memenuhi syarat sebagai berikut:
|l = pW;| >0
|I = AW,| > 0
s 0w
i
Penduga maksimum likelihood dengan cara mengambil turunan pertama
secara parsial dari Log-Likelihood pada persamaan (2.25) terhadap masing-masing

parameter (8, p dan A).
2.8 Maximum Likelihood Estimation (MLE)

Misalkan y variabel random berdistribusi bernoulli dengan parameter
berukuran n. Metode maximum likelihood akan memilih nilai 6 yang diketahui

sedemikian hingga memaksimumbkan nilai probabilitas (likelihood) dari gambaran
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sampel secara acak yang telah diperoleh secara aktual. Karena untuk y = 0 atau

y = 1, dapat dihitung probabilitas sampel random dari joint p.d.f untuk y;, y,, v,

yaitu:

fo1=1,..,7,=0)=f(1,..,0) = [, 0%(1—6)Vi (2.26)
Jadi, fungsi likelihood nya adalah:

16ly) = f(8ly) = 6%=i(1 — )X 1 (2.27)
Sedangkan fungsi maximum likelihood nya adalah:

LBly) =InI(6ly) = Xi, i In6 + X, (1 - y)In(1 - 6) (2.27)

Untuk turunan pertama dan keduanya adalah sebagai berikut:

dL _ n 1 1

a0 - &i=1Yi g~ =11 -y )g (2.28)
d’L 1 1
102 i=1Yi 0z =11 =y )m (2.29)

Untuk memaksimumkan fungsi diperlukan menyamakan turunan pertama dengan nol
dan menyelesaikannya, sehingga menghasilkan 8 = % ™ 1 yi yang merupakan nilai

rata-rata sampel. Sedangkan turunan kedua selalu bernilai negatif untuk 0 < 8 < 1,
Sehingga 6 merupakan nilai maksimum global untuk fungsi log-likelihood (Aziz,
2010).

Misalkan y adalah sampel random berukuran n dari populasi berdistribusi normal,
maka parameter-parameter yang belum diketahui adalah 8’ = (8, ¢2). Sedangkan

fungsi log likelihood-nya adalah:

n o 2
L(6]y) = Inl {H\/%exp I—%(yla—z'g)l}
i=1

=In {(ZHJZ)"/Zexp [— %Z (yl;—z'g)zl}
i=1

= ~ZIn(2no?) — 1y, LB (2330)

o2
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2.9 Signifikasi Parameter Regresi Spasial

Anselin (2003) menyatakan bahwa salah satu prinsip dasar MLE adalah asymtotic
normality artinya semakin besar ukuran N maka kurva akan semakin mendekati kurva
sebaran normal. Pengujian signifikasi parameter regresi () dan autoregresif spasial
(2 dan p) secara parsial yaitu didasarkan pada nilai ragam error (¢%) yang berasal
dari distribusi asimptotik, sehingga statistik uji signifikansi parameter yang

dipergunakan yaitu:

Z hitung = (2.31)

s.bgy
Dimana s. b5, merupakan asymptotic standar error. Melalui uji parsial masing-
masing parameter  dengan hipotesis:
Hy: 8 = 0 artinya koefisien regresi layak digunakan pada model
H,: 0 # 0 artinya koefisien regresi tidak layak digunakan pada model

Dimana 6 merupakan parameter regresi spasial (yaitu , A dan p ) apabila Zp;zyng =

Za atau p — value < % , maka keputusannya tolak , artinya koefisien regresi layak
2

digunakan pada model.



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2020/2021, bertempat
di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data sekunder tentang IPM
Provinsi Lampung tahun 2020 yang diperoleh dari website Badan Pusat Statistik
(BPS) (https://lampung.bps.go.id/). (Diakses pada hari Rabu, 6 Januari 2021 pukul
14.38 WIB ). Data tersebut kemudian akan diolah dengan menggunakan bantuan
software GeoDa 1.18.0

3.3 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini akan dikaji karakteristik model regresi spasial lag dengan
metode pendugaan parameter Maximum Likelihood Penduga (MLE). Adapun
langkah-langkah yang dilakukan data penelitian ini sadalah sebagai berikut:


https://lampung.bps.go.id/
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1. Menduga parameter regresi spasial lag
a. Menetapkan model regresi spasial lag
y=pWiy +Xp +e¢

b. Mengasumsikan error ~ N(0, a2 (u;, v;))

c. Menentukan penduga parameter dari 3, p, dan a2 dengan menggunakan
metode MLE.

d. Memeriksa tak bias, ragam minimum (efisien), dan konsisten penduga
parameter pada model regresi spasial lag dengan MLE.

2. Uji Regresi Spasial Lag pada data IPM

a. Melakukan pengujian asumsi klasik regresi OLS di antaranya adalah
normalitas dengan uji Jarque Bera, multikolinearitas melalui Condition Index
(CI) dan homoskedastisitas melalui uji Breush Pagan.

b. Pemetaan wilayah IPM pada model regresi spasial

c. Menentukan matriks pembobot spasial dengan menggunak matriks queen
contiguity

d. Mendeteksi adanya autokorelasi spasial (spatial dependence) melalui statistik
uji Moran, dalam hal ini peneliti menyajikan Lagrange Multiplier Lag (LM-
Lag), Lagrange Multiplier Error (LM-Error) dan Lagrange Multiplier
SARMA (Spatial Autoregressive Moving Average) dimana dalam penelitian
ini Lagrange Multiplier tidak dilakukan.

e. Uji signifikasi parameter regresi spasial lag



V. Kesimpulan

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, kesimpulan yang diperoleh adalah sebagai

berikut:

1. Penduga parameter S pada regresi spasial lag dengan menggunakan metode
maximum likelihood estimation adalah sebagai berikut:

f = XXz D)Xz ly — XTx"1ypW)

Penduga £ pada model regresi spasial lag merupakan penduga yang tak bias bagi
B karena nilai harapannya sama dengan parameternya, penduga £ memiliki ragam
ragam yang minimum atau efisien. Jadi untuk B dengan metode maximum
likelihood estimation merupakan penduga tak bias terbaik.

2. Penduga parameter o2 pada regresi spasial lag dengan menggunakan metode

maximum likelihood estimation adalah sebagai berikut:

6% = %(y —XB — pWy)"(y — XB — pWy)
Karena nilai harapan 62 tidak sama dengan parameter itu sendiri maka penduga o
pada model regresi spasial lag merupakan penduga yang bias.
3. Penduga parameter p pada regresi spasial lag dengan menggunakan metode
maximum likelihood estimation adalah sebagai berikut:
p=WTZ W) 1(z-twy — BTX" 2-1Wy)
Karena nilai harapan p tidak sama dengan parameter itu sendiri maka penduga p
pada model regresi spasial lag merupakan penduga yang bias.
4. Model Regresi Spasial Lag pada data IPM di Provinsi Lampung tahun 2020
adalah sebagai berikut:
y = 0.829 + 0.106Wy + 0.571X; + 0.435X, + 1.202X5 + 0.001X,



DAFTAR PUSTAKA

Anselin, L. 1988. Spatial Econometrics: Methods and Models. Kluwer Academic,
Dordrecht.

Anselin, L. 1996. The Moran scatterplot as an ESDA tool to assess local
instability in spatial association. In Fischer M M, Scholten H, Unwin D
(eds). Spatial analytical perspectiveson GIS. London: Taylor and Francis.

Anselin, L. 2003. An Introduction to Spatial Regression Analysis in R.
http://sal.uiuc.edu/shuff-sum/pdf/spdeintro.pdf. Diakses pada tanggal 20
Februari 2021.

Aziz, A. 2010. Ekonometrika Teori & Praktik Eksperimen dengan MATLAB.
Malang: UIN Maliki Press.

Badan Pusat Statistik. 2020. Indeks Pembangunan Manusia Provinsi Tahun 2020,
Lampung. lampung.bps.go.id. Diakses pada hari Rabu, 6 Januari 2021 pukul
14.38 WIB.

Cressie, N.A.C. 1991. Statistic for Spasial Data. Revised ed. John Wiley and Sons,
New York.

Gujarati, D. 1995. Ekonometrika Dasar. Alih Bahasa Sumarno Zain. Erlangga,
Jakarta.

Gujarati, D. 2006. Dasar-Dasar Ekonometrika. Alih Bahasa Julius Mulyadi.
Erlangga, Jakarta.


http://sal.uiuc.edu/shuff-sum/pdf/spdeintro.pdf

45

Kurniawan, D. 2008. Regresi Linier. http://ineddeni.wordpress.com. Diakses pada
hari Rabu, 6 Januari 2021 pukul 14.55 WIB.

Kusumaningrum, R. A. 2018. Analisis FaktorFaktor yang Mempengaruhi
IndeksmPembangunan Manusia Provinsi Jawa Tengah Periode Tahun
2006-2016. Ull, Yogyakarta.

LeSage, J. P. 1994. Regression Analysis of Spatial Data. Journal Regional
and Policy. 27(2): 83-84.

LeSage, J. P. 1999. The Theory and Practice of Spatial Econometrics. Toledo:
Department of Economics University, Toledo.

LeSage, J. P. 2004. Lecture 1: Maximum Likelihood Estimation of Spatial
Regression Models. http://www4,fe,uc,pt/spatial/doc/lecturel,pdf. Tanggal
akses 21 januari 2021

Sembiring. 1995. Analisis regresi. 1TB, Bandung.

Sudjana. 2005. Teknik Analisis Regresi dan Korelasi bagi Para Penliti. Tarsito,
Bandung.

Supangat, A. 2007. Statistika Dalam Kajian Deskriptif, Inferensi dan
Nonparametrik. Kencana Prenada Media Group, Jakarta.

Suprapto, J. 2004. Ekonometri. Ghalia Indonesia, Jakarta.

Tenkorang, F & Bridges. 1999. Spatial Analysis of U.S Ethanol Production.
Research in Business and Economics Journal.


http://ineddeni.wordpress.com/
http://www4,fe,uc,pt/spatial/doc/lecture1,pdf

