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ABSTRACT

THE IMPLEMENTATION OF ROUGH SET ON A IDEAL STRUCTURE
OF ARING

By

Adhanis Tya Garnis

Let (U,0) be an approximation space where U non-empty set and 6 is an
equivalence relation on U. Equivalence relation is a relation that is reflective,
symmetric and transitive which will form separate partitions called equivalence
class. If X is a subset of U, then the equivalence class will form the upper
approximation of X and the lower approximation of X. If the upper
approximation of X and the lower approximation of X are not the same, then X is
called a rough set. If two binary operations are defined, then X will form a rough
ring if it meets certain conditions. If a non-empty set Y subset of X with two
binary operations is given, then Y is called an rough ideal in the rough ring if it
statisfies the conditions for rough right ideal and rough left ideal. Next, we give
an example of the commutative rough ring and rough ideal on a finite set. In

addition, we provide the properties of the rough ideal.

Keywords: Approximation space, upper approximation, lower approximation,

rough set, rough group, rough ring, rough ideal.



ABSTRAK

PENERAPAN KONSEP HIMPUNAN ROUGH PADA STRUKTUR IDEAL
SUATU RING

Oleh

Adhanis Tya Garnis

Diberikan pasangan (U, ) merupakan ruang aproksimasi dengan U himpunan
tak kosong dan 6 adalah relasi ekuivalensi pada U. Relasi ekuivalensi
merupakan relasi yang bersifat reflektif, simetris dan transitif yang akan
membentuk partisi-partisi yang saling lepas yang disebut kelas ekuivalensi. Jika
diberikan himpunan bagian X di U, maka kelas-kelas ekuivalensi akan
membentuk aproksimasi atas dari X dan aproksimasi bawah dari X. Jika
aproksimasi atas dari X dan aproksimasi bawah dari X tidak sama, maka X
disebut himpunan rough. Jika didefinisikan dua operasi biner, X akan
membentuk ring rough apabila memenuhi syarat-syarat tertentu. Jika diberikan
himpunan tak kosong Y subhimpunan dari X dengan dua operasi biner, maka Y
disebut ideal rough pada ring rough jika memenuhi syarat ideal kanan rough dan
ideal kiri rough. Selanjutnya diberikan contoh konstruksi ring rough dan ideal
rough komutatif pada himpunan berhingga. Selain itu, diberikan sifat-sifat ideal

rough pada ring rough.

Kata kunci: Ruang aproksimasi, aproksimasi atas, aproksimasi bawah,

himpunan rough, grup rough, ring rough, ideal rough.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori himpunan rough (rough set theory) merupakan teori himpunan pada
matematika yang dikenalkan oleh Zdzislaw Pawlak pada tahun 1982 untuk
pertama kali. Himpunan rough ini digunakan dalam menangani masalah yang
bersifat ketidakjelasan dan ketidakpastian. Banyak peneliti yang telah mengkaji
tentang teori himpunan rough, seperti penelitian yang dilakukan oleh Jerzy W.
Grzymala-Busse pada tahun 2005 yang membahas mengenai himpunan rough
dan penerapannya pada data mining, serta penelitian tentang implementasi teori
himpunan rough pada struktur aljabar seperti penelitian yang dilakukan oleh
Nabuaki Kuroki tahun 1997 tentang ideal rough pada semigrup. Penelitian oleh
Davvaz tahun 2004 tentang ring rough dan sifat-sifatnya dan penelitian oleh
Miao dkk., pada tahun 2005 yang mempelajari tentang grup rough, subgrup
rough, dan sifat-sifatnya. Selain itu, penelitian juga dilakukan oleh Isaac dan

Neelima pada tahun 2013 tentang ideal rough, serta berbagai penelitian lainnya.

Konsep dasar dari teori himpunan rough oleh Pawlak adalah relasi ekuivalensi.
Menurut Barnier dan Feldman tahun 1990, relasi ekuivalensi merupakan relasi
yang bersifat reflektif, simetris, dan transitif yang akan membentuk kelas-kelas
ekuivalensi.  Kelas ekuivalensi akan menentukan aproksimasi atas dan
aproksimasi bawah suatu himpunan bagian dari himpunan semesta. Pasangan
(U, 8) disebut ruang aproksimasi jika U merupakan suatu himpunan tak kosong
dan 6 adalah relasi ekuivalensi dari U. Jika X subhimpunan dari U, aproksimasi
bawah dari X yang dinotasikan dengan X, pada ruang aproksimasi (U,8)

merupakan gabungan dari kelas ekuivalensi yang terdapat dalam X, sedangkan

aproksimasi atas dari X yang dinotasikan dengan X pada ruang aproksimasi

(U, 8) merupakan gabungan dari kelas-kelas ekuivalensi yang irisannya dengan X



bukan merupakan himpunan kosong. Jika X — X # @, himpunan X disebut

himpunan rough.

Penelitian ini akan membahas penerapan konsep himpunan rough pada struktur
aljabar, yaitu struktur ideal pada suatu ring. Ring merupakan himpunan tak
kosong R yang dilengkapi dua operasi biner “+” dan “-” pada himpunan yang
memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Dalam konsep ideal, dikatakan ideal di
ring (R, +,) jika memenuhi sifat-sifat ideal kanan dan ideal kiri. Pada penelitian

ini juga dibahas sifat-sifat dari struktur ideal rough pada ring rough.

1.2 Tujuan

Berdasarkan latar belakangnya, tujuan dari penelitian ini adalah menerapkan teori
himpunan rough dalam mengkonstruksi struktur ideal suatu ring dari ruang
aproksimasi. Selain itu, akan diselidiki sifat-sifat dari ideal rough dan kaitan

antara ideal ring dan ideal rough pada ring rough.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini yang diharapkan dapat berguna bagi pembaca yaitu

sebagai berikut:

1. memberikan pengetahuan mengenai konsep ideal rough serta sifat-sifatnya,

2. mengembangkan wawasan penerapan himpunan rough dalam membangun
struktur ideal ring,

3. menjadikan tulisan ini sebagai referensi dan sarana pembelajaran untuk
mempelajari penerapan himpunan rough dalam membangun struktur ideal

ring.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Himpunan

Himpunan merupakan kumpulan benda-benda atau objek-objek yang dapat
didefinisikan dengan jelas, sehingga dengan tepat dapat diketahui objek yang
termasuk himpunan dan yang tidak termasuk dalam himpunan tersebut (Nuharini
dan Wahyuni, 2008).

Selain itu, berikut diberikan definisi himpunan menurut Wibisono (2008).

Definisi 2.1.1 Himpunan merupakan kumpulan objek-objek yang berbeda tetapi
dalam satu sisi dapat dikelompokkan menjadi suatu kesatuan. Objek-objek ini
disebut anggota atau elemen himpunan. Himpunan dinotasikan dengan huruf
kapital seperti A, B, C, ... dan anggota himpunan dinotasikan dengan angka atau
huruf kecil seperti a, b, c, ...(Wibisono, 2008).

Berikut ini akan diberikan beberapa operasi terhadap himpunan (Setiadji, 2009).

a. Gabungan dari dua himpunan A dan B, dinotasikan dengan A U B adalah
AUB ={x|x € Aatau x € B}.

b. Irisan dari dua himpunan A dan B, dinotasikan dengan A N B adalah
ANB ={x|x € Adan x € B}.

c. Selisih dari dua himpunan A dan B, dinotasikan dengan A — B adalah
A—B ={x|x€A, x¢B}.

Beberapa contoh sederhana dari himpunan antara lain: kumpulan bilangan bulat
positif, kumpulan kabupaten di Provinsi Lampung, dan lain-lain. Adapun contoh
yang bukan merupakan himpunan yaitu: kumpulan cerita-cerita komik yang

menarik karena suatu karya mungkin dikatakan menarik oleh seseorang namun



belum tentu menarik menurut orang lain. Berikut adalah contoh lain dari suatu

himpunan.

Contoh 2.1.1
Misal A merupakan himpunan bilangan prima kurang dari 15. Himpunan A dapat
ditulis A = {a]a < 15, a bilangan prima}, sehingga A = {2,3,5,7,11,13}.

Selanjutnya akan diberikan definisi dan contoh mengenai macam-macam
himpunan yaitu kardinalitas himpunan, himpunan kosong, himpunan semesta,

himpunan bagian, dan himpunan kuasa.

Berikut definisi dari kardinalitas himpunan.

Definisi 2.1.2 Kardinalitas dari suatu himpunan adalah jumlah elemen di dalam
himpunan tersebut. Kardinalitas dari himpunan A dinotasikan dengan (A) atau |A|
(Wibisono, 2008).

Selanjutnya diberikan contoh kardinalitas himpunan.

Contoh 2.1.2
Diberikan himpunan A = {2,3,5,7,11,13}. Kardinalitas dari himpunan A adalah
6, dinotasikan dengan |A| = 6.

Berikut ini diberikan definisi mengenai himpunan kosong (null set).

Definisi 2.1.3 Himpunan dengan kardinalitas 0 disebut dengan himpunan kosong.

Himpunan kosong dinotasikan dengan @ atau { } (Wibisono, 2008).

Selanjutnya diberikan contoh himpunan kosong.

Contoh 2.1.3
Diberikan himpunan A, dengan A merupakan himpunan bilangan asli yang
kurang dari 1. Karena bilangan asli mulai dari 1, dapat disimpulkan bahwa A

merupakan himpunan kosong atau A = @.



Berikut ini didefinisikan himpunan semesta (universal set).

Definisi 2.1.4 Semua himpunan yang ditinjau adalah subhimpunan dari sebuah
himpunan tertentu disebut himpunan semesta. Dengan kata lain himpunan
semesta adalah himpunan dari semua objek yang berbeda. Himpunan semesta
dinotasikan dengan U (Wibisono, 2008).

Selanjutnya, diberikan contoh himpunan semesta.

Contoh 2.1.4
Jika U merupakan himpunan seluruh tangga nada, maka U = {Do, Re, Mi, Fa,
Sol, La, Si}.

Definisi membahas mengenai himpunan bagian (subset) dari suatu himpunan.

Definisi 2.1.5 Himpunan A dikatakan himpunan bagian B jika dan hanya jika
semua elemen-elemen di A adalah elemen himpunan B, dinotasikan dengan
A € B (Wibisono, 2008).

Selanjutnya, diberikan contoh himpunan bagian.

Contoh 2.1.5
Diberikan himpunan A yang merupakan himpunan bilangan asli dan B adalah
himpunan bilangan asli positif. Himpunan B merupakan himpunan bagian dari A

atau B c A.

Berikut adalah definisi himpunan kuasa (power set).

Definisi 2.1.6 Himpunan kuasa dari himpunan A adalah suatu himpunan yang
elemennya merupakan semua himpunan bagian dari A, termasuk himpunan
kosong dan himpunan A itu sendiri. Himpunan kuasa dari suatu himpunan A
dinotasikan sebagai P(A4). Apabila himpunan A terdiri dari n anggota, maka
banyaknya anggota dari himpunan kuasa dari himpunan A adalah 2™ (Munir,
2005).



Selanjutnya diberikan contoh himpunan kuasa.

Contoh 2.1.6
Diberikan himpunan A = {2,3,5}, diperoleh |A| = 3. Oleh karena itu, P(A) =

23 = 8. Dengan demikian, himpunan kuasa dari himpunan A yaitu:

P(A) = {0,{2},{3},{5},{2,3},{2,5},{3,5},{2,3,5}}-

22 Grup

Untuk membahas definisi grup, sebelumnya dibahas terlebih dahulu mengenai
definisi operasi biner sebagai dasar pembentukan grup. Berikut diberikan definisi

operasi biner.

Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan tak kosong S dan a, b € S. Operasi biner " * "
pada himpunan S merupakan pemetaan yang didefinisikan sebagai *:S xS - S

sehingga (a * b) € S x S untuk setiap a, b € S (Ayres dan Jaisingh, 2004).

Untuk lebih memahami Definisi 2.2.1, diberikan contoh operasi biner sebagai
berikut.

Contoh 2.2.1

Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Operasi penjumlahan (4+) pada Z
merupakan operasi biner, karena operasi + dapat dinyatakan sebagai fungsi dari
Z X 7. — 7. yaitu untuk setiap (a,b) € Z x Z maka a + b € Z. Dengan kata lain,
operasi + tertutup di Z.

Operasi pembagian (:) bukan operasi biner pada Z, karena terdapat (a, b) € Z X
Z sehingga a: b ¢ Z. Hal ini menunjukkan operasi biner (:) tidak tertutup di Z.
Sebagai contoh (4,7) € Z X Z tetapi 4 : 7 & Z.

Menurut Herstein tahun 1975, sistem matematika merupakan himpunan yang
dilengkapi dengan satu operasi biner. Sistem matematika menjadi pengantar

dalam pembahasan pada grup. Berikut diberikan definisi dari semigrup.



Definisi 2.2.4 Himpunan tak kosong S bersama operasi biner * disebut semigrup

jika:

1. untuk setiap a,b € S berlaku a * b € S (S bersifat tertutup di operasi biner ),

2. untuk setiap a, b, c € S berlaku (a * b) * c = a * (b = ¢) (S bersifat asosiatif)
(Howie, 1976).

Selanjutnya diberikan contoh semigrup.

Contoh 2.2.4

Sistem matematika (Z, +) merupakan semigrup karena:

1. untuk setiap a, b € Z berlaku a + b € Z (memenubhi sifat tertutup),

2. untuk setiap a, b,c € Z berlaku a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ (memenuhi sifat

asosiatif).

Setelah memahami definisi dari operasi biner, selanjutnya akan diberikan definisi

mengenai grup.

Definisi 2.2.2 Sistem matematika (G,*) disebut grup jika memenuhi:

1. untuk setiap a,b € G, berlaku a * b € G (G bersifat tertutup terhadap operasi

"em:

2. untuk setiap a, b, c € G, berlaku (a * b) * c = a * (b * ¢) (G bersifat asosiatif
terhadap operasi " * "

3. untuk setiap a € G, terdapat e € G yang memenuhi a*xe =e*xa = a, (e
disebut elemen identitas di G);

4. untuk setiap a € G terdapat —a di G yang memenuhi a * (—a) = (—a) *a =

e (—a disebut invers dari a di G) (Herstein, 1975).

Grup dinotasikan dengan (G,*), dengan G merupakan himpunan tak kosong dan

"+ " merupakan operasi biner pada G.



Berikut ini diberikan contoh grup.

Contoh 2.2.2

Diberikan suatu himpunan bilangan bulat Z dan + merupakan operasi biner pada

Z, berikut akan ditunjukkan (Z, +) merupakan grup.

1. Untuk setiap a, b, ¢ € Z, berlaku (a + b) + c = a + (b + ¢).

2. Untuk setiap a € Z terdapat e = 0, sehingga a+e=a+0=0+a=¢e+
a = a. Oleh karena itu, 0 adalah elemen identitas terhadap operasi + di Z.

3. Untuk setiap a € Z terdapat —a € Z, sehingga a + (—a) = (—a) +a = 0.
Oleh karena itu, —a adalah elemen invers di Z.

Karena (Z, +) memenuhi semua aksioma grup, maka (Z, +) merupakan grup.

Setelah diberikan definisi dan contoh grup selanjutnya diberikan definisi grup

komutatif.

Definisi 2.2.3 Diberikan grup (G,*). Jika untuk setiap a,b € G, berlaku a * b =
b * a, maka grup G dikatakan grup komutatif (Arifin, 2000).

Berikut diberikan contoh grup komutatif.

Contoh 2.2.3
Diketahui grup (Z, +) dengan Z adalah himpunan bilangan bulat. Untuk setiap
a,b €Z, berlaku a+b =b+a. Oleh karena itu, (Z, +) merupakan grup

komutatif.

Selanjutnya diberikan definisi subgrup.

Definisi 2.2.5 Himpunan bagian tak kosong H dari suatu grup G dikatakan
subgrup dari G jika H membentuk grup terhadap operasi yang sama pada grup G
(Herstein, 1975).



Berikut diberikan contoh subgrup untuk lebih memahami Definisi 2.2.5.

Contoh 2.2.5
Diberikan grup (Z,+). Didefinisikan 7Z = {7n|n € Z} € Z, yaitu himpunan
semua bilangan bulat kelipatan 7. Diperoleh (7Z,+) merupakan grup. Oleh

karena itu, 7Z merupakan subgrup dari Z.

2.3 Ring

Setelah memahami definisi dari semigrup, grup dan subgrup, selanjutnya dibahas
definisi dari ring dan diberikan contohnya agar dapat lebih memahami teori ring.

Berikut diberikan definisi ring.

Definisi 2.3.1 Diberikan himpunan tak kosong R. Himpunan R bersama dengan

dua operasi biner " + " dan disebut ring jika memenuhi aksioma berikut.
i. (R, +) merupakan grup komutatif, yaitu:
1. untuk setiap a, b € R, berlaku a + b € R (bersifat tertutup di operasi +);
2. untuk setiap a,b,c € R berlaku a+ (b +c) =(a+b)+c (bersifat
asosiatif di operasi +);
3. untuk setiap a € R, terdapat e € R sedemikian sehinggaa +e =e+a =
a (e merupakan elemen identitas terhada operasi + di R);
4. untuk setiap a € R terdapat elemen —a € R sedemikian sehingga
a+ (—a) = (—a) + a = 0 ((—a) adalah elemen invers);
5. untuk setiap a,b € R, berlakua + b = b + a.
ii. (R,") merupakan semigrup, yaitu:
1. untuk setiap a,b € R, berlaku a - b € R (bersifat tertutup di operasi -);
2. untuk setiap a,b,c € R, berlaku (a-b)-c =a- (b-c) (bersifat asosiatif
di operasi -).
iii. Untuk setiap a, b, c € R berlaku:
1. a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (sifat distributif kiri)
2. (a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (sifat distributif kanan) (Herstein, 1986).
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Ring dinotasikan dengan (R, +,-), dengan R merupakan himpunan tak kosong dan

operasi "+ ", " - " merupakan operasi biner pada R.

Untuk lebih memahami definisi ring berikut diberikan contohnya.

Contoh 2.3.1
Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan (+) adalah operasi penjumlahan
dan (-) adalah operasi perkalian, maka berdasarkan Definisi 2.3.1, dapat diselidiki

bahwa:

i. (Z,+) merupakan grup komutatif, yaitu:
1. untuk setiap a,b € Z, berlaku a + b € Z (bersifat tertutup di operasi +);
2. untuk setiap a,b,c € Z berlaku a+ (b+c) = (a+ b)+c (bersifat
asosiatif di operasi +);
3. untuk setiap a € Z, terdapat 0 € Z sedemikian sehinggaa+0=0+a =
a (0 merupakan elemen identitas terhada operasi + di Z);
4. untuk setiap a € Z terdapat elemen —a € Z sedemikian sehingga
a+ (—a) = (—a) + a = 0 ((—a) adalah elemen invers);
5. untuk setiap a, b € Z, berlakua + b = b + a.
ii. (Z,) merupakan semigrup, yaitu:
1. untuk setiap a, b € Z, berlaku a - b € Z (bersifat tertutup di operasi -);
2. untuk setiap a, b, c € Z, berlaku (a-b)-c = a- (b - c) (bersifat asosiatif
di operasi ).
iii. Untuk setiap a, b, ¢ € Z, berlaku:
1. a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (sifat distributif kiri)
2. (a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (sifat distributif kanan)

Karena (Z, +,") memenuhi aksioma ring, Z merupakan ring.
Selanjutnya akan dibahas mengenai jenis-jenis ring yaitu ring dengan elemen
satuan dan ring komutatif. Berikut definisi ring dengan elemen satuan.

Definisi 2.3.2 Diberikan ring (R,+,"). Jika untuk setiap a € R dan terdapat

e €ER, berlaku a-e=e-a=a. Oleh karena itu, e disebut identitas di R.
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Dengan demikian, ring yang memuat elemen identitas disebut ring dengan

elemen satuan (Arifin, 2000).

Berikut ini diberikan contoh ring dengan elemen satuan.

Contoh 2.3.2
Diberikan (Z, +,") ring dengan Z adalah himpunan bilangan bulat. Untuk setiap
a € Z terdapat 1 € Z, berlaku a-1=1-a = a, yang berarti terdapat elemen

identitas di Z. Jadi, (Z, +,) merupakan ring dengan elemen satuan.

Berikut ini diberikan definisi ring komutatif.

Definisi 2.3.3 Suatu ring (R, +,") dikatakan ring komutatif jika dan hanya jika
operasi kedua () bersifat komutatif di R (Arifin, 2000).

Diberikan contoh ring komutatif sebagai berikut.

Contoh 2.3.3
Diberikan ring (Z, +,") dengan Z merupakan himpunan bilangan bulat. Untuk
setiap a,b € Z, berlaku a-b =b-a. Oleh karena itu, operasi (-) bersifat

komutatif di Z. Dengan demikian, (Z, +,-) merupakan ring komutatif.

2.4 Subring

Setelah diberikan definisi mengenai ring, selanjutnya diberikan definisi subring.

Berikut diberikan definisi subring.

Definisi 2.4.1 Diberikan himpunan tak kosong S < R, dengan (R, +,-) merupakan
ring. S dikatakan subring dari R jika dan hanya jika S merupakan suatu ring
terhadap operasi yang sama dengan R (Hartley dan Hawkes, 1970).

Definisi 2.4.2 Diberikan ring (R, +,") dan himpunan S < R. S disebut subring dari
R apabila untuk setiap a, b € S, berlaku:

1. S+0,
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2. a—bE€ES,
3. a-b€ES.

Oleh karena itu, syarat-syarat tersebut sudah memenuhi syarat dari suatu subring.
Karena S merupakan himpunan bagian dari R (S € R), maka S merupakan

subring dari R.

Berikut diberikan contoh subring.

Contoh 2.4.2

Diberikan (Z, +,") merupakan suatu ring. Akan ditunjukkan bahwa S = {0, 2, 4}

subring dari Zs.

1. S # @, syarat terpenuhi karena S = {0, 2, 4}.

2. Untuk setiap a,b € S, berlaku a—¢ b € S. Berdasarkan Tabel 2.4.1 dapat
dilihat bahwa a—¢ b € S. Oleh karena itu, untuk setiap a,b € S, a—¢b € S.

Tabel 2.4.1. Tabel Cayley a — b modulo 6 pada operasi penjumlahan

a—sb| 0 | 2 | 4
0 0| 4|2
2 2 10| 4
4 41210

3. Untuk setiap a,b € S, berlaku a4 b € S. Berdasarkan Tabel 2.4.2 dapat
dilihat bahwa a -¢ b € S. Oleh karena itu, untuk setiap a,b € S,a-¢, b € S.

Tabel 2.4.2. Tabel Cayley perkalian modulo 6 pada S

Ql|al|alf Sl

BN Ol o
NI | I NI
BN OIS

Dari (1),(2) dan (3) terbukti S = {0, 2, 4} adalah subring dari Z.
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Berikut diberikan sifat subring.

Teorema 2.4.3 Jika S; dan S, merupakan subring dari ring R maka S; N S, juga

merupakan subring dari R.

Bukti.
Diketahui R merupakan ring, dan S;,S, subring dari R. Akan ditunjukkan
S;NS, CR.
1. Karena S; dan S, subring dari R maka 0 € S; dan 0 € S,.
Jadi, 0 € S; N S,, sehingga S; N S, # @.
2. Diberikan sebarang a,b € S;nS,, sehingga a € S;, a €S, dan b € S;,
b € S,. Karena S; dan S, subring, makaa —b € S; dana — b € S,.
Oleh karena itu, a — b € §; N S,, untuk setiap a, b € S; N S,.
3. Diberikan sebarang a,b € S; NS,, sehingga a € S;, a €S, dan b € S;,
b € S,. Karena S; dan S, subring, maka ab € S; dan ab € S,.
Oleh karena itu, ab € S; N S,, untuk setiap a,b € S; N S,.

Jadi, terbukti bahwa S; N S, merupakan subring dari R. [ ]

2.5 ldeal

Pembahasan selanjutnya adalah ideal pada suatu ring. Berikut definisi ideal pada

ring.

Definisi 2.5.1 Diberikan (R, +,") suatu ring dan I < R dengan I # @. Himpunan
I dikatakan ideal kanan dan ideal kiri dari R jika:
i. I subgrup dari R terhadap operasi penjumlahan,

ii. untuk setiap a € I dan r € R berlaku ar € I dan ra € I (Herstein, 1975).
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Berikut adalah contoh ideal pada ring.

Contoh 2.5.1
Misalkan Z, = {0, 1, 2,3} merupakan ring. Akan ditunjukkan bahwa R = {0, 2}
merupakan suatu ideal. Karena untuk setiap a € I dan r € R berlaku ar € I dan

ra € I, maka terbukti bahwa R merupakan ideal dari Z,.

Selanjutnya diberikan definisi ideal utama, ideal prima dan ideal maksimal.

Berikut definisi ideal utama.

Definisi 2.5.2 Diberikan himpunan tak kosong U merupakan ideal pada ring R
yang dibangun oleh satu elemen di R disebut ideal utama (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980).

Diberikan contoh ideal utama sebagai berikut.

Contoh 2.5.2

Diberikan ring Z. Ideal nZ di Z merupakan ideal utama.

Berikut adalah definisi ideal prima.

Definisi 2.5.3 Diberikan himpunan tak kosong U merupakan ideal dari ring
komutatif R, himpunan U disebut ideal prima jika untuk setiap U # R dan
ab € U, maka a € U atau b € U (Raisinghania dan Aggarwal, 1980).

Diberikan contoh ideal prima sebagai berikut.

Contoh 2.5.3

Diketahui (Z, +,) merupakan ring dengan ({0}, +,") suatu ideal prima di Z.
U = pZ adalah ideal prima dengan p adalah bilangan prima. Diberikan 2Z dan
37Z merupakan ideal prima sedangkan 4Z bukan merupakan ideal prima karena
4 =2 X2 €47, tetapi 2 ¢ 47Z.
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Selanjutnya diberikan definisi mengenai ideal maksimal.

Definisi 2.5.4 Diberikan himpunan tak kosong U suatu ideal pada ring R. ldeal
U disebut ideal maksimal R jika U # R dan jika terdapat ideal sejati V dari R
sehinggaU €V € RmakaV = U atau V = R (Adkinds dan Weintraub, 1992).

Di bawah ini diberikan contoh ideal maksimal.

Contoh 2.5.4
Diberikan ring R = (Z,,, +,7) maka ideal maksimalnya adalah {0,3,6,9} dan

2.6 Relasi Ekuivalensi

Sebelum membahas definisi relasi ekuivalensi, terlebih dahulu dibahas mengenai
definisi relasi. Secara bahasa, relasi merupakan hubungan. Namun dalam ilmu

matematika, definisi dari relasi adalah sebagai berikut:

Definisi 2.6.1 Relasi 6 dari suatu himpunan S adalah himpunan bagian dari
SxS={(ab):ab €S} Dengan kata lain, suatu relasi 8 atas suatu himpunan
S merupakan aturan yang menghubungkan elemen dari himpunan S ke elemen
himpunan S itu sendiri (Suwilo dkk., 1987).

Berikut diberikan contoh relasi.

Contoh 2.6.1

Diberikan himpunan A = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Relasi 6 pada himpunan A
didefinisikan sebagai berikut:

0 = {(a,b) € A x Ala < b}, sehingga diperoleh 8 = {(1,2), (1,3), (1,4), (1,5),
(1,6),(1,7),(1,8),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(2,7),(2,8), (3,4),(3,5),(3,6), 37,
(3,8),(4,5),(4,6),(4,7),(4,8),(5,6),(5,7),(5,8),(6,7),(6,8),(7,8)}.
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Setelah memahami definisi relasi, selanjutnya dibahas definisi relasi ekuivalensi.

Definisi 2.6.2 Relasi 8 pada himpunan A disebut relasi ekuivalensi jika dan

hanya jika & mempunyai sifat refleksif, simetris dan transitif.

a. Relasi 6 pada himpunan A disebut refleksif jika dan hanya jika afa untuk
setiap a € A.

b. Relasi 8 pada himpunan A disebut simetris jika dan hanya jika a6b berakibat
bBa, untuk setiap a, b € A.

c. Relasi 6 pada himpunan A disebut transitif jika dan hanya jika a6b dan b8c
berakibat afc, untuk setiap a, b,c € A (Barnier dan Feldman, 1990).

Hal yang dilakukan untuk menentukan relasi ekuivalensi adalah memeriksa
apakah relasi tersebut memiliki sifat refleksif, simetris, dan transitif. Berikut

merupakan contoh relasi ekuivalensi.

Contoh 2.6.2

Diberikan himpunan U = {1,2,3,4,5,6,7}. Pada himpunan U didefinisikan relasi

@ yaitu afb dimana a,b € U jika dan hanya jika a — b = 2k, dengan k € Z.

Dengan kata lain, a — b dapat dibagi oleh 2. Berikut akan dibuktikan bahwa 6

merupakan relasi ekuivalensi pada U.

a. Untuk a € U, berlaku afa karena a —a = 0 = 2.0 dan 0 € Z. Oleh karena
itu, relasi @ bersifat refleksif.

b. Untuk setiap a,b € U, jika afb maka a — b = 2k untuk k € Z. Hal ini
berakibat b — a = —2k = 2(—k), dengan —k € Z. Jadi, bOa. Oleh karena
itu, relasi @ bersifat simetris.

c. Jika afb dan bOc maka a — b = 2k dan b — ¢ = 2j untuk suatu k,j € Z.
Hal ini berakibat a —c = (a—b) + (b —c) = 2k + 2j = 2(k + j), dengan
k + j = Z, sehingga dapat dikatakan bahwa afc. Oleh karena itu, relasi 6
bersifat transitif.

Dengan demikian, relasi 6 adalah relasi yang bersifat refleksif, simetris, dan

transitif. Jadi, & merupakan relasi ekuivalensi.
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2.7 Kelas Ekuivalensi (Equivalence Class)

Pada bagian ini dibahas mengenai definisi kelas ekuivalensi.

Definisi 2.7.1 Diberikan relasi & merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan A
dan a € A. Kelas ekuivalensi dari a pada 6 adalah [a]g = {x : x € A dan afx}.
Dengan kata lain, kelas ekuivalensi a pada 6 memuat semua elemen dalam

himpunan A yang mempunyai relasi dengan a (Barnier dan Feldman, 1990).

Berikut contoh dari kelas ekuivalensi.

Contoh 2.7.1

Berdasarkan Contoh 2.6.2, relasi 6 adalah relasi ekuivalensi pada U. Kelas
ekuivalensi dalam Contoh 2.6.2 adalah [1] = {1,3,5,7} atau himpunan bilangan
bulat ganjil dari himpunan U dan [2] = {2,4,6} atau himpunan bilangan bulat

genap dari himpunan U.

2.8 Ruang Aproksimasi (Approximation Space)

Setelah memahami definisi dan contoh mengenai relasi ekuivalensi, selanjutnya

akan dibahas mengenai definisi dari ruang aproksimasi.

Definisi 2.8.1 Pasangan terurut (U,6) dengan U # @ dan 6 adalah relasi
ekuivalensi pada U disebut ruang aproksimasi (Miao dkk., 2005).

Berikut diberikan contoh relasi ekuivalensi supaya lebih memahami definisinya.

Contoh 2.8.1
Berdasarkan Contoh 2.6.2, pasangan (U, 6) adalah ruang aproksimasi, dengan

U # @ dan 8 merupakan relasi ekuivalensi pada U.
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2.9 Aproksimasi Atas dan Aproksimasi Bawah (Upper Approximation and

Lower Approximation)

Setelah dibahas definisi ruang aproksimasi, selanjutnya dibahas aproksimasi atas
dan aproksimasi bawah. Berikut adalah definisi aproksimasi atas dan aproksimasi

bawah.

Definisi 2.9.1 Diberikan pasangan (U, 8) adalah ruang aproksimasi dan X adalah
himpunan bagian dari U dengan pemetaan:

Apr:P(U) -» P(U) x P(U)
Aproksimasi bawah dan aproksimasi atas didefinisikan sebagai berikut:
1.
2.

X ={x eU|[x]y nX # 0},
X ={x€eU|[x]y € X}.
X disebut aproksimasi atas dari X dan X disebut aproksimasi bawah dari X di

ruang aproksimasi (U, 8) (Davvaz, 2004).

Untuk memahami Definisi 2.9.1, diberikan contoh sebagai berikut.

Contoh 2.9.1
Diberikan ruang aproksimasi (U, 8) dengan himpunan U = {x;, x5, ..., x5} dan 8

adalah relasi ekuivalensi pada U dengan kelas ekuivalensi sebagai berikut:

E; = {x1, %2},
Ey = {x3,x4},
E3 = {xs},

Ey = {x6,x7},
Es = {xg, %0},

E¢ = {x10, X11, X12}-

Jika dipilih X = {x,, x3, x4, x5, X6, X7, Xxg}, mMaka aproksimasi atas X dan
aproksimasi bawah X adalah sebagai berikut:

X = {x1, %23 U {x3, x4} U {xs} U {x¢, x7} U {xg, X0}

= {x1, X2, X3, X4, X5, X, X7, Xg, Xo};
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X ={x3,%43 U {xs} U {x6,x7}

= {.X'g, X4, X5, X6, X7}.

Proposisi 2.9.2 Jika (U, 8) ruang aproksimasi dan X,Y < U, maka berlaku:
1. XcxcXx

=0
3. (XnY

2. U=U

RSt

0, U

-
[~

4. (XUY)=XUY
5. XCYberatiXcYdanXcVY
6. XUYC(XUY)

7. (XNY) S XNY (Isaac dan Neelima, 2013).

2.10 Himpunan Rough (Rough Set)

Menurut Pawlak (2002), metode rough set adalah suatu pendekatan matematis
baru untuk menganalisis pola data yang bersifat samar atau tak pasti. Berikut

diberikan definisi dari himpunan rough.

Definisi 2.10.1 Diberikan 68 merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan tak
kosong U, pasangan (U, 8) adalah ruang aproksimasi. Diberikan suatu himpunan
bagian X € U. Jika X — X # @, maka X disebut himpunan rough (Pawlak,
1982).

Berikut ini merupakan contoh himpunan rough.

Contoh 2.10.1
Berdasarkan Contoh 2.9.1, pasangan terurut aproksimasi bawah dan aproksimasi
atas dari X yaitu ({xs, x4, x5, X6, X7}, {X1, X2, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg, Xo}) Merupakan

himpunan rough di dalam ruang aproksimasi (U, 8).
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2.11 Ring Rough (Rough Ring)

Setelah memahami definisi dari ring dan himpunan rough, berikut diberikan

definisi dari ring rough.

Definisi 2.11.1 Diberikan ruang aproksimasi (U, 8) dan (+,") adalah dua operasi
biner pada U. Himpunan bagian R dari U disebut ring rough jika memenuhi

sifat-sifat berikut:

i. (1) untuk setiap x,y € X,x +y €R,
(2) untuk setiap x,y,z € R, (x + y) + z = x + (y + 2) sifat asosiatif berlaku
di R,
(3) untuk setiap x € R, terdapat e € R sedemikian hinggax + e = x = e + x,
e disebut elemen identitas rough (rough identity element),
(4) untuk setiap, x € R, terdapat y € R sedemikian hingga x +y =e =y +
x, y disebut elemen invers rough (rough inverse element),
(5) untuk setiap, x,y € R,x + y = y + x, (R, +) bersifat komutatif.
Dari lima kondisi pertama ini menunjukkan bahwa (R, +) adalah grup rough
komutatif (commutative rough group).
ii. (1) Untuk setiap, x,y € R,xy € R,
(2) untuk setiap x,y,z € R, (xy)z = x(yz) sifat asosiatif berlaku di R.
Dari dua kondisi ini menunjukkan bahwa (R,") adalah semigrup rough
(rough semigroup).
ili. Untuk setiap x,y, z € R, berlaku:
1) &c+y)z=(x2) + (y2),
) x(y+2) = (xy) + (x2).
Dua sifat ini merupakan distributif di R (Isaac dan Neelima, 2013).
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2.12 ldeal Rough (Rough Ideal)

Definisi 2.12.1 Himpunan bagian tak kosong I dari ring rough R dikatakan ideal
kanan (kiri) rough jika:
I. 1 merupakan subgrup rough terhadap operasi penjumlahan

(1) untuk setiapa,b €L,a+b €T,

(2) untuk setiapa € I,—a € I,

ii. untuksetiapa€ldanr €R,axr €l (rxa€l).

Jika I adalah ideal kiri rough (rough left ideal) dan ideal kanan rough (rough
right ideal) dari R, maka disebut ideal rough (rough ideal) atau disebut ideal dua

sisi rough (rough two-sided ideal) (Isaac dan Neelima, 2013).



1.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun 2021/2022, bertempat di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur sebagai berikut:

1. studi literatur dari jurnal, buku dan artikel ilmiah yang berhubungan dengan
penelitian ini,
2. mempelajari definisi dan teorema yang berkaitan dengan permasalahan yang

berhubungan dengan penelitian.

Langkah-langkah dalam mencapai tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:

Menentukan Menentukan relasi Menentukan kelas-
himpunan U dengan =3 ekuivalensi 6 pada |_g| kelas ekuivalensi
U+ Q. U. pada U.

|

. Menentukan himpunan
Membentuk ideal
rough dan Menentukan X< lt] denganthqt 2,
menentukan sifat- €= himpunan rough |- serka_men(_an uxan
sifat dari ideal rough Apr (X) = (X, X). aproksimasi atas (X)
% — dan aproksimasi bawah
' X).

Gambar 3.1. Gambar langkah-langkah mengkonstruksi himpunan berhingga



Berikut diberikan diagram metode penelitian.

Mempelajari aljabar abstrak yaitu: himpunan,
grup, ring, ideal
(Herstein, 1975 dan Herstein, 1986)

v

Mempelajari relasi ekuivalensi dan kelas
ekuivalensi
(Barnier dan Feldman, 1990)

v

Mempelajari ruang aproksimasi, aproksimasi atas dan aproksimasi
bawah (Davvaz, 2004 dan Miao dkk., 2005)

¥

Mempelajari himpunan rough (rough set)
(Pawlak, 1982 dan Davvaz, 2004)

v

Mempelajari ring rough, dan ideal rough
(Davvaz, 2004 dan Isaac dan Neelima, 2013)

v

Tahap 1
Mengkonstruksi contoh ring rough dan subring rough
komutatif pada himpunan berhingga

v

Tahap 2
Menyelidiki sifat-sifat ideal rough dari suatu ring rough
komutatif

v

Tahap 3
Menyelidiki kaitan ideal ring dan ideal rough pada ring rough

Gambar 3.2. Gambar diagram penelitian
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V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada Bab 1V diperoleh bahwa, pada teori ring
rough, apabila R merupakan ring rough maka subring S akan membentuk subring
rough pada ruang aproksimasi (U, 0) jika dibentuk dengan operasi biner yang

sama dengan R dengan syarat-syarat yaitu untuk setiap x,y € S, maka S # @,

x—y€ESdanxy €S.

Berdasarkan pembahasan ideal rough yang telah dikonstruksi sebelumnya, dapat
diambil kesimpulan bahwa setiap ideal sudah pasti merupakan ideal rough, tetapi
setiap ideal rough belum tentu merupakan ideal dan setiap ideal rough sudah
pasti merupakan subring rough. Jika I merupakan ideal rough pada ring rough
R, diberikan n ideal rough maka irisan dari setiap n ideal rough yaitu I; N I, N

...N I, merupakan ideal rough pada ruang aproksimasi tertentu dengan syarat

yaitu, ;, NI, N ...N1I, =1, NI, N ...N I, dan gabungan dari n ideal rough yaitu

I, UI, U ..Ul, juga merupakan ideal rough pada ruang aproksimasi tertentu

dengan syarat yang sama yaitu, ; UL, U ..U, =, UL, U..UI, = U.

Berdasarkan pembahasan cartesian product ideal rough, jika terdapat ring rough
R sebanyak n maka R; X R, X ... X R,, merupakan ring rough pada ruang
aproksimasi (U™, 0™). lJika L, I, ..., I, merupakan ideal rough dari ring rough
Ri,R,, ...,R, pada ruang aproksimasi (U™ 6™), maka I} XI, X ..XI,

merupakan ideal rough dari ring rough R; X R, X ... X R,,.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dan penelitian, dalam mengkonstruksi ideal rough pada ring
rough masih sedikit ditemukan sifat-sifatnya, tidak menutup kemungkinan masih
terdapat sifat-sifat lain dari ideal rough pada ring rough. Selain itu, dalam
mengkonstruksi ideal rough pada ring rough ke dalam contoh-contoh dapat
menggunakan himpunan yang bersifat non-komutatif atau himpunan universal

lain selain yang ada pada penelitian ini.
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