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ABSTRAK

PEMODELAN MATEMATIKA DAN SIMULASI NUMERIK
MODEL PENYEBARAN PENYAKIT BRUCELLOSIS PADA TERNAK

SAPI

Oleh

Azzahra Rioziah

Penelitian ini membahas tentang analisis dan model matematika penyebaran
penyakit Brucellosis pada ternak sapi. Brucellosis adalah penyakit yang
disebabkan oleh bakteri dari genus Brucella yaitu bakteri Brucella Abortus.
Penularan terjadi melalui kontak langsung, yaitu ketika terjadi perkawinan dan
melalui air atau pakan yang sudah terkontaminasi. Dalam penelitian ini model
matematika yang digunakan adalah model (Susceptable, Infected, Recovered),
yang menghasilkan dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Analisis kestabilan titik
kesetimbangan dilalukan dengan menggunakan bilangan reproduksi dasar ( ).
Sebagai ilustrasi dilakukan simulasi komputasi untuk melihat perilaku dari
masing-masing variabel tak bebas. Hasil yang diperoleh menunjukkan pada
waktu tertentu dengan di pengaruhi oleh laju transmisi yang menurun dan tingkat
pengobatan yang meningkat maka  penyakit akan hilang dari populasi karena
tidak ada lagi individu yang terinfeksi dan titik kesetimbangan bersifat stabil
asimtotik.

Kata kunci: Brucellosis, titik kesetimbangan, analisis kestabilan, bilangan

reproduksi dasar ( ).



ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING AND NUMERICAL SIMULATION OF
THE SPREAD OF BRUCELLOSIS IN CATTLE

By

Azzahra Rioziah

This study discusses the analysis and mathematical model of the spread of
Brucellosis in cattles. Brucellosis is a disease caused by bacteria of the genus
Brucella, namely Brucella abortus. This study aims to determine the mathematical
model of the spread of brucellosis in cattles, determine the equilibrium points,
basic reproductive numbers, the stability of equilibrium points and numerical
simulations of the spread of brucellosis in cattles. In this study the model used is
the SIR (Susceptable, Infected, Recovery) model, from the SIR model, two
equilibrium points are produced, namely the disease-free equilibrium point and
the endemic equilibrium point. The analysis carried out produces basic
reproduction numbers ( ). Next, a numerical simulation is performed to find out
the behavior and stability around the equilibrium point.

Key Words: Brucellosis, equilibrium point, stability analysis, basic reproduction
numbers ( ).
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Dalam dunia kesehatan, sering dijumpai berbagai macam penyakit yang

disebabkan oleh bakteri.  Salah satunya adalah penyakit Brucellosis. Penyebab

penyakit ini adalah bakteri dari genus Brucella yaitu bakteri Brucella Abortus.

Brucellosis telah lama dikenal dan diketahui menyerang manusia dan hewan,

termasuk hewan pada ternak sapi.

Brucellosis adalah penyakit zoonosis yang menularkan penyakit dari hewan dan

manusia. Sebagian besar kerugian ekonomi dan tingginya jumlah infeksi manusia

dilaporkan di wilayah Afrika, Asia, Suriah, Iran, Irak, dan Saudi Arabia.

Brucellosis menyebabkan kerugian ekonomi karena penurunan berat badan dan

kehilangan anak sapi yang menyebabkan berkurangnya produksi daging dan susu

(Tumwiine dan Robert, 2017).

Penyakit ini ditandai oleh peradangan pada selaput lendir janin yang berakibat

terjadinya keguguran atau janin prematur. Kerugian ekonomi yang ditimbulkan

sangat besar berupa kluron (keguguran), anak terlahir lemah kemudian mati, dan

gangguan alat reproduksi yang menyebabkan kemajiran (keadaan tidak dapat

beranak).  Pada sapi perah terjadi penurunan produksi susu.  Manusia biasanya

terinfeksi penyakit ini karena minum susu sapi dari hewan sakit yang tidak
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dimasak sempurna, karena menolong menangani kelahiran pada sapi atau

mengambil plasenta yang tertinggal (Akoso, 1996).

Munculnya penyakit ini mendapat perhatian khusus dari masyarakat tak terkecuali

ilmuwan, karena penyakit ini sangat merugikan baik dari segi kesehatan maupun

ekonomi.  Saat ini belum ada vaksin yang benar-benar dapat menyembuhkan

penyakit karena terinfeksi oleh bakteri genus Brucella ini.  Oleh karena itu perlu

ada intervensi yang dapat mengendalikan infeksi zoonotik pada hewan dan

mencegah penularan penyakit dari hewan dan  manusia yang mungkin dapat

menggunakan pendekatan yang lebih efektif dan ekonomis.  Infeksi zoonotik

adalah infeksi yang secara alami dapat ditularkan dari hewan ke manusia atau

sebaliknya.

Mengingat bahayanya penyakit Brucellosis pada sapi ini maka diperlukan

pengetahuan tentang bagaimana dinamika penyebaran penyakit Brucelosis pada

sapi. Banyak cara atau pendekatan untuk mengetahui dinamika penyebaran

penyakit Brucellosis pada sapi ini salah satunya dengan pendekatan model

matematika. Dengan demikian masalah yang akan dikaji pada penelitian ini

adalah bagaimana dinamika perilaku penyebaran penyakit Brucellosis melalui

pendekatan model matematika. Dengan mengetahui dinamika perilaku

penyebaran penyakit ini diharapkan dapat memperoleh strategi kontrol dalam

mengendalikan penyebaran penyakit Brucellosis pada sapi.

Model matematika berdasarkan dinamika penularan penyakit hewan telah lama

memberikan wawasan penting untuk memandu pencegahan dan kontrol penyakit.

Ini karena hasil dari pemodelan matematika dapat membantu untuk mencari
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keputusan yang sangat penting dan memberikan pemeriksaan dalam pembuatan

keputusan.  Pemodelan juga dapat digunakan untuk mengevaluasi strategi kontrol

terhadap infeksi untuk menentukan langkah-langkah kontrol yang optimal.  Model

yang digunakan dalam penelitian ini adalah model epidemi SIR. Model epidemi

SIR membagi populasi sapi menjadi tiga kelompok yaitu kelompok yang rentan

atau suspectible (S) yaitu kelompok individu sehat tetapi dapat tertular penyakit,

kemudian kelompok yang terinfeksi atau infected (I) yaitu kelompok individu

yang terinfeksi dan dapat menularkan penyakit serta kelompok yang sembuh atau

recovered (R) yaitu kelompok yang sembuh setelah terinfeksi penyakit.

Setelah mendapatkan model maka selanjutnya dilakukan simulasi numerik dengan

bantuan salah satu program aplikasi matematika. Simulasi numerik bertujuan

untuk melihat penyebaran penyakit Brucellosis pada ternak sapi dan perilaku

dinamik model.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan model matematika dari penyebaran

penyakit Brucellosis pada sapi dan perilaku dinamik model tersebut melalui

pendekatan analitik dan numerik.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah :

1. Mendapatkan model matematika dari penyebaran penyakit Brucellosis pada

sapi.
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2. Mengetahui analisis kestabilan dan simulasi numerik dari penyebaran

penyakit Brucellosis pada sapi.

3. Menambah pengetahuan tentang pemodelan matematika serta metode

numerik dari penyebaran penyakit Brucellosis pada sapi.
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II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial (differential equation) adalah persamaan yang melibatkan

variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya terhadap variabel bebas.

Persamaan diferensial terbagi menjadi dua jenis yaitu persamaan diferensial biasa

dan persamaan diferensial parsial.  Persamaan diferensial biasa adalah persamaan

yang menghubungkan fungsi yang tidak diketahui dari satu variabel dengan satu

atau lebih fungsi turunannya.  Jika adalah fungsi dari , maka contoh persamaan

diferensial biasa adalah

’ + = 2
Sedangkan persamaan diferensial parsial adalah persamaan yang di dalamnya

terdapat suku-suku diferensial parsial, yang dalam matematika diartikan sebagai

suatu hubungan yang mengaitkan suatu fungsi yang tidak diketahui, yang

merupakan fungsi dari beberapa variabel bebas, dengan turunan-turunannya

melalui variabel yang dimaksud, contoh persamaan diferensial parsial adalah

+ = 0
(Campbell & Haberman, 2008).
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Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat persamaan

diferensial, dengan fungsi yang tidak diketahui, dimana merupakan bilangan

bulat positif lebih besar sama dengan dua.  Bentuk umum dari suatu sistem

persamaan orde pertama mempunyai bentuk sebagai berikut:

= , , ,… ,
= , , ,… ,

..= , , ,… ,
Dengan adalah variabel bebas dan , ,… , adalah variabel terikat,

sehingga = ( ), = ( ), … , = ( ), dimana merupakan

derivatif fungsi terhadap , dan adalah yang tergantung pada variabel

, ,… , dan (Neuhauser, 2004).

2.2 Pemodelan Matematika

Pemodelan matematika merupakan proses dalam menurunkan model matematika

dari suatu fenomena berdasarkan asumsi-asumsi yang digunakan.  Proses ini

merupakan langkah awal yang tak terpisahkan dalam menerapkan matematika

untuk mempelajari fenomena-fenomena alam, ekonomi, sosial maupun fenomena-
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fenomena lainnya.  Secara umum dalam menerapkan model matematika untuk

mempelajari suatu fenomena meliputi 3 langkah, yaitu:

1. Pemodelan matematika suatu fenomena, perumusan masalah.

Langkah ini untuk menerjemahkan data maupun informasi yang diperoleh

tentang suatu fenomena dari masalah nyata menjadi model matematika.

2. Pencarian solusi/kesimpulan matematika.

Setelah model matematika diperoleh, solusi atas model tersebut dicari dengan

menggunakan metode-metode matematika yang sesuai.

3. Interpretasi solusi/kesimpulan matematika pada fenomena yang dipelajari.

Dalam matematika terapan, solusi yang berupa fungsi, angka-angka maupun

grafik tidak berarti banyak apabila solusi tersebut tidak menjelaskan

permasalahan awalnya.  Oleh karena itu, interpretasi solusi penting untuk

mengerti arti dan implikasi solusi tersebut terhadap fenomena awal dari mana

masalahnya berasal (Cahyono, 2013).

2.3 Brucellosis

Brucellosis adalah penyakit yang disebabkan oleh bakteri dari genus Brucella

yaitu bakteri Brucella Abortus. Brucellosis telah lama dikenal dan diketahui

menyerang manusia dan hewan, termasuk hewan pada ternak sapi. Penyakit ini

ditandai oleh peradangan pada selaput lendir janin yang berakibat terjadinya

keguguran atau janin prematur.  Angka kematian induk sangat kecil, namun
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kerugian ekonomi yang ditimbulkan sangat besar berupa kluron (keguguran) anak,

anak terlahir lemah dan kemudian mati, dan gangguan alat reproduksi yang

menyebabkan kemajiran (keadaan tidak dapat beranak).  Pada sapi perah terjadi

penurunan produksi susu.

Manusia biasanya terinfeksi penyakit ini karena minum susu sapi dari hewan sakit

yang tidak dimasak sempurna, karena menolong menangani kelahiran pada sapi

atau mengambil plasenta yang tertinggal. Infeksi terjadi melalui saluran makanan,

saluran kelamin, selaput lender atau kulit yang luka.  Kuman ini juga akan

memasuki uterus (rahim) sewaktu hewan bunting.  Anak sapi betina yang lahir

dari induk terinfeksi akan terus menyimpan bibit penyakit sampai mencapai usia

dewasa. Gejala yang paling terlihat adalah keguguran janin antara bulan ke 5

sampai bulan ke 8. Pada sapi jantan penyakit dapat menyebabkan peradangan

testis.

Pencegahan Brucellosis dapat dilakukan dengan menjaga kebersihan, manajemen

beternak yang baik, dan vaksinasi.  Sapi yang terinfeksi Brucellosis dapat

dipotong untuk dikonsumsi di bawah pengawasan dokter hewan.  Pemotongan

dilakukan dengan tetap menjaga lingkungan agar tidak tercemar. Tempat

pemotongan harus dibersihkan dan dibebashamakan.  Daging dapat dijual setelah

dilayukan dan sisa pemotongan dimusnahkan dengan dibakar dan dikubur (Akoso,

1996).
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2.4 Model (S-I-R)

Model SIR adalah model dasar tentang penyebaran penyakit.  Model SIR ini

pertama kali diperkenalkan oleh W.O. Kermack dan Mc. Kendrick dan kemudian

menjadi peranan penting dalam perkembangan matematika epidemi.  Di dalam

modelnya, populasi manusia dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu populasi rentan

atau susceptible disimbolkan dengan S, populasi yang terinfeksi atau infected

disimbolkan dengan I dan sembuh atau recovered disimbolkan dengan R.

S atau susceptible dalam pemodelan SIR merupakan individu yang tidak terinfeksi

tetapi golongan ini dapat tertular penyakit. Oleh karena itu golongan ini juga

memiliki kemungkinan atau menjadi terinfeksi menjadi I atau infected.

I atau infected merupakan individu yang dapat menyebarkan penyakit pada

individu yang susceptable. Waktu yang diperlukan oleh penderita infeksi

penyakit dinamakan periode penyakit.  Setelah mengalami periode penyakit

kemudian individu ini pindah dan menjadi individu yang sembuh atau recovered.

R atau recovered merupakan individu yang telah sembuh dan kebal dalam

kehidupannya.

Laju perubahan individu terinfeksi didefinisikan sebagai αsi-βi, dengan α

merupakan nilai transmisivitas, sedangkan β merupakan nilai laju penyembuhan.

Individu yang terinfeksi diasumsikan dapat kembali sembuh dengan probabilitas

konstan sepanjang waktu.  Berdasarkan asumsi ini, dapat dibentuk persamaan

diferensial sebagai berikut :

= −
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= −
=

Persamaan ini menggambarkan mengenai transmisi masing-masing individu dari

S ke I lalu ke R (Iswanto, 2012).

2.5 Linierisasi

Analisis kestabilan sistem persamaan diferensial tak linear dilakukan melalui

proses linearisasi.  Untuk mencari hasil pelinearan dari sistem persamaan

diferensial digunakan matriks Jacobi. Diberikan fungsi = ( ,… , ) pada

sistem ̇ = ( ) dengan ∈ ( ), = 1,2, … , . Matriks

( ̅) = ⎣⎢⎢
⎢⎡ ( ̅) ⋯ ( ̅)⋮ ⋱ ⋮( ̅) ⋯ ( ̅)⎦⎥⎥

⎥⎤

dinamakan matriks Jacobian dari di titik ̅ (Kocak dan Hole, 1991).

2.6 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan adalah sebuah keadaan dari suatu sistem yang tidak berubah

terhadap waktu.  Jika sistem dinamika diuraikan dalam sebuah persamaan

differensial, maka titik kesetimbangan dapat diperoleh dengan mengambil turunan
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pertama yang sama dengan nol.  Misalkan suatu sistem persamaan diferensial

dinyatakan sebagai berikut

= ( )̇ , ∈ ℝ (2.1)

Titik ∈ ℝ disebut titik kesetimbangan (titik equilibrium) Sistem (2.1) jika( ) = 0.  Titik ekuilibrium ∈ ℝ sistem (2.1) di katakan :

1. Stabil lokal jika untuk setiap > 0 terdapat > 0 sedemikian hingga untuk

setiap solusi ( ) yang memenuhi ‖ ( ) − ̅‖ < berlaku ‖ ( ) − ̅‖ <
untuk setiap ≥ .

2. Stabil asimtotik lokal jika titik ekuilibrium ∈ ℝ stabil dan terdapat> 0 sedemikian hingga untuk setiap solusi ( ) yang memenuhi‖ ( ) − ̅‖ < .  Berlaku →∞ ( ) = .
3. Tidak stabil jika titik ekuilibrium ∈ ℝ tidak memenuhi (1) (Wiggins,

2003).

2.7 Kestabilan Sistem

Kestabilan titik kesetimbangan merupakan kestabilan dari sistem linier atau

kestabilan dari linierisasi sistem tak linier.  Kestabilan pada titik kesetimbangan

ditentukan oleh tanda bagian real dari matriks Jacobian yang dihitung disekitar

titik kesetimbangan.  Jika adalah matriks yang berukuran × maka vektor

tak nol dinamakan vektor karakteristik dari jika memenuhi

=
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untuk suatu skalar yang memenuhi disebut nilai karakteristik matriks dan

dikatakan vektor karakteristik yang bersesuaian dengan .

Matriks Jaccobi dinyatakan sebagai berikut:

= ( ̅) = ⎣⎢⎢
⎢⎡ ⋯⋮ ⋱ ⋮⋯ ⎦⎥⎥

⎥⎤

Untuk mencari nilai karakteristik matriks yang berukuran × , maka dapat

dituliskan kembali persamaan = atau ekuivalen dengan ( − ) = 0,
mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya jika | − |=0.  Jika matriks= dan = 1 00 1 , maka dapat ditulis − ( + ) + ( − ) =0 (Derouich dan Boutayeb, 2008).

2.8 Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar dinotasikan dengan R0 adalah rata-rata banyaknya

individu rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu yang telah

terinfeksi.  Kondisi yang timbul adalah salah satu diantara kemungkinan berikut:

a. Jika < 1 maka penyakit akan menghilang.

b. Jika > 1maka penyakit akan meningkat menjadi wabah.

Bilangan reproduksi dasar merupakan parameter yang dapat digunakan untuk

melihat seberapa besar potensi penyebaran penyakit dalam suatu populasi.

Bilangan reproduksi dasar mempunyai nilai batas 1 sehingga jika nilai R0 kurang
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dari satu ( < 1), maka satu individu yang terinfeksi akan menginfeksi kurang

dari satu individu rentan sehingga penyakit kemungkinan akan hilang dari

populasi.  Sebaliknya, jika R0 lebih dari satu ( > 1), maka individu yang

terinfeksi penyakit akan menginfeksi lebih dari satu individu yang rentan sehingga

individu yang terinfeksi di dalam populasi menyebar (Derouich dan Boutayeb,

2008).
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III. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2020/2021 di

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah model epidemi SIR. Model

epidemi SIR membagi populasi sapi menjadi tiga kelompok yaitu kelompok yang

sehat tetapi dapat tertular penyakit, kemudian kelompok yang terinfeksi dan dapat

menularkan penyakit serta kelompok yang sembuh.

Adapun langkah-langkah yang di lakukan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Membuat asumsi-asumsi yang akan dilakukan.

2. Memformulasikan model penyebaran penyakit Brucellosis berdasarkan

asumsi.

3. Menganalisis model penyebaran penyakit Brucellosis.

4. Menentukan titik kesetimbangan dari penyebaran penyakit Brucellosis.
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5. Menentukan kestabilan sistem dengan mencari nilai eigen dari matriks

Jacobian.

6. Melakukan interpretasi.



V. PENUTUP

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dipaparkan mengenai penyebaran

penyakit Brucellosis pada ternak sapi, maka didapatkan kesimpulan sebagai

berikut:

1. Model matematika SIR pada penyebaran penyakit Brucellosis pada ternak

sapi, yaitu

= + (1 − ) + ( − )
= − [(1 − ) + + ] + +

= − + ( − )
2. Dari model penyebaran penyakit Brucellosis yang didapatkan maka

diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas

penyakit dengan = ( ( ), ( )) = (1,0) dan titik kesetimbangan

endemik dengan = ( ), ( ) = ( )( ) , ( ) .

3. Dari titik kesetimbangan yang didapatkan maka didapatkan titik kestabilan

yaitu stabil asimtotik untuk semua titik kesetimbangan karena nilai dari< 1.
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