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ABSTRACT

MATRIX TRANSFORMATION FROM THE SECOND DIFFERENCE
SEQUENCE SPACE DELTA ONE, DELTA TWO, AND DELTA
THREE TO THE SECOND SEQUENCE SPACE

by

NADYA ARISTIAWATI SITORUS

In this study, the necessary and sufficient conditions are presented so that the
transformation of the matrix is linearly continuous from the second difference
sequence space delta one, delta two, and delta three to the sequence space of a
second-order sequence. Furthermore, some examples are given as an application.

Key words: matrix transformation, difference  sequence  space
2,(A1), £,(A,), £,(A3), second sequence space (£5).



ABSTRAK

TRANSFORMASI MATRIKS DARI RUANG BARISAN SELISIH
TINGKAT DUA DELTA SATU, DELTA DUA, DAN DELTA
TIGA KE RUANG BARISAN TINGKAT DUA

oleh

NADYA ARISTIAWATI SITORUS

Pada kajian ini disajikan syarat perlu dan cukup supaya transformasi matriks
bersifat linear kontinu dari ruang barisan selisih tingkat dua delta satu, delta dua,
dan delta tiga ke ruang barisan barisan tingkat dua. Selanjutnya diberikan
beberapa contoh sebagai penerapannya.

Kata kunci: transformasi matriks, ruang barisan selisih £,(A,),€,(4A,),€,(A3),
ruang barisan tingkat dua (¢,).
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DAFTAR SIMBOL DAN NOTASI

= Barisan bilangan dengan k € N

= Barisan bilangan tak hingga dengan & = (u) € R

= Barisan Cauchy dengan @® = (i, (")

= Himpunan barisan bilangan dengan 1 < p < o

= Selisih ke —k dengan k € N

= Barisan selisih ke —k terhadap barisan @ = (uy,)

= Himpunan barisan bilangan selisih ke —n dengan n € N
= [a],,,, adalah matriks dengan a,,,, € R

= Mutlak u

= Norm

= Himpunan

= Pemetaan oleh A
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I.  PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Pesatnya perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi mempengaruhi berbagai
aspek, tidak lain ilmu matematika yang memiliki peranan penting dalam
prosesnya. Teori dasar matematika digunakan sebagai acuan pemikiran sebagai
bahan pertimbangan dan pengambilan keputusan. Bidang kajian matematika
mengenai analisis ini diantaranya membahas tentang konsep ruang barisan. Salah
satu topik mengenai ruang barisan adalah transformasi linear, khususnya

transformasi matriks.

Transformasi matriks dapat dilakukan melalui perkalian matriks sehingga,
transformasi linear dari R™ ke R™ dapat disebut sebagai transformasi matriks.
Misalkan matriks A,,., sebagai transformasi linear dari R™ ke R™. Dalam hal ini
matriks memetakan barisan ¥ = {x;, %5, ..., X} €E R™ ke barisan J =
{y1, V2, o, V3 € R™. Penelitian ini akan difokuskan pada matriks tak hingga dan
mengkaji transformasi pada ruang barisan ke ruang barisan tertentu. Sebagai
contoh, misalkan A = [a,x],n, k = 1,2, ... dan diketahui X danY adalah ruang
barisan, selanjutnya A dapat dihubungkan dengan suatu transformasi T,: X — Y,

dengan x = {x;} € X oleh T, di petakan ke A(x) € Y, maka

a1 Qg
Ax = a21 a22
allxl + a12X2 + cee

Ax: a21x1+a22x2+"' EY




Sehingga [Ax], = A,(x) = X7~ auXxr ,dengan A,(x) suatu deret konvergen
untuk setiap n. Jadi barisan {4, (x),A,(x), ...} € Y adalah peta barisan {x, x5, ... }
terhadap transformasi T,. Matriks tak hingga pada transformasi linear dalam
penelitian ini harus memenuhi beberapa syarat agar dapat dilakukan pemetaan

tersebut.

Berdasarkan uraian diatas, akan dikaji dan dipelajari syarat transformasi ruang
barisan untuk barisan £, pada ruang barisan selisih tingkat dua delta satu, delta
dua, dan delta tiga mengenai syarat ruang barisan selisih tingkat dua serta mencari
bentuk matriks tak hingga seperti apa yang memenuhi. Selanjutnya, dibatasi
masalah dalam model penelitian ini adalah U = #,(A), U =¢,(4,), U=
£,(A3) danV = ¢,.

1.2. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji syarat mentransformasi matriks
A vyang memetakan dari ruang barisan U = £,(A), U =+4,(A,), U=
‘gz(Ag) keV = ‘82.

1.3. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1. Mengetahui konsep dan penerapan dari transformasi matriks pada ruang
barisan selisih.

2. Dapat memberi referensi untuk meneliti lebih lanjut mengenai transformasi

matriks pada ruang barisan selisih lainnya.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Barisan

Definisi 2.1.1

Jika X : N —> R adalah barisan bilangan real maka nilai fungsi Xdin € N
dinotasikan sebagai (x,,) (Bartle dan Sherbert, 2000).

Contoh:
Diberikan barisan (x,) = (%) dengann = 1,2,3, ....

Sehingga (i) = {1%§ } merupakan barisan real.

Definisi 2.1.2

Barisan bilangan real (x, : n € N) dikatakan konvergen ke x € R, limit dari
(x, : n € N), apabila V £ > 0 ada bilangan asli N sedemikian sehingga Vn > N
maka |x,, — x| < . Pernyataan barisan bilangan real X konvergen atau menuju x
dapat dinyatakan sebagai

lim x,, = x atau x,, = x
n—-oo

Titik x disebut titik limit barisan (x,,) (Bartle dan Sherbert, 2000).



2.2.  Ruang Barisan

Definisi 2.2.1

Menurut Darmawijaya (2007), diberikan X yaitu koleksi semua barisan bilangan

real, X = {t = () : u;y € R} Vp € Rdengan 1 < p < oo didefinisikan:

tp =48 =(y) cR: <Z|uk|p)
=1

P
dan norm pada ¢, yaitu

1
> P
il = (Zlukw)
k=1

Definisi 2.2.2

Himpunan dari barisan bilangan disebut ruang barisan ¢, apabila memenuhi
syarat berikut:
£, = (%= (x) CR: I, |x, [P < )
£, koleksi barisan bilangan yang .71 x, [P < oo.
2,(0) = {# = (x,) : Ax € 4, }
£,(A) koleksi barisan bilangan yang Ax € £,,.
£,(4;) = {fc = (x,): Ayx € {’p}
£, (A;) koleksi barisan bilangan yang A,x € £,
(H.Kizmaz, 1981).



2.3.  Ruang Vektor

Definisi 2.3.1

Ruang vektor atau ruang linear adalah himpunan tak kosong vektor VV yang dapat
dijumlahkan dan dikalian skalar dengan suatu bilangan menghasilkan vektor yang
memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. r+s€vV

2. r+s=s+r

3. ada0€V,sehingga0+s=s+0=s

4. r+(s+t) =@ +s)+t

5. ada—s € V,sehinggas+ (—s) =(-s)+s=0
6. kreV

7. k(r+s)=kr +ks

8. (k+Dr=kr+1r

9. k(mr) = (km)r

10.1r =7

2.4. Ruang Bernorm

Definisi 2.4.1
Ruang linear dikatakan bernorm jika terdapat fungsi ||-|| : U - R yang memenuhi
aksioma:
1. |lull=0 Yu€eU;
[lull =0 jika dan hanya jikau = 0
2. |laull = la]| - lull Vadanu € U;

3 Jlu+vll < llull+ vl Yuveu

sehingga bilangan non negatif ||x|| disebut norm vektor x, dengan notasi (X, ||:]|)

(Darmawijaya, 2007).



Teorema 2.4.2

Ruang bernorm terhadap norm ||-|[,, merupakan ruang barisan £,(1 < p < o)

(Darmawijaya, 2007).

Bukti:

Diberikan sebarang ¥ = (x,),y = (y,) € £, dengan 1 < p < oo dan skalar «

sehingga diperoleh:

1

1 |I%ll, = C&r=1lxnP)? = 0 karena |x,| = 0 untuk setiap n.

1
IZll, = Gn=ilxxP)p =0 [x,| 20 Vne ¥ ={0}=0

1 1
2. laxll, = Gr=ilaxyP)? = lal (X3=1lxn [P)P = lalllx]l,

Jelas bahwa ||ax||,, < o.

1 1
3. X+, < Ixll, + I7ll, = Er=ilxnP)? + GRzilyn[P)P <
Berdasarkan 1,2 dan 3 terbukti bahwa £, merupakan ruang linear dan norm |||,

pada norm #,,. Jadi, (¢, , |I-Il,) ruang bernorm.

Definisi 2.4.3

Barisan Cauchy adalah barisan (x,) di ruang bernorm (X, ||-|]) jika V& >0
terdapat n, € N, sedemikian sehingga Vm,n >n, berlaku |[x,, — x,ll < ¢
(Bartle dan Sherbert, 2000).

Contoh:

Misalkan (%) merupakan barisan Cauchy. Diberikan € > 0, pilih n, € N.

Maka V m,n = n, berlaku ||x,, — x,|| < €.

Bukti:

Diberikan sebarang € > 0, jika m,n = n, maka % < !

1oL
n Ng
Tinjau:

1

1 1 1
1<+ |-
m n m n



<

3=

Pilih ny > S sehingga jika m,n = n, maka

1 1 1 1 1 1 2
— - <—t-<—t+—=><e¢

m n m n Un Un Un

Teorema 2.4.4

Barisan Cauchy merupakan barisan yang konvergen di dalam ruang bernorm

(X, |I1l) (Bartle dan Sherbert, 2000).

Bukti:

Diberikan (x,) € X dengan lim x, = x dan € <0 maka 3n € N sedemikian
n—->oo

sehingga berlaku d(x,x,) <>, Vn=N, akibatnya m,n=N berlaku

d(xp, %) < d(x, %) +d(x,x,) < €.

Definisi 2.4.5

Jika setiap barisan Cauchy konvergen maka dapat disebut ruang bernorm yang
lengkap (Bartle dan Sherbert, 2000).

Teorema 2.4.6

Ketaksamaan Young; diberikan %+$= 1 dan p >0, g < . Sehingga untuk

skalar @ dan B benar untuk |af| < % + g (Darmawijaya, 2007).

Bukti:

Benar bahwa ~+==1 kemudian +q =pq,2=—dan £=—, diambil
P q a q-1 p p-1

kurva y = xP~1;jadi x = y971. Diperoleh |aB| = L persegi panjang < L | + L Il

yaitu



jal 181 alP 1814
laB| Sf xp‘ldx+f yildy = ] +ﬂ
0 0 p q

Teorema 2.4.7 ( Ketaksamaan Ho’lder)

1. Jikaii = (uy) € £, dan ¥ = (vy) € £, maka

[ee]

R

k=1

oo
< D il < il - 191
k=1

2. Diketahui % + é =1danp = 1,q < oo maka

o)

IR

k=1

[oe)

kavkl < llal, - vl

k=1

(Darmawijaya, 2007).
Bukti:

1. Jika@i = (uy) € £, dan ¥ = (v,,) € £, cukup jelas bahwa

[oe] [oe] o0
Zukvk < Zlukvkl = Zlukl vkl
k=1 = =

©o
< ) hul - suplvil = il - 151l
k=1

Terbukti.

2. Jikaii = (uy) € £, dan ¥ = (v},) € £, cukup jelas bahwa

(o] (o] o]
Zukvk = Zlukvkl = Zlukl vy
k=1 k=1 k=1

Karena % + g = 1, dapat kita buktikan bahwa

© (o]

~ ~ luel vl
Z|uk| vl < il - 171l atau <1
k=1 £

= izl Nzl

dengan Teorema Young diperoleh
i el vl <zw <1<|uk|>”+1<|vk|>">
lall, N5l — Lan=1 \p \IlZll, q \IIZll

p q
_lyo <|uk|> +lyo (lvk|> _
p “=\lall, a ==\l

=1

1 1
4=
p q

Terbukti.



Teorema 2.4.8

Ketaksamaan Minkowski ialah jika 1 < p < co maka V @i = (uy), 7 = (vy) € 4,
benar bahwa:
llug + viell, < llll, + 1171,

Bukti:

Jika p = oo, diperoleh

|5 + Tllos = Supgs1lug + vl

AN

SUPges1 gl + v |3
< SupPgsqlugl + supgsq vyl

il + 117lc

Jika p = 1, diperoleh

o)

I+ 5l = )l + vl

k=1
< Ye=lugl + 2R vl
= llally + 117l

Jika 1l < p < oo, diperoleh
|uk + Uklp = |uk + Ukl . |uk + Uklp_l

< lugel -« luge + v [P + vl luy + v P71
vn dijumlahkan untuk seluruh n dan kemudian diperoleh:

Yrealug + v |? < Xoglwgel - lug + v P71+ X0 ve] - lug + v [P

1 1

co q 0 7
< llall, (Z(luk + vkv’-l)q) + Iz, - (Zuuk + vklp'l)q>
n=1 n=1

> 1
= (latly + 151,) - ) e + vy )
n=1
atau

1
1% + 7ll, = Cr=1(xn + yu[P7HP)?P
x1l, + ¥l

IA
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2.5.  Ruang Banach

Definisi 2.5.1

Ruang banach adalah suatu ruang vektor bernorm yang lengkap (Darmawijaya,
2007).

Teorema 2.5.2

Ruang banach dengan 1 < p < o, p € R, maka (¢, [I-ll,,) (Darmawijaya, 2007).

Bukti:

Sudah terbukti (¢, ,II:ll,) merupakan ruang Bernorm, sehingga akan dibuktikan
bahwa ruang Bernorm itu lengkap. Akan ditunjukkan untuk 1 < p < oo, diambil
sebarang barisan Cauchy %) c £,, dengan
a) a0 = (@,?) = (4,9, 5,9, 2,9, ..}

Untuk sebarang € > 0 3 n,, sehingga V i, j = n, berlaku

MOPEDT, £ o |~ @O _ 5z D~ (5)
b) [[a® - u(f)”p < atau Yo |wY —w | < (Z)
Hal ini mengakibatkan Vv i,j >0 diperoleh |, — | <% Vk
Sehingga diperoleh barisan Cauchy ick(j) V k. Jadi terdapat bilangan x;
sehingga lim i, = u, atau lim |, — x, | = 0.
j—ooo n—oo

1 1
) Ealul?)? = (T — w0 +w )

1

2 P
= lim (Z'u"m —u, ) 4+, D |p)
L—>00

k=1

1 1
oo 7 0 >
i—oo ] ]

yang berarti @i = (uy) € £,,.
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d) [|x—z0 = (Z?ﬂluk - uk(j)lp)% = r}liggo(Z;‘?ﬂluk - uk(j)lp)% < Z maka
barisan (¥() konvergen ke .
Berdasarkan hasil c) dan d), terbukti bahwa barisan Cauchy (¥U0) c ¢,
konvergen ke @ = () € £, atau terbukti bahwa (¢,,1Ill,),1<p <o

merupakan ruang Banach.
2.6. Operator Linear

Definisi 2.6.1

Operator merupakan suatu pemetaan pada ruang linear khususnya ruang bernorm
(Kreyszig, 1989).

Definisi 2.6.2

Diberikan ruang bernorm X dan Y atas lapangan yang sama (Kreyszig, 1989).
1. Misalkan X dipetakan Y, maka pemetaan tersebut dinamakan operator.
2. Jika Vx,y € X dan V skalar ¢ berlaku A(cx) = cAx dan A(x +y) = Ax +

Ay terpenuhi, maka dapat didefinisikan operator A : X — Y bersifat linear.

Definisi 2.6.3

Misal diberikan (X, [|-]|) dan (Y, ||-]|) masing-masing ruang bernorm.

1. Jika 3 M €eR dengan M >0 sehingga Vx € X berlaku [||[Ax]|| < M||x]|
terpenuhi, maka operator A : X — Y terbatas.

2. Diberikan £ > 0, terdapat § > 0 sehingga V x,y € X dengan [|x —y|| < §
berlaku ||Ax — Ay|| < e. Jadi operator A dikatakan kontinu di x € X.

Jika A kontinu di setiap x € X, maka A disebut kontinu pada X.

(Kreyszig 1989).
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2.7.  Ruang Barisan Selisih

Definisi 2.7.1

Misalkan ¥ = (x,) dan AX = (x,4; —x,) VN €N,

Ax disebut barisan selisih pertama terhadap barisan ¥ = (x,,)

B = (D = Eo(—1)! (":) Xnm—i), Untuk setiap n € N.

A, % disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan ¥ = (x,,).

Dari uraian di atas sehingga terbentuklah barisan bilangan selisih pertama AX =
(Ax,), barisan selisin kedua A,% = (A,x,), dan seterusnya sampai barisan
selisih ke-m A, x,,, = (A, x;,) (H.Kizmaz, 1981).

Contoh:

1. Misal (x,) = (%)
didefinisikan (x,) = {1,3,2,2, .2}
untuk setiap n = 1,2,3,4, ...

akan dicari A,x

A% = {(x3 — 2x, + x1), (x4 — 2X3 + Xx3), ... }
{G-20G)+1).G-20)+3) -}
G

Kemudian didapat barisan selisih yang kedua yaitu

A*—{l 1 }
2X = 312

A,X

4,

=N
Il
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2.8.  Transformasi Linear

Definisi 2.8.1

Pemetaan dari suatu ruang vektor V ke ruang vektor W, T :V — W disebut
transformasi linear apabila semua vektor r dans pada V dan semua skalar c

memenuhi:

1. T(r+s)=Tk)+T(s)
2. T(cr)=cT(r)

Terdapat suatu dimana V = W, sehingga transformasi linear T : V — W dikatakan

operator linear pada V' (Anton dan Rorres, 2004).

Contoh:

Diberikan suatu matriks A € M,,»,,(R) dan didefinisikan suatu fungsi
transformasi T, : R™ — R™ oleh T,(r) = A, untuk setiap r € R".

Dengan sifat perkalian matriks, maka Vv r,s € R™ dan k € R diperoleh:

Ty(kr +s) = A(kr +s) = A(kr) + A(s) = k(Ar) + (As) = kT,(r) + T4(s).

Sehingga T, merupakan transformasi linear dan dinamakan transformasi matriks.

Setelah diberikan definisi dari transformasi linear, berikut diberikan definisi

mengenai matriks takhingga.

Definisi 2.8.2
Menurut Berberian (1996),
a. A =[a];; dengan a;; € R adalah matriks tak terhingga apabila elemen
pada baris dan kolom nya sebanyak tak terhingga.
b. A=[al];; dan B = [b];; merupakan matriks takhingga dan skalar a,
berlaku A + B = [a;; + b;;|, @A = [aa;;] dan  AB = (T3, aubji)
dengan (X, aubjx) € R.



I11. METODE PENELITIAN

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2021/2022 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan ialah studi pustaka, yaitu mempelajari jurnal
dan buku terkait sebagai acuan dasar pada proses penelitian. Adapun langkah

yang dilakukan dalam penelitian ini antara lain:

1. Memaparkan beberapa sifat ruang barisan #,, £,(A),€,(A,) dan £,(A3) yang
merupakan ruang linear, ruang bernorm dan ruang banach.

Menyelidiki A : £,(A) - ¢,

Menyelidiki A : £,(A,) — ¢,

Menyelidiki A : £,(A3) — ¢,

Membuktikan transformasi matriks dari A : x - y

AT R
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V. KESIMPULAN

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, dapat

ditarik kesimpulan sebagai berikut:

1.

Operator A : #,(A;) — £, bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada

matriks takhingga [a,,,] dengan

(5 S o) <o

m=1n=1
dan A(w) = (X2, @mnun) € €, untuk setiap @ € £,(A;) € £, dengan
komponen u; = 0.
Operator A : £,(A,) —» £, bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada

matriks takhingga [a,,,] dengan

(5 St <

m=1n=1

dan A(w) = (X7, @mnup) € €2 untuk setiap @ € £,(A,) € £, dengan
komponen u; = 0,u, = 0.

Operator A : £,(A3;) - £, bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada

matriks takhingga [a,,,] dengan

1
(o] (o] E
(Z Iamn|2> <
1

m=1ln=
dan A(w) = (X2, amnun) € €, untuk setiap 7 € £,(A3) € £, dengan

komponen u; = 0,u, = 0,u; = 0.
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