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ABSTRAK

APLIKASI METODE DEKOMPOSISI ADOMIAN PADA
PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL
LINIER HOMOGEN ORDE 1

Oleh

GALEH WICAKSONO

Metode Dekomposisi Adomian telah banyak digunakan pada penyelesaian model-
model matematika dalam bentuk persamaan diferensial baik Persamaan Diferensial
Biasa (PDB) maupun Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Metode Dekomposisi
Adomian terbagi menjadi tiga langkah inti. Pertama mendekomposisikan bagian F
dari persamaan operator Fu(x,t) = g(x) menjadi R dan L dengan L merupakan
operator linier yang mempunyai invers L~* dan R merupakan operator linier
lainnya. Langkah yang kedua yaitu dengan mengoperasikan operator L' pada
persamaan tersebut sehingga didapatkan u(x, t) dan yang ketiga mengasumsikan
solusi yang diperoleh pada langkah kedua adalah berbentuk wu(x,t) =
Yoy (x,t), yang memberikan relasi rekursif dan menyelesaikannya.
Berdasarkan hasil relasi rekursif diperoleh solusi u; untuk i = 0,1,2,3, ... sehingga
solusi penyelesaiannya berbentuk deret. Pada penelitian ini, Metode Dekomposisi
Adomian diterapkan pada masalah nilai awal sistem persamaan diferensial parsial
linier homogen orde satu. Dari perbandingan solusi eksak dengan hasil solusi yang
diperoleh menunjukan bahwa Metode Dekomposisi Adomian memberikan hasil
yang sama dengan solusi eksaknya.

Kata Kunci: Metode Dekomposisi Adomian, Persamaan Diferensial Parsial,
masalah nilai awal.



ABSTRACT

APPLICATION OF ADOMIAN DECOMPOSITION METHOD ON THE
SOLUTION OF ORDER 1 HOMOGENIC PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATION SYSTEMS

By

GALEH WICAKSONO

The Adomian Decomposition Method has been widely used in solving mathematical
models in the form of differential equations, both Ordinary Differential Equations
(PDB) and Partial Differential Equations (PDP). The Adomian Decomposition
Method is divided into three core steps. First decompose the parts F of the operator
equation Fu(x,t) = g(x) into L and R where L is a linear operator that has an
inverse L~1 and R is another linear operator. the second step is to operate the L1
in this equation to get u(x,t) and the third assumes the solution obtained in the
second step is of form u(x, t) = Yoo U, (x, t) which provides a recursive relation
and resolves it. Based on the results of the recursive relation, the u; solution for
i =0,1,2,3,...s50 that the solution is in the form of a series. In this study, the
Adomian Decomposition Method was applied to the initial value problem of a first
order homogeneous linear partial differential equation. From the comparison of
the exact solution with the results obtained, it shows that the Adomian
Decomposition Method gives the same results as the exact solution

Keyword:  Adomian Decomposition Method, Partial Differential Equations, the
problem of initial value.
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I. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Persamaan diferensial parsial dijumpai dalam kaitan dengan berbagai masalah fisik dan
geometris bila fungsi yang terlibat memiliki terdapat suku — suku diferensial parsial
dan tergantung pada dua atau lebih variabel bebas. Sistem fisik yang sederhana dapat
dimodelkan dengan persamaan diferensial biasa, sedangkan masalah-masalah yang
lebih rumit, seperti topik-topik dalam fisika lanjut, pada umumnya dimodelkan dengan
persamaan diferensial parsial. Namun, persamaan diferensial parsial umumnya sulit
diperoleh solusi eksaknya, terutama untuk persamaan yang non-linear. Umumnya,

hanya solusi hampiran saja yang dapat didapat (baik secara numerik maupun analitik).

Saat ini, telah berkembang berbagai metode untuk menyelesaikan persamaan
diferensial parsial, baik itu metode numerik (metode yang menggunakan angka sebagai
objek masalah) maupun analitik (metode yang menggunakan simbol sebagai objek
masalah). Solusi numerik dapat diperoleh dari beberapa metode, misalnya, metode
beda hingga, dan metode elemen hingga. Sementara itu, solusi analitik dapat diperoleh
dari beberapa metode, misalnya, metode pertubasi, metode transformasi Darboux,

metode Tanh, ADM (Adomain Decomposition Method), VIM (Variation Iteration



Method), HAM (Homotopy Analysis Method), dan HPM (Homotopy Pertubation

Method).

Permasalahan yang sering dijumpai adalah terkadang teknik-teknik analitik tidak dapat
digunakan untuk menyelesaikan persoalan persamaan diferensial tertentu, khususnya
persamaan diferensial nonlinier yang sangat sulit diselesaikan secara analitik walaupun
sebagian kecil dapat diselesaikan dengan metode variabel terpisah. Untuk itu,
diperlukan metode numerik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
tersebut. Pendekatan yang digunakan dalam metode numerik merupakan pendekatan
analisis matematis. Sehingga hasil yang diperoleh merupakan nilai hampiran yang akan

mendekati nilai sebenarnya.

Banyak metode yang telah dikembangkan untuk menyelesaikan masalah nilai awal
pada persamaan diferensial parsial, salah satunya adalah Metode Dekomposisi
Adomian (MDA). Metode ini diperkenalkan dan dikembangkan pada tahun 1970-an
hingga 1990-an oleh George Adomian, ketua PT pusat Matematika terapan di
Universitas Georgia . MDA adalah metode semi-analitik untuk menyelesaikan
persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial. (Fadugba, dkk.,

2013).

Beberapa penelitian sebelumnya banyak dibahas mengenai aplikasi metode
dekomposisi adomian untuk masalah nilai awal. Misalnya Fadugba, dkk. (2013), yang
telah mengilustrasikan penyelesaian persamaan diferensial biasa orde dua

menggunakan metode ini. Selanjutnya Mirawati, dkk. (2015), telah memodifikasi



metode ini pada operator liniernya untuk menyelesaikan masalah nilai awal persamaan
diferensial biasa orde dua. Kemudian artikel yang disusun oleh Anita (2016), yang
menggunakan metode ini untuk menyelesaikan persamaan parabolik. Selanjutnya pada
artikel yang disusun olen Maria (2017) yang menggunakan metode tersebut untuk

menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier.

Oleh karena itu, pada penelitian kali ini penulis akan mengkaji penggunaan Metode
Dekomposisi Adomian pada kasus Masalah Nilai Awal Persamaan Diferensial Parsial
linier homogen. Mengingat luasnya persamaan diferensial maka penulis akan
membatasi untuk persamaan diferensial parsial linier dengan koefisien konstan dalam

kasus homogen.

1.2. Tujuan

Mengkonstruksi dan mengaplikasikan Metode Dekomposisi Adomian untuk
menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial parsial linier homogen
sebagai berikut. u; —v, + (u+v) =0 dan v, — u, + (u + v) = 0 dengan syarat

awal u(x,0) =sinhx dan v(x,0) = cosh x

1.3. Manfaat
Manfaat dari penelitian ini adalah:
1. Dapat digunakan sebagai metode alternatif untuk mendapatkan solusi analitik
dari masalah nilai awal sistem persamaan diferensial parsial dengan nilai awal

yang sudah ditentukan;



2. Dapat digunakan sebagai referensi bagi penelitian lanjutan.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Persamaan Diferesial

Menurut Jati dan Priambodo (2011), Persamaan Diferensial (PD) adalah persamaan
yang salah satu atau lebih sukunya mengandung bentuk diferensial (turunan). Bentuk
diferensial itu dapat berupa turunan terhadap variabel koordinat (x,y,z,r, @,6) atau

waktu (t), misalnya %;Z_Z;Z_:' Bentuk diferensial itu bisa dilambangkan dengan
tanda petik di atas variabel yang didiferensialkan terhadap variabel koordinat

2
(misalnya, y' = Z—z,y” = ZTZ) dan tanda titik di atas variabel yang didiferensialkan

pada bentuk diferensial terhadap waktu (misalnya, y' = Z—z,y” = 32732') Adapun bentuk

umum persamaan diferensial parsial adalah:

ao(X)y + a1 ()y" + az()y" + az()y"" + - + an(D)y™ = f(x) (2.1)

Berdasarkan jumlah variabel bebasnya persamaan diferensial dapat dikelompokkan ke
dalam dua jenis yaitu Persamaan Diferensial Biasa (Ordinary Differential Equation)

dan Persamaan Diferensial Parsial (Partial Differential Equation).



Jika hanya ada satu variabel bebas, maka disebut Persamaan Diferensial Biasa (PDB).

Contoh PDB adalah sebagai berikut:

d

%+4xy = 2e%*

d’y dy

aZ dx 3y =sinx

Sedangkan jika persamaan memuat dua atau lebih variabel bebas, maka disebut

Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Misalkan:

(Nuryadi,2018)

2.2. Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan-persamaan yang mengandung
satu atau lebih turunan turunan parsial. Persamaan itu haruslah melibatkan paling

sedikit dua variable bebas (Fauzia,2017).

Dalam persamaan diferensial parsial perlu diketahui beberapa notasi turunan parsial

yang terlibat yaitu:

Uy ==— U =— Upy === Uypy = ——  Uyy =
X T ax tT a9t XX T gxz XY T gxay VY T gy2

ou ou 0%u 0%u . az_u (2.2)

Sebagai contoh diberikan bentuk kasus dari persamaan diferensial parsial berikut



0z 0z .
x—+ Yoy =7 dimana z = f(x,y) (2.3)
Dalam hal ini variabel-variabel x dan y adalah variabel bebas, sedangkan z adalah

variabel terikat, untuk mencari nilai Z—i yaitu didiferensialkan z terhadap x dengan

menjaga y sebagai konstanta sedangkan untuk memperoleh g—; yaitu didiferensialkan z

terhadap y dengan menjaga x sebagai konstanta.

2.2.1. Order Persamaan Diferensial Parsial

Order suatu persamaan diferensial parsial adalah dari turunan parsial tertinggi dalam

persamaan tersebut.

Contoh:
Up = Uy (PDP orde 1)
Up = AUy (PDP orde 2)

2.2.2. Jumlah Variabel Persamaan Difirensial Parsial

Jumlah variabel dalam persamaan diferensial parsial adalah jumlah variabel bebasnya.

Contoh:

Up = AUy (2 variabel)

Uy T Uyy + Uy, =0 (3 variabel)



2.2.3. Persamaan Diferensial Parsial Linier dan Non Linier

Persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan menjadi linier dan non linier.

Bentuk umum PDP linier tingkat dua dalam dua variabel bebas adalah:

AUy + Buyy* Cuyy + Duy + Euy, + Fu =G (2.4)

Dengan A,B,C,D,E,F, dan G merupakan fungsi dalam x dan y sedangkan suatu PDP
dikatakan non linier jika variabel tak bebas u dan turunan parsialnya muncul dalam
persamaan dengan cara tidak linier(dipangkatkan atau dikalikan), Persamaan
difirensial parsial orde 2 dalam 2 variabel yang tidak berbentuk persamaan (2.3) disebut

persamaan non linier.

Contoh:
a. Up = AUy (PDP linier)
b. Uy + Uyy +u =4 (PDP linier)
C. Ugy + YUy, +u =1 (PDP non linier)
d. Uyy +Uyy +u? =0 (PDP non linier)

2.2.4. Persamaan Diferensial Parsial Linier Homogen

Persamaan umum diferensial parsial linier (2.3) disebut homogen jika G=0 untuk

semua x dan y, sedangkan jika G # 0 disebut non homogen.



2.2.5. Tipe-Tipe Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial dapat dibedakan menjadi 3 tipe yaitu:
1) Persamaan Ellips jika : B2 — 4AC < 0
Contoh:

Persamaan laplace
—+—==0 (2.5)

Persamaan poisson

T L)) (2.6)

x2 = dy?z
2) Persamaan Parabola jika : B> — 4AC = 0

Contoh:Persamaan panas satu dimensi

0%u  du

3) Persamaan Parabola jika : B2 — 4AC = 0

Contoh:Persamaan gelombang

0%u 2 0%u
ﬁ =C m (28)

(Triatmojo, 2002)
2.3. Metode Dekomposisi Adomian

Metode Dekomposisi Adomian adalah salah satu metode yang digunakan untuk

menyelesaikan persamaan diferensial berdasarkan nilai awal dan hasil perhitungannya
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cukup efektif untuk menghampiri penyelesaian eksak. Diberikan persamaan diferensial

dengan bentuk persamaan operator sebagai berikut.
Fy(x) = g(x) (2.9)

Dimana F merupakan operator diferensial biasa tak linear yang memiliki bagian linear
dan tak linear. Bagian linear dari F didekomposisikan menjadi L dan R dengan L
merupakan operator linier yang mempunyai invers L~ , R merupakan operator linier
lainnya. Bagian tak linier dari F dimisalkan dengan N, sehingga persamaan (2.9) dapat

ditulis menjadi

Ly(x) + Ry(x) + Ny(x) = g(x) (2.10)

atau dalam bentuk

Ly(x) = g(x) — Ry(x) — Ny(x) (2.11)
Sebagai gambaran pada persamaan diferensial biasa orde dua dapat diilustrasikan
sebagai berikut. L dapat didefinisikan sebagai L = ;—; (.) yang memiliki invers yaitu
L) = fox fox( )dtdt, dengan (.) menyatakan suatu fungsi. Dengan mengoperasikan
L1 pada kedua ruas persamaan (2.11) maka diperoleh

L Ly(x) =L 'g(x) — L"'Ry(x) — L"*Ny(x) (2.12)

L y@dede = Lg(x) - LRy (x) — L*Ny(x)

Jy Jy y"®dtdt = L7g(0) — L' Ry(x) = L' Ny(x)

y(x) —y(0) —xy'(0) = L™'g(x) — L"'Ry(x) — L' Ny(x)
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sehingga diperoleh
y(x) =y(0) +xy'(0) + L™ g(x) — LT'Ry(x) — L"*Ny(x) (2.13)

Dalam Metode Dekomposisi Adomian diasumsikan penyelesaian persamaan

diferensial y dalam bentuk deret sebagai berikut

y(x) = ¥Xr-0Yn (2.14)

Bagian tak linier Ny(x) selanjutnya dimisalkan menjadi

Ny(x) = f(¥) = Zn=04n (2.15)

Dengan A,, merupakan Polinomial Adomian. 4,, didefinisikan oleh

A = ZR=1 ¢, ) f* (7o) (2.16)
Dimana f*(y,) = % dan c(k,n) sebagai jumlah perkalian yang mungkin dari k
0

komponen y dengan jumlah indeks sama dengan n dibagi dengan faktorial jumlah
indeks yang angkanya berulang. Selanjutnya Persamaan (2.16) dapat ditulis menjadi

Tr=oYn =¥(0) +xy'(0) + L77g(x) — L' R X7 o ¥n — LT Eie0 An (2.17)
dengan menyamakan indeks dari kedua ruas persamaan (2.17) diperoleh relasi rekursi

sebagai berikut

Yo = y(0) + xy'(0) + L™ g(x)

y1 = —L7'Ry, — L4,

VYn+1 = —L71Ry, — L7'A, untuk n > 1.



Dengan demikian solusi hampiran dari masalah (2.13) adalah

n-1
Yn = Vi, n >1
k=0
dengan
lim Y, =y,
n—->oo
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(Mirawati, dkk. 2015).



I11.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2021-2022 di jurusan

Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung.

3.2. Metode Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini antara lain :

1. Mengumpulkan jurnal dan buku yang berhubungan dengan penelitian ini.

2. Mempelajari jurnal dan buku yang sudah dikumpulkan.

3. Mengkonstruksi langkah-langkah Metode Dekomposisi Adomian untuk masalah
nilai awal persamaan diferensial parsial linier homogen dengan koefisien
konstan.

4. Mengaplikasikan Metode Dekomposisi Adomian untuk kasus persamaan
diferensial parsial linier homogen dengan bentuk u; — v, + (u + v) = 0. dan
v — U, + (u+ v) = 0 dengan syarat awal u(x,0) = sinhx dan v(x,0) =

cosh x.
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Dan yang terakhir, menarik kesimpulan apakah Metode Dekomposisi Adomian

efektif untuk menghampiri solusi analitiknya.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan Metode dekomposisi adomian dapat digunakan
menyelesaikan persamaan diferensial parsial linier homogen orde 1 terhadap kasus
yang dibahas selain itu juga telah ditunjukan dengan menggunakan konsep induksi
matematika peroleh bentuk umum dalam pembuktian suatu sistem persamaan
diferensial parsial linier homogen orde 1 dengan menggunakan metode dekomposisi
adomian. formula yang dikemukakan disini adalah benar menggunakan induksi

matematika.

5.2. Saran

Adapun saran yang dapat diberikan adalah penelitian ini dapat dilanjutkan untuk
penelitian selanjutnya pada persamaan diferensial parsial orde yang lain dan bentuk

nonlinier
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