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ABSTRACT

DETERMINING THE NUMBER OF CONNECTED VERTEX LABELLED
GRAPH OF ORDER SIX WITHOUT PARALLEL EDGES
CONTAINING ODD NUMBER OF LOOPS

By

RISKA PRADITA

A graph G(V,E) is defined as a connected graph if there is at least one path that connects
every pair of vertices in G. A loop is an edge whose starting and ending vertices are the same,
while parallel edges are two or more edges which connects the same pair of vertices. In this
study we will discuss the formula for counting the number of connected vertex labelled graph
of order six without parallel edges containing odd number of loops.

Keywords : graph, graph connected, loop, parallel edges.



ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG BERLABEL TITIK
BERORDE ENAM TANPA GARIS PARALEL YANG
MEMUAT LOOP SEBANYAK GANJIL

Oleh

RISKA PRADITA

Suatu graf G (V, E) didefinisikan sebagai graf terhubung jika terdapat minimal satu path yang
menghubungkan tiap pasangan titik pada graf G. Loop adalah garis yang titik awal dan
ujungnya sama, sedangkan garis paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan
pasangan titik yang sama. Pada penelitian ini akan dibahas rumus untuk menghitung
banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang memuat loop

sebanyak ganjil.

Kata kunci : graf, graf terhubung, loop, garis paralel.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah cabang ilmu matematika yang banyak digunakan untuk
mempermudah suatu pemecahan masalah. Teori graf merupakan ilmu yang
mempelajari tentang objek — objek diskrit dan hubungan antara objek — objek
tersebut, di mana titik mewakili objek dan garis atau sisi mewakili hubungan antar
objek.

Konsep teori graf pertama kali diperkenalkan pada abad ke -18 atau tepatnya pada
tahun 1736 oleh seorang matematikawan Swiss yang bernama Leonhard Euler.
Leonhard Euler menawarkan solusi untuk masalah jembatan Konigsberg yang
sangat terkenal di Eropa dengan memodelkan masalah tersebut ke dalam bentuk
graf. Sungai Pregal di Kaliningrad, Rusia membagi kota menjadi empat daratan
yang terpisah dan dihubungkan dengan tujuh jembatan. Permasalahannya adalah
penduduk kota ingin melihat apakah mungkin melakukan perjalanan yang dimulai
dari satu daratan dan melalui setiap jembatan tersebut hanya satu kali serta
kembali ke tempat semula. Euler memecahkan masalah tersebut dengan
merepresentasikan daratan sebagai titik dan jembatan dinyatakan sebagai garis
atau sisi. Bentuk representasi model inilah yang digunakan sampai saat ini dan

disebut sebagai teori graf.

Penerapan teori graf dalam kehidupan sehari-hari semakin meningkat, misalnya
pada tahun 2019 penelitian yang dilakukan olen Wamiliana dkk. tentang
penentuan banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam dengan

maksimal sepuluh loop dan tanpa garis paralel.



Pada penelitian ini akan didiskusikan tentang penentuan banyaknya graf
terhubung berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang memuat loop
sebanyak ganjil, dalam hal ini loop sebanyak ganjil adalah banyaknya loop pada

graf.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan banyaknya graf terhubung

berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang memuat loop sebanyak ganjil.
1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang didapatkan dari penelitian ini yaitu:

1. Memperluas pengetahuan pengembangan keilmuan khususnya dalam bidang
ilmu matematika mengenai perkembangan dari teori graf yaitu tentang graf
terhubung.

2. Sebagai referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya dan dapat
memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu

matematika khususnya di bidang teori graf.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1  Konsep Dasar Teori Graf

Definisi dan istilah — istilah yang digunakan pada subbab ini diambil dari Deo
(1989). Graf ¢ = (V, E) didefinisikan sebagai pasangan terurut suatu himpunan
dari objek V = { v,, v,, ...} yang disebut dengan vertex atau titik di mana V # @,
dan himpunan lainnya E = { e4, e,, ...} merupakan pasangan tak terurut titik —

titik di V(@) yang disebut edge atau garis.

€9

v
6 Ve Uy

Gambar 2.1 Graf dengan enam titik dan sembilan garis

Dua titik v;dan v;dikatakan bertetangga (adjacent) jika terdapat garis yang
menghubungkan keduanya. Suatu garis e; dikatakan menempel (incident) dengan
titik v, jika titik v merupakan salah satu ujung dari garis e; tersebut (Siang, 2006).
Pada Gambar 2.1 titik v, bertetangga dengan titik v,, namun titik v, tidak
bertetangga dengan titik v, karena tidak ada garis yang menghubungkan kedua

titik tersebut. Kemudian garis e; menempel pada titik v, dan v, .



Suatu graf dikatakan sederhana jika tidak terdapat loop atau garis paralel, apabila
terdapat loop atau garis paralel maka disebut graf tak sederhana. Loop adalah garis
yang titik awal dan ujungnya sama, sedangkan garis paralel adalah dua garis atau
lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama. Graf pada Gambar 2.1
merupakan graf tak sederhana karena terdapat loop dan garis paralel yaitu garis
e yang merupakan loop sedangkan garis e; dan eg yang menghubungkan titik

v4 dan v, merupakan garis paralel.

U,
€4 €; €q e,
@ (b)

Gambar 2.2 (a) Graf sederhana (b) Graf tidak sederhana

Walk adalah barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang dimulai dan diakhiri
dengan titik sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik sebelum dan
sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut closed
walk, sedangkan path adalah walk yang memiliki atau melewati titik yang
berbeda — beda. Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut

cycle.

Graf pada Gambar 2.1, contoh walk adalah (vq,e;,v,,eq, V5, €5, V3, €3,V,).
Contoh closed walk adalah (v,,eq, v,, €5, V3, €7, Us, €5, Ug, €6, V). Contoh path
adalah (v,, e,, v3,e7,Vs,e5,15). Contoh  cycle adalah  (vy,e,, vs3, €7, Vs,
es, Ve, €6, V). Suatu graf G dikatakan graf terhubung jika terdapat path yang
menghubungkan dua titik pada graf tersebut. Jika tidak ada path yang
menghubungkannya, maka G dikatakan graf tak terhubung.



Derajat atau degree dari titik v; adalah jumlah garis yang menempel atau incident
pada titik v;. Titik yang memiliki derajat nol adalah titik terasing sedangkan titik
yang memiliki derajat satu disebut titik pendant. Derajat atau degree dari titik v
pada graf G dinotasikan d(v). Pada Gambar 2.1, d(v,) = 1,d(v,) = 5,d(v3) =
4,d(v,) = 3,d(vs) = 3, d(ve) = 2. Titik v; merupakan titik pendant karena

berderajat satu.

Pelabelan pada graf dibagi menjadi tiga yaitu pelabelan titik, pelabelan garis, dan
pelabelan titik dan garis atau pelabelan total. Graf berlabel titik adalah graf yang
setiap titiknya diberi label atau nilai (Munir, 2005).

vy Vq vy Vg s v

Gambar 2.3 Contoh graf berlabel titik berorde enam

Ve s - v,
3 & “§ “1
1= "
vn<—y %—>1_‘
(h U5 13 7.
Y3 3 V4 3

Gambar 2.4 Contoh graf berlabel titik berorde enam dengan satu loop

Dua graf G dan G’ dikatakan isomorfik jika terdapat korespondensi 1-1 (fungsi
bijektif) antara titik pada kedua graf tersebut dan antara garis keduanya sehingga
jika garis e bersisian dengan titik u dan v pada G maka garis e’ pada G’ juga

bersisian dengan titik u” dan v’. Dua graf isomorfik harus memiliki:



1. Banyaknya titik yang sama.
2. Banyaknya garis yang sama.

3. Titik — titik yang berkorespondensi mempunyai derajat yang sama.

Vq (%) a, a;

Qs

Vs V3 ay as

Gambar 2.5 Contoh graf yang saling isomorfik

Graf pada Gambar 2.3 merupakan graf yang saling isomorfik sebab
1. Banyaknya titik dan garis yang sama yaitu masing-masing adalah 6 dan 7.
2. Banyaknya derajat tiap titiknya sama yaitu 2 titik berderajat 3 dan 4 titik.
Korespondensi satu-satu antara titik pada kedua graf yaitu:
v, berkorespondensi dengan a
v, berkorespondensi dengan a,
v5 berkorespondensi dengan as
v, berkorespondensi dengan a,
vs berkorespondensi dengan a,

v, berkorespondensi dengan as

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Adapun yang menjadi konsep dasar teknik pencacahan adalah sebagai berikut.
1. Faktorial

Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Besaran n! (dibaca n faktorial
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat antara n sampai 1
dan dinotasikan sebagai

n=nn-1)n-2)..1
(Siang, 2006).



2. Permutasi

Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan r objek yang diambil
dari n objek yang berbeda. Secara umum, permutasi r objek dari n objek

dapat dihitung dengan persamaan:
n!

(n—r)!

P(n,r) =
(Siang, 2006).
3. Kombinasi

Kombinasi r objek dari n objek adalah jumlah pemilihan yang tidak terurut
r objek yang diambil dari n objek n > r. Banyaknya kombinasi yang

dimaksud dapat dinyatakan dalam persamaan:

n!
n —

T ri(n=1)!

(Siang, 2006).
4. Cramer's Rule

Metode berikut memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu
dengan n persamaan dan n faktor yang tidak diketahui (Anton dan Rorres,
2005). Jika Ax = b adalah suatu sistem dari n persamaan linear dengan n
faktor yang tidak diketahui sedemikian rupa sehingga det (A) # 0 , maka

maka sistem ini memiliki solusi yang unik. Solusinya adalah

__det (41) _det (42) _det (4p)
17 det(a) 727 det(a) ' PO det(4)

dengan A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri
b

pada kolom ke-j dari A dengan entri-entri pada matriks b = bz , dengan
by,

j=12,..,n



2.3  Konsep Dasar Barisan

Menurut Rosen (2012), barisan didefinisikan suatu fungsi yang semua domainnya
merupakan bilangan bulat positif. Secara umum barisan direpresentasikan sebagai

berikut:

A Am+1> Am+2) o Amn-

Barisan yang sering digunakan adalah barisan aritmatika dan barisan geometri.
Barisan aritmatika merupakan barisan yang berbentuk a,a +d,a+ 2d, ...,a +
nd, ... dengan a dan d adalah bilangan riil, dengan d merupakan beda, sedangkan
barisan geometri memiliki pola a, ar, ar?, ..., ar™ dengan a dan r adalah bilangan

riil dengan » merupakan rasio atau beda (Rosen, 2012).

Barisan aritmatika tingkat ke-p adalah sebuah barisan yang memiliki selisih yang
sama setiap suku berurutannya setelah p tingkatan. Tingkatan pada barisan
aritmatika akan menghasilkan persamaan dengan pangkat tertingginya adalah p.

Orde merupakan pangkat tertinggi dari suatu persamaan tersebut.

Fungsi polinomial adalah fungsi yang mengandung banyak suku (polinom) dalam
variabel bebasnya. Bentuk umum persamaan polinomial pada deret aritmatika

orde ke-p adalah
P,(m) = aym? + a,_ymP~t + a,_,mP~2 + -4+ a;m® + aym + ag,

dengan koefisien tertentu ay,a,,as, ..., ap_q, ap, apyq. Polinom ini memiliki

derajat sebesar p , jika koefisien penentunya a; # 0 (Conte dan deBoor, 1980).



3.1

I11.  METODE PENELITIAN

Penelitian — Penelitian yang Telah Dilakukan Berkaitan dengan
Perhitungan Graf

Berikut ini merupakan beberapa penelitian sebelumnya yang telah dilakukan

dalam perhitungan graf terhubung dan tak terhubung.

a)

b)

Penelitian yang dilakukan oleh Wamiliana dkk. (2016) tentang graf tak
terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n =5 dan m > 1 dapat

dirumuskan secara umum, yaitu:

6
N(G'sm) = N(G'sm) + Z N(G'smg)
g=1
= (mi— 4) +N(G'sm1) + N(G'smz2) + N(G'sm3)

+ N(G'sma) + N(G'sms) + N(G'sme) +

=(m+4)+10>< (m+3)+45x(m+2)+120 x (m+1)+

4 4 4 4
85x(’2)+30x(m;1)+5x(m;2)

dengan:

N(G’Sjm) = jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk n =
5danm > 1.

Penelitian yang dilakukan oleh Amanto dkk. (2017) tentang banyaknya graf
tak terhubung berlabel titik berorde maksimal empat dengan hasil sebagai
berikut:

N(Gsmg) = N(Gamgo) + N(Camg,) + N(Gamg,) + N(G'amg,)

NG amg) = (" 3) +§m(m3+ Nr1s(MI3)+a(mF3)
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dengan:

n = banyaknya titik;

m = banyaknya garis;

gi = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu;
i =01,23;

G'nm,g,= Oraf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop dengan n
titik, m garis , dan g; banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel

dihitung satu.

Penelitian yang dilakukan oleh Wamiliana dkk. (2019) tentang banyaknya graf
terhubung berlabel titik berorde enam dengan maksimal sepuluh loop dan

tanpa garis paralel dirumuskan sebagai berikut:
NG (®)em) = 2t2s NG (D) omt)
=N(G(®ems) + NG(Dems) + N(G(D)em7) +
NG (Doms) + N(G(Domo) + N(G(D)omu0) +
NG(®oma1) + NG(Dem1z) + N(G(&)ema3) +

N(G(®)emaa) + N(G(®)6mas)

m
5

m-—1 m—2
5 5

m5_4)+2640(m5_5)+1155(m5_6)

+420(m5_7)+150(’”5_8)+15(m5_9)+(m310)

m—3)

= 1296 ( -

)+ 1980 (™ 1) +3330 (™ - “) + 4620 (

+6660 (

dengan:
m = banyaknya garis;

t = banyaknya garis yang menghubungkan pasangan titik yang berbeda;
t<m;

N (G(#)G,m) = banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam tanpa

garis paralel dengan m garis dan maksimal sepuluh loop.
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Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2021/2022 di Jurusan

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.3

Metode Penelitian

Adapun langkah — langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut:

1.

Mengumpulkan bahan literatur serta studi pustaka yang berhubungan
dengan graf.

Melakukan observasi dengan menggambar graf terhubung tanpa garis
paralel berorde enam yang memuat loop sebanyak ganjil, jika diberikan
n = 6 dan m = 6 dalam hal ini m > 6 karena graf memuat loop minimal
satu.

Mengelompokan graf terhubung untuk n, t, m, dan loop ganjil yang sama.
Melakukan perhitungan jumlah graf terhubung untuk setiap n,t,m, dan
loop sebanyak ganjil yang terbentuk.

Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat dibentuk
dari n, t, m, dan loop sebanyak ganjil.

Menentukan rumus secara umum untuk menghitung jumlah graf terhubung
berlabel titik tanpa garis paralel berorde enam dengan loop sebanyak ganjil
di setiap titik untuk n titik, m garis dan t garis yang menghubungkan
pasangan titik berbeda.

Membuktikan rumus yang terbentuk.

Menarik kesimpulan.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

51 Kesimpulan

Diberikan n = 6, t adalah garis yang menghubungkan pasangan titik yang
berbeda, dengan N(Gem.);, adalah banyaknya graf terhubung berorde enam

tanpa garis paralel berlabel titik yang memuat loop sebanyak ganjil adalah:
1. N(Gems)i, = 1296 x C5" untuk m > 6.
2. N(Gepme)i, = 1980 x CI*~* untuk m > 7.
3. N(Gemz)i, = 3330 x CI" 2 untuk m > 8.
4. N(Ggmg)i, = 4620 x CI"7> untuk m > 9.
5. N(Gemo)1, = 6660 x CI*~* untuk m > 10.
6. N(Ggm10)i, = 2550 X CI*~> untuk m > 11.
7. N(Goma1)1, = 1155 x CZ*~°® untuk m > 12.
8. N(Gom1z2)1, =420 x CI"~7 untuk m > 13.

9. N(Ggmi3)i, = 150 x CI*~8 untuk m > 14.

dengan:

N(Gem,:)1, = banyaknya graf terhubung berorde 6 dengan m adalah garis yang
diberikan dan t adalah banyaknya garis yang menghubungkan
pasangan titik yang berbeda, dan tidak memuat garis paralel serta

memuat loop sebanyak ganjil.
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5.2 Saran

Penelitian dapat dilanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf
terhubung berlabel titik berorde lebih besar dari enam tanpa garis paralel yang
memuat loop sebanyak ganjil.
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