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ABSTRAK 

Sifat Sifat Identitas Bilangan k-Fibonacci  

 

Oleh 

 

ANISA DWI PUTRI 

 

 

 

Bilangan Fibonacci adalah barisan bilangan yang suku-sukunya merupakan 

penjumlahan dari dua suku sebelumnya, Bilangan k-Fibonacci adalah generalisasi dari 

bilangan Fibonacci. Terdapat beberapa identitas pada bilangan k-Fibonacci yaitu, 

identitas Catalan,identitas Cassini atau Simpson, identitas D’Ocagne yang diperoleh dari 

formula Binet’s. Pada hasil penelitian ini akan dibuktikan identitas identitas tersebut dan 

juga menjelaskan tentang batas hasil bagi dua suku berurutan dan fungsi pembangkit 

pada bilangan k-Fibonacci. 

 

 

Kata Kunci: Formula Binet, bilangan Fibonacci, bilangan k-Fibonacci. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

Identities of  k-Fibonacci Numbers 

 

Oleh 

 

ANISA DWI PUTRI 

 

 

 

The Fibonacci numbers is an sequence of numbers whose terms are the sum of the 

previous two terms. k-Fibonacci numbers are generalizations from Fibonacci 

numbers.There are several identities in the Fibonacci numbers namely the Catalan 

identites, Cassini identites,and D’Ocagne identities obtained from the Binets formula. 

Study describes the Catalan identitiy, Cassini identity or Simpson identity, and 

D’Ocagne identity on the k-Fibonacci numbers obtained from Binet’s formula. The 

result of this research will prove the identity and also prove the quotient limit of two 

consecutive terms and the generating function on k-Fibonacci numbers.  

 

 

Keywords : Fibonacci numbers, k-Fibonacci numbers,Binet formula. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

 

 

Perkembangan matematika yang sangat luar biasa dimulai pada abad ke – 19, dan 

mencapai puncaknya pada separuh akhir abad ke-20 ini. Perkembangan matematika 

abad ke-20 ini sangat luar biasa pesatnya, jauh melebihi kemajuan abad-abad 

sebelumnya. Pada zaman primitif, matematika semata-mata hanyalah berhubungan 

dengan bilangan, satuan, dan bentuk saja. Namun, matematika zaman primitif ini, 

hanyalah sebagian kecil dari matematika zaman modern karena matematika itu selalu 

berkembang mengikuti perkembangan peradaban dan teknologi manusia itu sendiri.  

 

Dalam dunia matematika, terdapat banyak cabang ilmu matematika salah satunya 

teori bilangan. Teori bilangan adalah cabang dari matematika murni yang 

mempelajari sifat-sifat bilangan bulat dan mengandung berbagai masalah terbuka 

yang dapat dimengerti sekalipun bukan oleh ahli matematika. Dalam teori bilangan 

selain bilangan dasar, juga dipelajari teknik matematika lainnya. Demikian pula 

barisan bilangan bulat seperti faktorial dan bilangan Fibonacci. 
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Barisan bilangan Fibonacci merupakan salah satu barisan bilangan yang mempunyai 

bentuk unik dan mudah dikenali. Barisan ini diperoleh melalui peternakan kelinci 

pada abad ke-13 oleh Leonardo Da Pisa (yang juga dikenal dengan nama Fibonacci) 

dimana ia menuliskan sebuah problem menghitung populasi pasangan kelinci pada 

bulan tertentu dimana sepasang kelinci yang melahirkan pasangan kelinci muda. 

Kemudian pasangan kelinci yang sudah beranak dipasangkan lagi kemudian beranak 

lagi dan seterusnya. Permasalahan ini menjadi dasar terbentuknya bilangan Fibonacci 

dan deret Fibonacci yang terkenal sampai sekarang. 

 

Banyak penelitian yang didedikasikan untuk bilangan Fibonacci, salah satunya 

adalah penelitian oleh Singh dan Panwar (2014) yang mengemukakan bahwa banyak 

sifat dari angka-angka ini yang dapat disimpulkan dan berkaitan dengan apa yang 

disebut 2-segitiga pascal. Sifat-sifat yang menarik pada bilangan ini yaitu beberapa 

sifat identitasnya seperti identitas Catalan, identitas Cassini atau Simpson, Identitas  

D’Ocagne dan Formula Binet’s. Pada penelitian ini akan ditunjukkan beberapa sifat 

identitas tersebut, yang pada bagian selanjutnya penulis akan membuktikan sifat-

sifat identitas tersebut.     

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Mengkaji dan membuktikan sifat-sifat identitas bilangan k-Fibonacci diantaranya 

formula Binet’s, identitas Catalan, identitas Cassini atau Simpson, identitas 

D’Ocagne, batas hasil bagi dua suku berurutan dan fungsi pembangkit.   
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat penelitian ini adalah sebagai berikut 

  

1. Memberikan pengetahuan dan wawasan tentang  k- Fibonacci. 

2. Memberikan pengetahuan tentang sifat-sifat identitas, batas hasil bagi dua suku 

berurutan serta fungsi pembangkit pada k- Fibonacci. 

3. Menambah wawasan dan memperdalam ilmu matematika di bidang teori 

bilangan terkait konsep bilangan k-Fibonacci.



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

II.  TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

Pada bab ini diberikan beberapa definisi mengenai teori dalam aljabar dan teori 

bilangan yang mendukung proses penelitian. Adapun yang dibahas adalah mengenai 

konsep bilangan Fibonacci. 

 

 

2.1 Barisan Bilangan   

 

 

 

Definisi 2.1.1 Bilangan adalah suatu ide yang bersifat abstrak, bukan merupakan 

simbol atau lambang dan bukan pula lambang bilangan. Bilangan memberikan 

keterangan mengenai banyaknya anggota pada suatu himpunan (Sukirman, 1997). 

 

 

2.1.1 Barisan Aritmatika  

 

 

 

Barisan aritmatika (barisan hitung) diperoleh dengan cara menjumlahkan atau 

mengurangkan suku sebelumnya dengan suatu bilangan tetap yang dinamakan beda. 

Ciri utama barisan aritmatika adalah selisih antara kedua suku yang berurutan selalu 

tetap (Rabago, 2012)
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Contoh 2.1.1.1 Suatu barisan bernilai 5,12,19,26,..... Beda antar suku yang berurutan 

selalu sama yaitu: 

     = 12 – 5 = 7 

     = 19 – 12 = 7 

     = 26 – 19 = 7 

Maka, barisan bilangan 5,12,19,26,.. merupakan barisan aritmatika. 

Misalkan pada suatu pola bilangan dengan      dan beda disimbolkan dengan b, 

maka akan terbentuk barisan aritmatika seperti berikut: 

                                  (2.1) 

dimana: 

a   =     

a + b =   

a +2b =     

a + 3b  =    

a + (n – 1)b   =    

Jadi, rumus untuk menentukan suku ke-n dari suatu bilangan aritmatika adalah : 

                                   (2.2)  

dengan: 

   = suku ke-n, dimana n bilangan bulat positif 

a = suku pertama(    

b = beda 
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2.1.2      Barisan Geometri 

 

 

 

Barisan geometri merupakan barisan bilangan yang nilai pembanding (rasio) antara 

dua suku yang berurutan selalu tetap sama, yang biasa dilambangkan dengan huruf r 

sehingga :  

     
  

    
               (2.3) 

dengan: 

   = suku pertama  

    = suku kedua 

    = suku ketiga 

   = suku ke-n 

 

Contoh 2.1.2.1   1,2,4,8,...   dimana      merupakan barisan geometri. 

 

 

 

2.2  Relasi Rekursi 

 

 

 

Suatu relasi rekursi untuk sebuah barisan (an) merupakan formula untuk menyatakan 

(an) ke dalam suatu atau lebih suku-suku sebelumnya dari barisan tersebut untuk 

suatu bilangan bulat non-negatif. Suatu barisan disebut solusi dari sebuah relasi 

rekursi jika suku-suku pada barisan tersebut memenuhi relasi rekursinya. 

 

Contoh 2.2.1  

Diberikan barisan 1,1,2,3,5,8..... dari barisan tersebut diperoleh  
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 Suku ke-3 = suku ke-2 + suku ke-1 = 
2 1a a   

 Suku ke-4 = suku ke-3 + suku ke-2 = 
3 2a a  

 Suku ke-5 = suku ke-4 + suku ke-3 = 
4 3a a  

 dan seterusnya  

Bila hubungan antar suku pada barisan diubah menjadi suatu rumus, maka akan 

diperoleh  

1 2n n na a a                 (2.4) 

 

 

2.3  Limit Tak Hingga 

 

 

 

Matematika tidak pernah menyatakan   sebagai bilangan, misalnya tidak pernah 

menambahkan maupun membaginya dengan bilangan. Penggunaan lambang   dan-

  tetap tidak menyatakan bilangan. Misalkan ada fungsi 
2

( )
1

x
g x

x



  apa yang 

terjadi pada ( )g x  jika x  menjadi semakin besar? ( dapat dituliskan 
2

lim
1x

x

x 
 ). 

Ketika x  tidak dinyatakan secara langsung bahwa di suatu tempat yang jauh ke 

kanan pada sumbu - x  terdapat sebuah bilangan (lebih besar dari sebuah bilangan) 

yang di dekati oleh x . Digunakan x  sebagai cara singkat untuk menyatakan 

bahwa x  menjadi semakin besar tanpa batas. 
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x 

y 

Definisi 2.3.1    Misalkan f  terdefinisi pada [c,  ] untuk suatu bilangan c. Dikatakan 

bahwa lim ( )
x

f x L


  apbila untuk masing-masing 0   terdapat bilangan M yang 

berpadanan sedemikian rupa sehingga : 

( )x M f x L                                     (Marsitin dan Sesanti, 2019). 

Ada ketergantungan M pada  , maka akan semakin besar M yang tampak pada 

gambar berikut:  

 

 ε 

 

  

 M 

Gambar 1.  ketergantungan M pada  . 

 

 

2.4  Bilangan Fibonacci 

 

 

 

Definisi 2.4.1  Misalkan      adalah barisan bilangan. Dikatakan      adalah barisan 

bilangan Fibonacci jika suku berikutnya merupakan hasil penjumlahan dari dua suku 

sebelumnya. Dengan kata lain bentuk umum dari barisan bilangan Fibonacci, yaitu : 

             

                   untuk          (2.5)  

(Falco’n dan Plaza, 2006).  

 

 

L 
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2.5 Fungsi Pembangkit Bilangan fibonacci 

 

 

 

Fungsi pembangkit adalah fungsi yang berbentuk deret kuasa yang digunakan untuk 

mempresentasikan barisan secara efektif dengan menjadikan suku-suku barisan 

menjadi koefisien dari variabel x di dalam bentuk formal deret kuasa  

Pada bilangan Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,....terdapat hal menarik yang dapat ditarik. Jika 

diperhatikan bahwa setiap suku dari barisan bilangan Fibonacci merupakan koefisien 

dari nx  dalam ekspansi deret pangkat fungsi 
2

( )
1

x
f x

x x


 
 yang berpusat di titik 

asal, yaitu, 

0 1 2 3 4 5

2
0 2 3 4 ........

1

x
x x x x x x

x x
      

 
  

Sehingga bentuk lain dari deret pangkat yang mana kefisiennya merupakan barisan 

bilangan fibonacci adalah 
2

( )
1

x
f x

x x


 
. 

 

 

2.6 Prinsip Induksi Matematika  

 

 

 

Teorema 2.6.1 : Misalkan S adalah himpunan bilangan bulat positif dengan sifat sifat 

sebagai berikut: 

1. 1   S. 

2. Untuk setiap bilangan bulat     maka        

(Burton, 1998). 
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Bukti 

Diasumsikan T  adalah himpunan bilangan bulat positif yang bukan elemen S, dan T 

bukan himpunan kosong. Prinsip “well ordering” menunjukkan bahwa T memiliki 

elemen yang paling sedikit, yang dinotasikan dengan “a”.  

Karena      , maka       dan juga        .  Pemilihan   sebagai bilangan 

bulat positif terkecil di T  menunjukkan bahwa     adalah bukan bagian dari T atau 

secara ekuivalen menunjukkan bahwa     terdapat di S.  

Secara hipotesis, S juga harus memiliki           yang merupakan kontradiksi 

dari fakta bahwa   terdapat di T. Maka, dapat disimpulkan bahwa himpunan S berisi 

semua himpunan bilangan bulat positif. 

 

Contoh 2.6.1  Tunjukkan bahwa  

              
            

 
                                                       

Penyelesaian  

i. Harus dibuktikan benar untuk 1n  , yaitu  

    
              

 
          

ii. Diasumsikan benar untuk nilai n k , yaitu 

2 2 2 2 (2 1)( 1)
1 2 3 .....

6

k k k
k

 
       

iii. Jika     benar maka     juga benar. Dengan mensubtitusikan       

ke pers. (2.4), sehingga diperoleh :  
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       *
             

 
+ 

       *
        

 
+ 

  
                

 
 

Berdasarkan pers. (2.4)  maka terbukti bahwa       juga benar. 

 

 

2.7  Golden Ratio Bilangan Fibonacci 

 

 

 

Definisi 2.7.1  jika terdapat Bilangan Fibonacci ke-n dan bilangan Fibonacci ke-n+1  

maka 
    

  
  akan mendekati nilai 1,618 dan disebut dengan golden ratio yang 

dilambangkan dengan  . 

 

Tabel 1.  Tabel Golden Ratio 

 

 

Bilangan    Nilai Ratio 

1 0  

2 1  

3 1 1 

4 2 2 

5 3 1.5 

6 5 1.6666 

7 8 1.6 

8 13 1.625 
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9 21 1.615 

10 34 1.619 

11 55 1.617 

12 89 1.618 

13 144 1.617 

14 233 1.618 

n n n 

 

 

 

2.8 Formula Binet Bilangan Fibonacci 

 

 

 

Lemma 2.8.1  Barisan Fibonacci dapat didefinisikan sebagai persamaan berikut: 

       
     

       (2.7) 

( Horadam, 1967 ) 

Bukti 

Dengan menggunakan induksi matematika anggap bahwa         
     

  adalah 

benar. Karena              maka, 

        
        

         
        

     (2.8) 

       
    

     
        

    
     

     (2.9) 

Namun diketahui persamaan karakteristik bahwa          dengan 

membaginya dengan   
  didapatkan   

     
      begitupula dengan     

didapatkan   
     

      

       
         

     

       
      

 
 

Karena persamaan    sesuai dengan definisi awal maka terbukti  
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Teorema 2.8.1  Untuk Setiap     pada bilangan Fibonacci maka berlaku 

   
 

√ 
               (2.10) 

dimana 

1 5

2



    

( Horadam, 1967 ) 

Bukti 

Diasumsikan bahwa        dimana   merupakan konstanta awal yang bukan nol 

dengan demikian  

                (2.11)  

                   (2.12) 

Dengan membagi kedua ruas dengan       maka didapatkan  

           (2.13) 

        

Bentuk (2.13) merupakan persamaan kuadrat oleh karena itu, digunakan rumus 

sebagai berikut 

     
    √      

  
    (2.14) 

Untuk menyelesaikan persamaan (2.14) maka didapatkan     
   √ 

 
 dan    

   √ 

 
 

untuk mempermudah penulisan, diketahui bahwa hasil dari     merupakan golden 

number maka   dapat disimbolkan dengan  . Hasil dari    juga dapat disimbolkan 
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dengan 1-  . Sehingga, didapatkan 2  buah r dalam barisan ini. Artinya, barisan 

Fibonacci merupakan barisan kombinasi menggunakan 2 buah rasio tersebut. Ingat 

kembali asumsi awal  bahwa       . Karena memiliki 2 buah rasio r maka dapat 

didesinisikan kembali dengan  

       
     

     (2.15) 

dimana  

      = konstanta bukan nol 

Berdasarkan Lemma 2.8.1 terbukti bahwa        
     

  dapat didefinisikan 

sebagai barisan Fibonacci. 

       
      

 
 

                  (2.16) 

                     (
   √ 

 
)    (

   √ 

 
)   (2.17) 

 

Dengan menyelesaikan persamaan (2.16) dan (2.17) maka kita dapatkan    
 

√ 
 dan 

    
 

√ 
  sehingga telah didapatkan semua komponen formula Fibonacci sebagai 

berikut: 

       
      

  

   
 

√ 
(
  √ 

 
)

 

 
 

√ 
(
  √ 

 
)

 

 

Dengan demikian formula Binet telah terbukti dan dapat disederhanakan sebagai 

berikut : 

   
 

√ 
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dimana 

   
  √ 

 
 

dari formula Binet tersebut didapat beberapa identitas bilangan Fibonacci, yaitu 

 Identitas Catalan 

Untuk setiap bilangan asli , 1n r   maka berlaku sifat,  

2 2( 1)n r

n n r n r nU U U U

      

 Identitas Cassini 

Untuk setiap bilangan asli acak 1n   maka berlaku sifat,  

2

1 1 ( 1)n

n n nU U U      

 Identitas D’Ocagne  

Untuk setiap bilangan asli acak , 1m n   maka berlaku sifat,  

1 1 ( 1)n

m n m n m nU U U U U        

 

 

2.9 k-Generalisasi Bilangan Fibonacci 

 

 

 

Barisan k-generalisasi Fibonacci ditemukan oleh Falcon dan Plaza (2006) dari 

pembelajaran aplikasi rekursif dari dua transformasi geometris yang dikenal sebagai 

partisi 2 yang diperoleh langsung dari aljabar matriks elementer. Kemudian Falcon 

dan Plaza juga mengemukakan bahwa banyak sifat dari angka angka ini yang dapat 

disimpulkan dan berkaitan dengan apa yang disebut dengan 2-segitiga Pascal. Pada 
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penelitian selanjutnya Singh dan Panwar (2014) juga mendefinisikan generalisasi 

bilangan Fibonacci.  

                                          (2.18) 

(Singh dan Panwar, 2014) 

 

dengan                sehingga didapatkan , 

        

         

            

              

                   
. 

. 

. 

dan seterusnya. 

 

 

Bukti 

Dari persamaan (2.14) akan dibuktikan          

                       

         

 = 4            

 

 



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

III.  METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1   Waktu dan Tempat Penelitian  

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2021/2022 di Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

 

3.2   Metode Penelitian 

 

 

 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mencari literatur utama yang mendukung topik pembahasan ini. 

2. Memahami dan mempelajari konsep bilangan k-Fibonacci. 

3. Membuktikan sifat identitas, batas hasil bagi dua suku berurutan serta fungsi 

pembangkit bilangan k-Fibonacci. 

4. Menarik kesimpulan tentang k-Fibonacci yang telah dibuktikan. 



 

 

 

 

 

 

V.   KESIMPULAN  

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan maka dapat di simpulkan 

bahwa 

1. Didapatkan dan dibuktikan beberapa identitas yang meliputi identitas Catalan 

diperoleh                        
  (  )               

   , identitas 

Cassini atau Simpson’s diperoleh  2 3

, 2 , , 1 1 2
n n

k n k n k nU U U 

    dan identitas 

D’Ocagne diperoleh  

, 1 , , , 1k m k n k m k nU U U U     

{
 
 

 
  1 1

8

3

n m        

 1 1

8

3

n m         

 

 

Selain itu, berdasarkan hasil dan pembahasan juga didapatkan bahwa batas hasil 

bagi dua  suku berurutan adalah 1 dan diperoleh fungsi pembangkit untuk k-

Fibonacci yaitu 
2

2(1 )

1 2

kx

kx x



  .

 

2. Identitas-identitas ini dapat dibuktikan dengan meggunakan aljabar sederhana 

dan formula Binet’s.  

 

;  n genap dan m ganjil 

;   n ganjil dan m genap 
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