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Multilevel regression is a statistical technique for performing regression analysis 

on hierarchically structured data. The parameter estimation method that is generally 

applied for multilevel regression analysis is the maximum likelihood method. In 

this study, we will analyze multilevel regression using the maximum likelihood 

method to determine the factors that affect population density in Sumatera Selatan 

Province in 2020 at the sub-district and district levels, as well as determine the value 

of diversity described at each level. Based on the results of the analysis, it is known 

that the best model is a multilevel regression model with variable z, namely a model 

that includes variables at the district level. Factors that affect population density in 

South Sumatra Province are the human development index variable, gross regional 

domestic product per capita, the number of sub-district residents, and the sub-

district sex ratio. The diversity of population density can be explained by a level 1 

(sub-district) of 73.03%, while the value of diversity that can be explained by a 

level 2 (district) is 24.23%. 
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ANALISIS REGRESI  MULTILEVEL DENGAN METODE  

MAXIMUM LIKELIHOOD 

(Studi Kasus: Kepadatan Penduduk di Provinsi Sumatera Selatan Tahun 

2020) 

 

 

 

Oleh 

 

 

Siti Bunga Rohiyatun Nufus 

 

 

 

Regresi multilevel adalah teknik statistik untuk melakukan analisis regresi pada 

data berstruktur hierarki. Metode estimasi parameter yang umumnya diterapkan 

untuk analisis regresi multilevel adalah metode maximum likelihood.  Pada 

penelitian ini akan menganalisis regresi multilevel melalui metode maximum 

likelihood untuk mengetahui faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di 

Provinsi Sumatera Selatan tahun 2020 pada level kecamatan dan kabupaten, serta 

mengetahui nilai keragaman yang dijelaskan masing-masing level. Berdasarkan 

hasil analisis diketahui bahwa model terbaik adalah model regresi multilevel 

dengan variabel z yaitu model dengan mengikutsertakan variabel pada level 

kabupaten. Faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera 

Selatan adalah variabel indeks pembangunan manusia, produk domestik regional 

bruto per kapita, jumlah penduduk kecamatan, dan rasio jenis kelamin kecamatan. 

Keragaman dari kepadatan penduduk dapat dijelaskan oleh level 1 (kecamatan) 

sebesar 73,03%, sementara itu nilai keragaman yang dapat dijelaskan oleh level 2 

(kabupaten) sebesar 24,23%. 

 

Kata kunci: Regresi Multilevel, Kepadatan Penduduk, Maximum Likelihood 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Regresi multilevel yakni sebuah model digunakan dalam suatu data berjenjang 

(hierarki) (Yulian dan Pawitan, 2017). Model multilevel adalah metode statistik yang 

dikembangkan dari regresi sederhana. Pengembangan ini didasarkan pada fakta bahwa 

penelitian seringkali mengungkapkan perbedaan sumber responden yang diteliti 

dalam kasus yang berbeda, dan bahwa data bersifat hierarkis (struktur berjenjang) dan 

cluster (berkelompok). Goldstein (1995) mengenalkan pengembangan dari regresi 

reguler dalam menangani masalah yang ditimbulkan oleh data hierarkis, yakni analisis 

pemodelan berlevel (Multilevel Modelling).   

 

Di era modern saat ini seringkali ditemukan data berjenjang dalam penelitian survei 

yang satuan pengamatannya bersumber dari kelompok-kelompok.  Misalnya dalam 

suatu data obyek yang diamati tergabung dalam kelompok dan variabel-variabelnya 

didefinisikan pada level berbeda.  Level dalam model multilevel merupakan sebutan 

dari struktur data hierarki.  Level terendah disebut level 1 dan level tertinggi disebut 

level 2 (Tantular, Aunuddin, dan Wijayanto, 2009).  Metode multilevel ini biasa 

digunakan dalam kasus-kasus pendidikan, sosial dan kesehatan, terutama dengan data 

kependudukan yang terstruktur secara hierarkis.. Dalam penelitian ini, fokus 

penelitian adalah pada kasus-kasus sosial yang berkaitan dengan kepadatan penduduk. 

Kepadatan penduduk ialah rasio penduduk per kilometer persegi.  Di negara 

berkembang yang memiliki jumlah penduduk terbanyak seperti negara Indonesia 

sering terjadi masalah kepadatan penduduk yang tidak merata diberbagai daerah di 

Indonesia termasuk di Provinsi Sumatera Selatan.  Tahun 2020, kepadatan penduduk 
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di Provinsi Sumatera Selatan mencapai 92,45 jiwa/km2, kota Palembang sebesar 

4.519,93 jiwa/km2 menjadi kepadatan penduduk tertinggi dan 31,43 jiwa/km2 di 

kabupaten Musi Rawas Utara menjadi kepadatan terendah (Badan Pusat Statistik, 

2021).  Kepadatan penduduk yang tidak merata dapat menimbulkan ketimpangan 

perekonomian dalam masyarakat. Setiap daerah memiliki permasalannya masing-

masing yang berpengaruh terhadap kepadatan penduduk, sedangkan upaya 

pemerintah dalam mengatasi hal ini hanya memberikan kebijakan secara global.  

Untuk mengatasi masalah tersebut, digunakan regresi multilevel karena variabel 

independen yang digunakan berstruktur hierarki di level kecamatan dan kabupaten 

dengan estimasi parameter dengan Metode Kemungkinan Maksimum (Maximum 

Likelihood Methods).   

 

Penelitian analisis regresi multilevel dengan metode maximum likelihood pernah 

dilakukan oleh Tantular, Aunuddin dan  Wijayanto pada tahun 2009 dalam pemilihan 

model regresi multilevel terbaik dengan variabel dependen pada penelitian ini adalah 

nilai ujian akhir semester pada mata kuliah Analisis Statistika mahasiswa Pascasarjana 

Institut Pertanian Bogor dan variabel independen pada level 1 adalah nilai ujian 

pertama mahasiswa, pada level 2 adalah nilai ujian pertama tingkat program studi, dan 

pada level 3 adalah  nilai ujian pertama pada tingkat kelas.  

 

Oleh sebab itu, penelitian ini menggunakan analisis regresi multilevel menggunakan 

metode maximum likelihood untuk menjelaskan faktor-faktor yang akan 

mempengaruhi kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera Selatan pada tahun 2020.  

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah: 

1. Menentukan model regresi multilevel terhadap faktor-faktor yang akan 

mempengaruhi kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera Selatan tahun 2020. 
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2. Menguraikan keragaman pada tingkat kecamatan dan kabupaten untuk 

mengetahui besarnya pengaruh faktor-faktor pada tiap level terhadap kepadatan 

penduduk di Provinsi Sumatera Selatan tahun 2020. 

 

1.3 Manfaat penelitian 

 

Penelitian diharapkan memberikan manfaat: 

1. Untuk mengetahui model regresi multilevel terhadap faktor-faktor yang 

mempengaruhi kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera Selatan tahun 2020. 

2. Untuk mengetahui besarnya pengaruh faktor-faktor pada tiap level yang dijelaskan 

oleh keragaman pada tingkat kecamatan dan kabupaten terhadap kepadatan 

penduduk di provinsi Sumatera Selatan tahun 2020. 



 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Data Hierarki 

 

Data hierarki merupakan data yang terdiri dari item-item pengamatan yang 

disarangkan atau dikelompokkan ke dalam item-item yang tingkatnya lebih tinggi. 

Data hierarki juga dikenal sebagai data multilevel atau bersarang (Tantular, 2009). 

Suatu studi menemukan data populasi dengan data hierarkis atau berjenjang. Data 

terstruktur secara hierarki adalah data yang muncul karena tingkat yang lebih 

rendah bersarang di dalam tingkat yang lebih tinggi, dikumpulkan dalam satu set 

populasi hierarkis di mana individu dapat menentukan variabel dari setiap tingkat. 

 

Hox (1995), menganalisis data hierarki menggunakan metode regresi linier 

berganda menghadirkan beberapa permasalahan, antara lain:  

1. Apabila analisis dilakukan di tingkat tertinggi, tingkat informasi terendah akan 

hilang. Alhasil akan mengurangi kemampuan pengujian statistik di tingkat ini, 

sebab kehilangan banyak informasi pada tingkat terendah. 

2. Apabila analisis dilakukan di tingkat terendah, pengelompokan data akan 

terabaikan. Model regresi dibangun dari semua observasi minimal tingkat. 

Masalah yang muncul ialah multikolinearitas, sehingga model yang dihasilkan 

tidak sesuai. 
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2.2 Analisis Regresi Linear 

 

Menurut Sembiring (1995), analisis regresi ialah metode statistik untuk 

membangun model untuk menentukan hubungan kausal antara dua variabel atau 

lebih. Model ini adalah fungsi dari variabel-variabel tersebut dan digunakan untuk 

memahami, menjelaskan, dan memprediksi perilaku sistem yang diamati. Model 

regresi memiliki tiga tujuan. Artinya, tujuan pertama menjelaskan pola hubungan 

sebab-akibat yang terdapat antara variabel dependen dan independen, tujuan kedua 

menjelaskan kontribusi masing-masing variabel independen terhadap dependen. 

Tujuan ketiga adalah memprediksi nilai variabel dependen untuk nilai tertentu dari 

variabel independen tertentu (Gujarati, 2006). 

 

Analisis regresi yang hanya berisi satu variabel independen (bebas) dan satu 

variabel dependen (terikat) disebut analisis regresi linier sederhana. Persamaan 

umum untuk model regresi linier sederhana adalah: 

𝑌 = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝜀  (2.1) 

dengan, 

𝑌 = variabel terikat (dependen) 

𝑋 = variabel bebas (independen) 

𝛼 = intercept (kostanta regresi) 

𝛽 = slop (koefisien regresi) 

𝜀 = galat 

 

Analisis regresi di sisi lain, yang melibatkan beberapa variabel independen seta satu 

variabel dependen disebut analisis regresi linier berganda. Rumus umum untuk 

regresi berganda adalah:  

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑖 + 𝛽2𝑋2𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑛𝑋𝑛𝑖 + 𝜀𝑖, i = indeks (i = 1, 2, …, n) (2.2) 

dengan, 

𝑌 = variabel terikat (dependen) 

𝑋 = variabel bebas (independen) 
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𝛼 = intercept (kostanta regresi) 

𝛽 = slop (koefisien regresi) 

𝜀 = galat 

 

2.3 Model Linear Campuran 

 

Model linier campuran (linear mixed models) adalah model dalam suatu persamaan 

terdiri dari faktor tetap (fixed effect) dan faktor acak (random effect). Variabel bebas 

berpengaruh tetap apabila koefisien regresinya sama untuk semua anggota sampel, 

dan variabel bebas berpengaruh acak apabila ada perbedaan pada nilai koefisien 

regresinya antara kelompok dua ataupun lebih anggota sampel (Harlan, 2016). 

Menurut Bryck dan Raudenbush (1987), model linier campuran umumnya 

mencakup tiga hal: 

1. Efek acak, disebabkan oleh pengaruh variabel yang nilainya diperoleh dari 

sampel acak. 

2. Efek hierarki, disebabkan oleh pengaruh variabel yang diukur di tingkat 

berbeda. 

3. Pengukuran berulang, mengacu pada pengamatan sebelumnya. 

 

Rencher dan Schaalje (2007), menyatakan persamaan untuk model linier campuran 

memiliki bentuk sederhana sebagai berikut: 

𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝒁𝟏𝒖𝟏 + 𝒁𝟐𝒖𝟐 + ⋯ + 𝒁𝒊𝒖𝒊 + 𝜺  (2.3) 

dengan, 

𝒀 = vektor respon (𝑛 × 1) 

𝑿 = matriks prediktor efek tetap (𝑛 × 𝑝) 

𝜷 = vektor parameter efek tetap (𝑝 × 1) 

𝒁𝒊 = matriks prediktor efek acak (𝑛 × 𝑟𝑖) 

𝒖𝒊 = vektor parameter efek acak (𝑟𝑖 × 1) 

𝜺  = vektor galat (𝑟𝑖 × 1) 

𝐸(𝜺)   = 0 dan 𝐶𝑜𝑣(𝜺) = 𝜎2𝑰𝒏 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 
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𝐸(𝒖𝒊) = 0 dan 𝐶𝑜𝑣(𝒖𝒊) = 𝜎2𝑰𝒓𝒊 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 

𝐶𝑜𝑣(𝒖𝒊, 𝒖𝒋) = 𝑂 untuk 𝑖 ≠ 𝑗, dimana O adalah 𝑟𝑖 𝑥 𝑟𝑗 

𝐶𝑜𝑣(𝒖𝒊, 𝜺)   = 𝑂 untuk semua 𝑖, dimana O adalah 𝑟𝑖 𝑥 𝑛. 

Maka,  

𝐸(𝒀) = 𝐸(𝑿𝜷 + ∑ 𝒁𝒊𝒖𝒊
𝒎
𝒊=𝟏 + 𝜺)  

= 𝑿𝜷 + 𝐸(∑ 𝒁𝒊𝒖𝒊
𝒎
𝒊=𝟏 + 𝜺)  

= 𝑿𝜷 + ∑ 𝒁𝒊𝐸(𝒖𝒊)
𝑚
𝑖=1 + 𝐸(𝜺)  

= 𝑿𝜷.  

𝐶𝑜𝑣(𝒀) = 𝐶𝑜𝑣(𝑿𝜷 + ∑ 𝒁𝒊𝒖𝒊
𝒎
𝒊=𝟏 + 𝜺)  

= 𝐶𝑜𝑣(∑ 𝒁𝒊𝒖𝒊
𝒎
𝒊=𝟏 + 𝜺)  

= ∑ 𝐶𝑜𝑣𝑚
𝑖=1 (𝒁𝒊𝒖𝒊) + 𝐶𝑜𝑣(𝜺) + ∑ 𝐶𝑜𝑣𝑖≠𝑗 (𝒁𝒊𝒖𝒊, 𝒁𝒋𝒖𝒋) +

∑ 𝐶𝑜𝑣𝑚
𝑖=1 (𝒁𝒊𝒖𝒊, 𝜺) + ∑ 𝐶𝑜𝑣𝑚

𝑖=1 (𝜺, 𝒁𝒊𝒖𝒊)  

= ∑ 𝒁𝒊𝐶𝑜𝑣𝑚
𝑖=1 (𝒖𝒊)𝒁𝒊

′ + 𝐶𝑜𝑣(𝜺) + ∑ 𝒁𝒊𝐶𝑜𝑣𝑖≠𝑗 (𝒖𝒊, 𝒖𝒋)𝒁𝒋
′ +

∑ 𝑍𝑖𝐶𝑜𝑣𝑚
𝑖=1 (𝒖𝒊, 𝜺) + ∑ 𝐶𝑜𝑣𝑚

𝑖=1 (𝜺, 𝒖𝒊)𝒁𝒊
′  

= ∑ 𝝈𝒊
𝟐𝒁𝒊𝒁𝒊

′ + 𝝈𝟐𝑰𝒏.𝒎
𝒊=𝟏   

 

  

2.4 Analisis Regresi Multilevel 

 

Analisis regresi multilevel adalah metode statistik yang berguna dalam 

memperkirakan hubungan antar variabel prediktor dan respons di model regresi 

dengan menggunakan setiap kumpulan data dalam suatu kelompok. Analisis regresi 

multilevel ialah metode statistik yang dikembangkan dari regresi klasik.  Data 

dalam analisis regresi multilevel adalah data hierarkis. Artinya, data yang terdiri 

dari item-item observasi yang bersarang atau dikelompokkan menjadi item-item 

yang tingkatnya lebih tinggi. Data hierarki juga dikenal sebagai data multi-level. 

Ringdal (1992) menyatakan bahwa meskipun data yang diperoleh berisi informasi 

ini, analisis awalnya digunakan terlepas dari informasi tentang milik individu 

terhadap lingkungan. Hal tersebut mengakibatkan tidak puas dengan hasil analisis 

karena tidak ada lagi kesimpulan konkret yang dapat ditarik untuk setiap tingkat. 
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Goldstein (1995) mengenalkan pengembangan regresi reguler dalam menangani 

masalah yang ditimbulkan oleh data yang terstruktur secara hierarkis: analisis 

Multilevel Modelling. Analisis regresi multilevel dicirikan oleh adanya tingkat data 

di mana data tingkat rendah hadir dalam data tingkat tinggi. Variabel respon diukur 

pada tingkat terendah dan prediktor dapat diukur pada setiap tingkat data dalam 

analisis regresi multilevel (Hox, 2010).  

 

Menurut Hox (2010), model regresi multilevel dibagi menjadi dua bentuk dasar: 

1. Model multilevel dasar random intercept 

Model ini mengasumsikan bahwa intercept dimodelkan sebagai efek acak dari 

variabel tingkat 2, dan bahwa intercept setiap kelompok berbeda tetapi 

gradiennya sama, sehingga efek masing-masing prediktor pada variabel respons 

berbeda. 

2. Model multilevel dasar random slope 

Model ini ialah model dimana koefisien prediktor dimodelkan pada level yang 

lebih rendah sebagai efek acak dari variabel level 2, dan setiap kelompok 

diasumsikan memiliki gradien yang berbeda, dengan mempertimbangkan efek 

prediktor terhadap variabel respon bervariasi dari kelompok ke kelompok. 

 

Model regresi multilevel yang paling sederhana yakni model dua tingkat, dimana 

tingkat kesatu ialah data individu dan tingkat kedua ialah data kelompok (West 

et,al., 2007).  Representasi persamaan regresi multilevel dengan 2 level sebagai 

berikut: 

a. Model level 1  

𝑌𝑖𝑗 =  𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + ⋯ + 𝛽𝑝𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗  

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + ∑ 𝛽𝑝𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗
𝑃
𝑃=1 + 𝜀𝑖𝑗  (2.4) 

 

dengan, 

𝑌𝑖𝑗  = variabel respon ke-𝑖 dalam kelompok ke-𝑗 pada level 1 

𝛽0𝑗  = intercept pada level 1 
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𝛽𝑝𝑗  = koefisien regresi variabel bebas ke-𝑝 pada kelompok ke-𝑗 pada 

level 1 

𝑋𝑝𝑖𝑗 = variabel prediktor ke-𝑝 pada level 1 

𝜀𝑖𝑗  = galat pada level 1, diasumsikan berdistribusi 𝑁(0, 𝜎𝜀
2) 

𝑖  = indeks pada level 1 (1,2, … , 𝑛𝑗) 

𝑗  = indeks pada level 2 (1,2, … , 𝑚) 

𝑃  = banyak variabel prediktor pada level 1 (1,2, … , 𝑝) 

b. Model level 2 

𝛽0𝑗 =  𝛾00 + 𝛾01𝑍1𝑗 + 𝛾02𝑍2𝑗 + ⋯ + 𝛾0𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢0𝑗   

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + ∑ 𝛾0𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢0𝑗
𝑄
𝑄=1   (2.5) 

dengan, 

𝛽0𝑗 = intercept pada level 1 

𝛾00 = intercept pada level 2 

𝛾0𝑞 = koefisien regresi untuk variabel bebas ke-𝑞 pada level 2 

𝑍𝑞𝑗 = variabel bebas ke-𝑞 untuk kelompok ke-𝑗 pada level 2 

𝑢0𝑗 = galat pada level 2, diasumsikan berdistribusi 𝑁(0, 𝜎𝜀
2) 

𝑗     = indeks pada level 2 (1,2, … , 𝑚) 

𝑄    = banyak variabel prediktor pada level 2 (1,2, … , 𝑞) 

 

Model koefisien acak digunakan untuk mengetahui ada tidaknya perbedaan slope 

pada tiap level, sehingga model ini digunakan untuk mengetahui selisih kemiringan 

antar level.  Berdasarkan Persamaan (2.5), diperoleh model koefisien acak untuk 

level 2 adalah: 

𝛽1𝑗 =  𝛾10 + 𝛾11𝑍1𝑗 + ⋯ + 𝛾1𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢1𝑗 

𝛽2𝑗 =  𝛾20 + 𝛾21𝑍2𝑗 + ⋯ + 𝛾2𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢2𝑗 

⋮ 

𝛽𝑝𝑗 =  𝛾𝑝0 + 𝛾𝑝1𝑍𝑝𝑗 + ⋯ + 𝛾𝑝𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢𝑝𝑗 

𝛽𝑝𝑗 = 𝛾𝑝0 + ∑ 𝛾𝑝𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢𝑝𝑗
𝑄
𝑄=1   (2.6) 
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dengan, 

𝛽𝑝𝑗 = koefisien regresi variabel bebas ke-𝑝 dalam kelompok ke-𝑗 pada level 1 

𝛾𝑝0 = intercept pada level 2 

𝛾𝑝𝑞 = koefisien regresi ke-𝑝 untuk variabel bebas ke-𝑞 pada level 2 

𝑍𝑞𝑗 = variabel bebas ke-𝑞 dalam kelompok ke-𝑗 pada level 2 

𝑢𝑝𝑗 = galat pada level 2, diasumsikan berdistribusi 𝑁(0, 𝜎𝜀
2) 

𝑗  = indeks pada level 2 (1,2, … , 𝑚) 

𝑃  = banyak variabel prediktor pada level 1 (1,2, … , 𝑝) 

𝑄  = banyak variabel prediktor pada level 2 (1,2, … , 𝑞) 

 

Model campuran atau disebut model regresi untuk kedua level didapat dengan cara 

mendistribusikan pada Persamaan (2.5) dan (2.6) ke (2.4).  Oleh karena itu, 

didapatkan model regresi multilevel adalah sebagai berikut: 

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + ∑ 𝛽𝑝𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗
𝑃
𝑃=1 + 𝜀𝑖𝑗  

= 𝛾00 + ∑ 𝛾0𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢0𝑗
𝑄
𝑄=1 + ∑ (𝛾𝑝0 + ∑ 𝛾𝑝𝑞𝑍𝑞𝑗 + 𝑢𝑝𝑗

𝑄
𝑄=1 )𝑋𝑝𝑖𝑗

𝑃
𝑃=1 + 𝜀𝑖𝑗  

= 𝛾00 + ∑ 𝛾0𝑞𝑍𝑞𝑗
𝑄
𝑄=1 + ∑ 𝛾𝑝0𝑋𝑝𝑖𝑗

𝑃
𝑃=1 + ∑ ∑ 𝛾𝑝𝑞𝑍𝑞𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗 +𝑄

𝑄=1
𝑃
𝑃=1

∑ 𝑢𝑝𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗 + 𝑢0𝑗 + 𝜀𝑖𝑗
𝑃
𝑃=1   (2.7) 

dengan, 

𝑖 = indeks pada level 1 yang berada dalam indeks level 2 

𝑗 = indeks pada level 2 (1,2, … , 𝑚) 

𝑃 = banyak variabel prediktor pada level 1 (1,2, … , 𝑝) 

𝑄 = banyak variabel prediktor pada level 2 (1,2, … , 𝑞) 

 

2.5 Uji Asumsi 

 

Uji asumsi klasik regresi linear merupakan sebutan dari beberapa asumsi yang 

harus terpenuhi di dalam menggunakan analisis regresi linear.  Dalam melakukan 

pendugaan parameter tentu saja tidak lepas dari kesalahan, baik kecil maupun besar.  
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Ketika beberapa asumsi terpenuhi maka kesalahan pendugaan merupakan yang 

terkecil (Kurniawan, 2008). 

 

2.4.1 Uji Normalitas 

 

Uji normalitas digunakan untuk mengetahui apakah data berdistribusi normal, 

dapat menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov untuk menghitung uji normalitas. Uji 

Kolmogorov-Smirnov dapat membandingkan dua distribusi data, yakni distribusi 

hipotesis dan teramati. Jika distribusi yang diamati ada kesamaan dengan distribusi 

hipotetis, kita dapat menyimpulkan bahwa data yang teramati berdistribusi secara 

normal (Kurniawan, 2008). Selain uji Kolmogorov-Smirnov, dapat melakukan 

dengan memeriksa plot probabilitas normal. Jika plot probabilitas normal 

ditunjukan adanya titik-titik yang menyebar di sekitar diagonal serta distribusi 

mengikuti arah diagonal, maka model garis regresi data berdistribusi normal. 

 

2.4.2 Uji Multikolinearitas 

 

Uji multikolinearitas berguna menguji korelasi antar variabel prediktor pada model 

regresi (Gujarati, 2004).  Uji statistik yang digunakan deteksi multikolinearitas 

yakni dengan nilai Vaiance Inflation Factor (VIF).  Asumsi non-multikolinearitas 

tidak terpenuhi jika nilai VIF lebih dari 10.  Untuk mendapatkan nilai Vaiance 

Inflation Factor (VIF) digunakan rumus sebagai berikut: 

𝑉𝐼𝐹 =
1

1−𝑅𝑗
2  (2.8) 

dengan, 

𝑅𝑗
2 = nilai koefisien determinasi 𝑋𝑗 sebagai respon dengan (𝑝 − 1) prediktor lain. 
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2.6 Metode Penduga Parameter Regresi Multilevel 

 

Pada dasarnya, pendugaan parameter dengan regresi multilevel ini memiliki 

kesamaan manfaat dengan regresi linier biasa yakni mencari nilai parameter yang 

dipakai pada proses regresi. Metode estimasi parameter yang paling umum 

digunakan dalam analisis regresi multilevel adalah metode Maximum Likelihood 

Estimation (MLE). Maximum Likelihood Estimation memperkirakan parameter 

dengan memaksimalkan fungsi likelihood (Hox, 2010). Berikut merupakan metode 

Maximum Likelihood untuk estimasi parameter. 

 

Persamaan model linier campuran yaitu: 

𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝒁𝒖 + 𝜺   (2.9) 

dimana 𝐸(𝜺) = 0, 𝑐𝑜𝑣(𝜺) = 𝜎2𝑰𝒏 = 𝚺𝒊 dan 𝐸(𝑢𝑖) = 0, 𝑐𝑜𝑣(𝑢𝑖) = 𝜎2𝑰𝒓𝒊 = 𝑫 

atau [
𝑢𝑖

𝜺
] ~𝑁𝑚𝑞+𝑛 ([

0
0

] , [
𝑮 0𝑚𝑞×𝑛

0𝑛×𝑚𝑞 𝑹
]). 

𝑮 = [

𝑫 0
0 𝑫

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑫

] dan 𝑹 = [

𝚺𝟏 0
0 𝚺𝟐

⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝚺𝒏

] 

dengan, 

𝒀 = vektor respon (𝑛 × 1) 

𝑿 = matriks desain efek tetap (𝑛 × 𝑝) 

𝜷 = vektor parameter efek tetap (𝑝 × 1) 

𝒁 = matriks desain efek acak (𝑛 × 𝑞) 

𝒖 = vektor parameter efek acak (𝑞 × 1) 

𝜺  = vektor galat (𝑛 × 1) 

𝑮 = matriks kovarians dari efek acak 𝑢 

𝑹 = matriks kovarians dari vektor galat 𝜀 

 

Misalkan: 

𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝒁𝒖 + 𝜺 
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𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝜺∗ (2.10) 

dengan, 

𝜺∗ = 𝒁𝒖 + 𝜺  

= (𝒁 𝑰𝒏×𝒏) (
𝒖
𝜺

) 

= 𝑨 (
𝒖
𝜺

)  

𝜺∗~𝑁𝑛(0, 𝑽)  

dimana: 

𝑽 = 𝑨 (
𝑮 0
0 𝑹

) 𝑨𝒕  

= (𝒁 𝑰𝒏×𝒏) (
𝑮 0
0 𝑹

) (
𝒁𝒕

𝑰𝒏×𝒏
)  

= (𝒁𝑮 𝑹) (
𝒁𝒕

𝑰𝒏×𝒏
)  

= 𝒁𝑮𝒁𝒕 + 𝑹  

𝑽 = 𝒁𝑮𝒁𝒕 + 𝑹 

 

Vektor parameter kovarian 𝜃 diduga 𝜃𝑀𝐿 dengan pemaksimalan kegunaan 

likelihood. 

𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝒁𝒖 + 𝜺 

dengan [
𝑢𝑖

𝜺
] ~𝑁𝑚𝑞+𝑛 ([

0
0

] , [
𝑮 0𝑚𝑞×𝑛

0𝑛×𝑚𝑞 𝑹
]) 

𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝜺∗ 

dengan 𝜺∗~𝑁𝑛(0, 𝑽(𝜃)) dengan 𝑽(𝜃) = 𝒁𝑮(𝜃)𝒁𝒕 + 𝑹(𝜃). 

 

Fungsi likelihood: 

𝐿 = ∏ 𝑓(𝑦𝑖|𝜃)𝑛
𝑖=1   

= ∏ 𝑓(𝑦𝑖, 𝜇, 𝜎2𝑛
𝑖=1 )  

= ∏
1

√2𝜋𝜎2
𝑛
𝑖=1  exp −

1

2
∑(

𝑦𝑖−𝜇

𝜎
)2  

=
1

(2𝜋)
𝑛
2𝜎2𝑛

 exp −
1

2
∑(

𝑦𝑖−𝜇

𝜎
)2 

ln 𝐿 = ln[
1

(2𝜋)
𝑛
2𝜎2𝑛

exp −
1

2
∑(

𝑦𝑖−𝜇

𝜎
)2] 
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= ln 
1

(2𝜋)
𝑛
2𝜎2𝑛

 + ln (exp −
1

2
∑(

𝑦𝑖−𝜇

𝜎
)2) 

= ln 
1

(2𝜋)
𝑛
2𝜎2𝑛

−
1

2
∑(

𝑦𝑖−𝜇

𝜎
)2 

=
1

(2𝜋)
𝑛
2𝑉(𝜃)

 exp −
1

2
(𝜀 − 𝜇𝜀)𝑇𝑉(𝜃)−1(𝜀 − 𝜇) 

 

dengan fungsi likelihood variabel acak galat (𝜀) diberikan oleh: 

𝐿 = ∏ 𝑓(𝜀, 0, 𝑉(𝜃))𝑛
𝑖=1   

= ∏
1

(2𝜋)
𝑛
2𝑉(𝜃)

𝑛
𝑖=1  exp −

1

2
(𝜀 − 𝜇𝜀)𝑇𝑉(𝜃)−1(𝜀 − 𝜇) 

𝐿 = ∏
1

(2𝜋)
𝑛
2𝑉(𝜃)

𝑛
𝑖=1  exp −

1

2
(𝑌 − 𝑋𝛽)𝑡𝑉(𝜃)−1(𝑌 − 𝑋𝛽) 

𝐿(𝛽, 𝜎2) = −
1

2
 {ln| 𝑽(𝜃)| + (𝒀 − 𝑿𝜷)𝒕𝑽(𝜃)−𝟏(𝒀 − 𝑿𝜷)}  (2.11) 

 

dengan memaksimumkan log likelihood untuk 𝜃 terhadap 𝛽 maka didapatkan 

�̂�(𝜽) = (𝑿𝒕𝑽(𝜃)−𝟏𝑿)−𝟏𝑿𝒕𝑽(𝜽)−𝟏𝒀  (2.12) 

𝒀~𝑁𝑛(𝑿𝜷, 𝑽) dan 𝒖~𝑁𝑚𝑞(0, 𝑮).  

𝐶𝑜𝑣(𝒀, 𝒖) = 𝐶𝑜𝑣(𝑿𝜷 + 𝒁𝒖 + 𝜺, 𝒖)  

= 𝐶𝑜𝑣(𝑿𝜷, 𝒖) + 𝐶𝑜𝑣(𝒁𝒖, 𝒖) + 𝐶𝑜𝑣(𝜺, 𝒖)  

= 0 + 𝒁𝑮 + 0  

= 𝒁𝑮  

𝐶𝑜𝑣(𝒀, 𝒖) = 𝒁𝑮  (2.13) 

𝐸(𝒖|𝒀) = 𝐸(𝒖) + 𝑐𝑜𝑣(𝒖, 𝒀)[𝑐𝑜𝑣(𝒀)]−1[𝒀 − 𝐸(𝒀)]  

= 0 + 𝑮𝒁𝒕𝑽−𝟏(𝒀 − 𝑿𝜷)  

= 𝑮𝒁𝒕𝑽−𝟏(𝒀 − 𝑿𝜷)  

𝐸(𝒖|𝒀) = 𝑮𝒁𝒕𝑽−𝟏(𝒀 − 𝑿𝜷)  (2.14) 

 

West, et. al., (2007) menyatakan efek tetap 𝛽 dan efek acak 𝑢 diduga oleh 

�̂� = (𝑿𝒕�̂�−𝟏𝑿)−𝟏𝑿𝒕�̂�−𝟏𝒀  (2.15) 

�̂� = 𝑮𝒁𝒕�̂�−𝟏(𝒀 − 𝑿�̂�)  (2.16) 

dimana �̂� = 𝑽(�̂�𝑴𝑳). 
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Metode Maximum Likelihood terdapat dua keunggulan dibandingkan dengan 

REML. Artinya, relatif sederhana dalam hal perhitungan, dan sementara umumnya 

digunakan untuk memperkirakan efek tetap, lebih tepat digunakan untuk efek acak 

untuk REML. Namun, perbedaan antara hasil kedua metode tersebut relatif kecil, 

jika sampelnya besar, perbedaan antara hasil kedua metode tersebut dapat 

terabaikan (Hox, 1995). 

 

2.7 Pengujian Hipotesis 

 

Pengujian hipotesis atau pengujian estimasi parameter parsial dilakukan pada level 

1 (kecamatan) dan level 2 (kabupaten) dengan menggunakan uji statistik Wald 

berdasarkan hipotesis sebagai berikut (Jones and Steenbergen, 2002): 

a. Parameter pada level 1 

𝐻0: 𝛽𝑝𝑗 = 0  

𝐻1: 𝛽𝑝𝑗 ≠ 0  

Dengan 𝑝 menyatakan banyaknya variabel prediktor untuk level 1.  Statistik 

uji Wald adalah sebagai berikut: 

𝑡 =
�̂�𝑝𝑗

𝑆𝐸(�̂�𝑝𝑗)
   (2.17) 

dimana: 

�̂�𝑝𝑗 = penduga variabel bebas ke-𝑝 dalam kelompok ke-𝑗 pada level 1 

𝑆𝐸(�̂�𝑝𝑗) = galat baku penduga variabel bebas ke-𝑝 dalam kelompok ke-𝑗 pada 

level 1. 

 

b. Parameter pada level 2 

𝐻0: 𝛾𝑞𝑗 = 0  

𝐻1: 𝛾𝑞𝑗 ≠ 0  

Dengan 𝑞 menyatakan banyaknya variabel prediktor untuk level 2.  Statistik 

uji Wald adalah sebagai berikut: 

𝑡 =
�̂�𝑞𝑗

𝑆𝐸(�̂�𝑞𝑗)
  (2.18) 
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dimana: 

𝛾𝑞𝑗 = penduga variabel bebas ke-𝑞 dalam kelompok ke-𝑗 pada level 2 

𝑆𝐸(𝛾𝑞𝑗)  = galat baku penduga variabel bebas ke-𝑞 dalam kelompok ke-𝑗 pada 

level 2. 

Uji Wald menuruti distribusi t-student, maka derajat bebas (db) untuk level 1 

adalah 𝑖 − 𝑝 − 1, sedangkan db untuk level 2 adalah 𝑗 − 𝑞 − 1. 

 

2.8 Pemilihan Model Terbaik 

 

Pemilihan model terbaik untuk regresi multilevel dengan memeriksa nilai deviasi. 

Deviasi ialah ukuran yang dipakai dalam menetapkan kesesuaian suatu model. 

Tantular (2009), menyatakan dalam memilih model regresi multi-level terbaik, bisa 

memakai uji rasio likelihood, yang dikenal sebagai distribusi penyimpangan, yang 

merupakan ukuran kesesuaian model. Perhitungan pengujian ini yaitu selisih (diff) 

nilai simpangan antara kedua model dan dapat dituliskan:  

𝑑𝑖𝑓𝑓 = −2ln (
𝜆0

𝜆1
)  (2.19) 

 

dengan, 

𝜆0 = nilai deviasi null model 

𝜆1 = nilai deviasi full model 

 

Hox (2010) menyatakan bahwa semakin kecil nilai pada deviasi model maka 

semakin baik model itu, serta jika nilainya 𝑑𝑖𝑓𝑓 > 𝜒2
(𝑎,𝑑𝑏)

 maka 𝐻0 akan di tolak. 

Dimana db adalah selisih jumlah parameter pada kedua model. Kita dapat 

menyimpulkan efek acak adalah signifikan, yang berarti ada variasi atau keragaman 

signifikan pada variabel terikat antar kelompok. 
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2.9 Koefisien Korelasi Interklas 

 

Kistiana, dkk. (2020) menyatakan korelasi adalah ukuran kedekatan hubungan 

antara dua variabel. Koefisien korelasi interklas digunakan dalam pengukuran  

variabilitas respon (keragaman) yang dijelaskan oleh perbedaan karakteristik antar 

kelompok atau menguji korelasi unit-unit di kelompok sama (Hox, 2010).  Model 

regresi multilevel dianggap independen antara pengamatan. West, et.al., (2007) 

menyatakan independensi antar observasi diukur dengan nilai koefisien korelasi 

interklas. Dalam analisis regresi dua tingkat, nilai koefisien korelasi antar kelas 

menentukan nilai korelasi untuk setiap unit level 2. Model yang digunakan untuk 

merepresentasikan koefisien korelasi antar kelas adalah model tanpa variabel bebas 

pada setiap levelnya (null model). Nilai Koefisien Korelasi Antar Kelas atau 

Interclass Correlation Coefficient (ICC) dihitung dengan menggunakan rumus: 

𝜌 =
𝜎𝑒𝑖𝑗

2

𝜎𝑒𝑖𝑗
2 +𝜎𝑢0𝑗

2  , 0 ≤ 𝜌 ≤ 1  (2.20) 

dengan, 

𝜌  = koefisien korelasi interklas 

𝜎𝑢0𝑗
2  = ragam galat di level 1 

𝜎𝑒𝑖𝑗
2  = ragam galat di level 2. 

 

2.10 Keragaman Model 

 

Besarnya variasi pada variabel respon dijelaskan oleh model tertentu disebut 

koefisien determinasi. Dalam model multilevel, koefisien determinasi yang 

ditentukan lebih besar dari 1. Koefisien determinasi merupakan persentase varians 

dijelaskan pada setiap tingkat respon (Hox, 2010).  Koefisien determinasi perlu 

memperkirakan rasio error spread terhadap total spread. Koefisien determinasi 

untuk level 1 dirumuskan sebagai berikut: 

𝑅1
2 = 1 −

𝛼𝑢𝑝
2

𝛼𝑢0
2   (2.21) 
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dengan, 

𝑅1
2 = koefisien determinasi pertama pada level 1 

𝛼𝑢𝑝
2  = ragam galat level 1 dengan 𝑝 variabel prediktor 

𝛼𝑢0
2  = penduga ragam galat level 1 tanpa variabel prediktor 

 

Koefisien determinasi kedua untuk level 2 dirumuskan sebagai berikut: 

𝑅2
2 = 1 −

𝛼𝑒𝑞
2

𝛼𝑒0
2   (2.22) 

dengan, 

𝑅2
2 = koefisien determinasi kedua pada level 2 

𝛼𝑒𝑞
2  = ragam galat level 2 dengan 𝑞 variabel prediktor 

𝛼𝑒0
2  = penduga ragam galat level 2 tanpa variabel prediktor 

 

Menurut Kurniawan (2010), kisaran nilai koefisien determinasi (𝑅2) antara 0 

hingga 1.  Apabila nilai 𝑅2 dikalikan 100% menunjukkan variasi tanggapan atau 

persentase informasi yang diberikan oleh model regresi yang dihasilkan. Semakin 

besar nilai 𝑅2 yang diperoleh maka perolehan model regresi semakin baik. 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian dilaksanakan pada semester genap 2021/2022 di Jurusan Matematika, 

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam (FMIPA), Universitas Lampung. 

 

3.2 Data Penelitian 

 

Penelitian menggunakan data sekunder berupa kepadatan penduduk di Provinsi 

Sumatera Selatan tahun 2020 yang didapat dari website https://sumsel.bps.go.id/ 

yang merupakan data unggahan oleh Badan Pusat Statistik Provinsi Sumatera 

Selatan. Unit analisis Level 1 mencakup 204 kecamatan di Sumatera Selatan, dan 

unit analisis Level 2 mencakup 13 kabupaten di Sumatera Selatan. Variabel 

penelitian ini secara singkat pada Tabel 1. 

 

Tabel 1.  Variabel penelitian 

 

Variabel Keterangan 

Y Kepadatan Penduduk 

Level 1 (Kecamatan) 

X1 Jumlah Penduduk Kecamatan 

X2 Rasio Jenis Kelamin Kecamatan 

X3 Jumlah Sarana Sekolah Kecamatan 

Level 2 (Kabupaten) 

https://sumsel.bps.go.id/
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Z1 Indeks Pembangunan Manusia 

Z2 Produk Domestik Regional Bruto Per Kapita 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

Proses perhitungan dalam penelitian dengan menggunakan software SAS 9.4.  

Berkaitan dengan tujuan yang ingin di raih, langkah-langkah pada penelitian ini: 

1. Melakukan analisis deskriptif terhadap masing-masing variabel di Level 1 

(Kecamatan) serta Level 2 (Kabupaten). 

2. Melakukan uji asumsi data. 

a. Uji normalitas. Apabila data tidak normal, dilakukan transformasi data 

dengan logaritma. 

b. Uji multikolinearitas 

3. Memodelkan menggunakan analisis regresi multilevel dalam menentukan 

faktor-faktor di tingkat kecamatan dan kabupaten yang akan mempengaruhi 

kepadatan penduduk Sumatera Selatan pada tahun 2020 menggunakan metode 

Maximum Likelihood. 

4. Membandingkan nilai deviasi dan diff antara model yang dihasilkan untuk 

memperoleh model terbaik. 

5. Menghitung nilai koefisien korelasi intraclass. 

6. Mendeskripsikan keanekaragaman yang diterangkan oleh kepadatan penduduk 

Level 1 (Kecamatan) serta Level 2 (Kabupaten) di Sumatera Selatan tahun 

2020. 

 

 

 

 



 

V. KESIMPULAN 

 

Dari penelitian ini, dapat ditarik kesimpulan faktor-faktor yang mempengaruhi 

kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera Selatan tahun 2020 yaitu variabel jumlah 

penduduk kecamatan, rasio jenis kelamin kecamatan, indeks pembangunan 

manusia, serta produk domestik regional bruto per kapita.  Model regresi diperoleh 

dari hasil analisis regresi multilevel: 

Kepadatan penduduk = -1,6481 + 12,8921 indeks pembangunan manusia – 0,07028 

produk domestik regional bruto per kapita + 0,5752 jumlah penduduk kecamatan – 

9,4219 rasio jenis kelamin kecamatan. 

 

Nilai keragaman yang dijelaskan level 1 (kecamatan) yaitu sebesar 73,03%, 

sedangkan nilai keragaman yang dijelaskan level 2 (kabupaten) yaitu sebesar 

24,23%.  Hal tersebut menunjukkan faktor pada level kecamatan memberikan 

pengaruh sebesar 73,03% terhadap kepadatan penduduk di Provinsi Sumatera 

Selatan dan faktor pada level kabupaten memberikan pengaruh sebesar 24,23%.  

Nilai koefisien korelasi interklas yang diperoleh sebesar 0,818 yang berarti tanpa 

adanya pertimbangan faktor-faktor lain yang dapat berpengaruh kepadatan 

penduduk, sebesar 81,8% proporsi varians adanya perbedaan karakteristik antar 

kabupaten di Provinsi Sumatera Selatan. 
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