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ABSTRACT 

 

 

APPLICATION OF EXPECTATION MAXIMIZATION − GAUSSIAN 

MIXTURE MODEL (EM-GMM) IN DIGITAL IMAGE SEGMENTATION 

 

 

 

By 

 

 

MAULANA YUSUF 

 

 

 

 

One application of cluster analysis is digital image segmentation.  Image 

segmentation is a process used to partition an image into simpler regions.  When 

applying cluster analysis for image segmentation, there is a problem where the 

intensity of the existing pixels will attract other similar pixels into the same cluster.  

This problem is very rare when applying the soft clustering method because the 

pixels are equipped with a degree of membership.  This research examines the 

application of the Gaussian Mixture Model, which is a soft clustering method that 

uses the Gaussian distribution as a component of the mixture model.  The 

parameters of the GMM will be iterated using the Expectation-Maximization 

algorithm to obtain the maximum likelihood.  The selection of the best number of 

clusters is determined based on the values of Akaike Information Criterion (AIC) 

and Bayesian Information Criterion (BIC).  The results obtained indicate the 

number of clusters 7 is the optimal number of clusters. 

 

Keywords: Cluster Analysis, Image Segmentation, Expectation-Maximization, 

Gaussian Mixture Model, Akaike Information Criterion, Bayesian Information 

Criterion. 
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PENERAPAN METODE EXPECTATION MAXIMIZATION – GAUSSIAN 

MIXTURE MODEL (EM-GMM) PADA SEGMENTASI CITRA DIGITAL 
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MAULANA YUSUF 

 

 

 

 

Salah satu aplikasi analisis cluster adalah segmentasi citra digital.  Segmentasi citra 

merupakan proses yang digunakan untuk mempartisi citra menjadi daerah yang 

lebih sederhana.  Saat menerapkan analisis klaster untuk segmentasi citra, terjadi 

permasalahan dimana intensitas piksel yang ada akan menarik piksel lainnya yang 

serupa ke dalam suatu klaster yang sama.  Permasalahan tersebut sangat jarang 

terjadi jika menerapkan metode soft clustering karena pikselnya dilengkapi dengan 

derajat keanggotaan.  Pada penelitian ini dikaji penerapan Gaussian Mixture Model 

yang merupakan salah satu metode soft clustering yang menggunakan distribusi 

Gaussian sebagai komponen dari mixture model.  Parameter dari GMM akan 

diiterasi menggunakan algoritma Expectation-Maximization untuk mendapatkan 

maximum likelihood.  Pemilihan jumlah klaster terbaik ditentukan berdasarkan 

nilai Akaike's Information Criterion (AIC) dan Bayesian Information Criterion 

(BIC).  Hasil yang diperoleh menunjukkan jumlah klaster 7 merupakan jumlah 

klaster yang optimal. 

 

Kata Kunci: Analisis Klaster, Segmentasi Citra, Expectation-Maximization, 

Gaussian Mixture Model, Akaike Information Criterion, Bayesian Information 

Criterion. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Analisis klaster digunakan untuk mengelompokkan objek yang menunjukkan 

karakteristik serupa dalam klaster yang sama dan objek yang menunjukkan 

karakteristik berbeda dikelompokkan ke dalam klaster lainnya.  Pendekatan 

clustering dibagi menjadi dua kategori yaitu hard clustering dan soft clustering.  

Pada hard clustering, data dibagi menjadi beberapa klaster sedemikian sehingga 

setiap elemen data hanya dimiliki oleh satu klaster saja, sedangkan soft clustering 

membentuk klaster sehingga elemen data dapat dimiliki lebih dari satu klaster 

sekaligus (Grover, 2014). 

 

Salah satu penerapan analisis klaster adalah segmentasi citra digital.  Citra atau 

gambar telah berkembang seiring dengan perkembangan peradaban manusia.  Guna 

menganalisis citra dengan mudah, sangat penting untuk membangun representasi 

yang lebih sederhana.  Proses yang digunakan untuk mempartisi gambar menjadi 

daerah yang lebih sederhana dan tidak tumpang tindih disebut dengan segmentasi 

citra (Nguyen & Wu, 2012).  Segmentasi citra sangat berguna pada banyak 

penerapan dalam pengolahan citra dan sistem pengenalan.  Hasil dari segmentasi 

citra berperan sangat penting dalam menyediakan informasi guna diagnosis citra 

yang lebih baik (Tran et al., 2014). 

 

Terjadi permasalahan saat menerapkan analisis klaster pada segmentasi citra, 

dimana intensitas piksel akan menarik piksel lainnya yang hampir serupa ke dalam 
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suatu klaster yang sama. Pada saat melakukan segmentasi citra, metode hard 

clustering akan gagal untuk mencapai konvergen, dikarenakan metode tersebut 

menempatkan suatu anggota ke dalam satu klaster tertentu saja, apabila suatu data 

berpindah dari suatu klaster ke dalam klaster lainnya dikarenakan noise, maka 

model klasternya dapat berubah.  Permasalahan ini kemungkinan kecil akan jarang 

terjadi jika menerapkan metode soft clustering, karena piksel-pikselnya dilengkapi 

dengan probabilitas atau likelihood dari data, sehingga saat diterapkan ke dalam 

segmentasi citra menjadi lebih robust. 

 

Segmentasi citra akan menjadi lebih baik apabila diterapkan dengan metode soft 

clustering.  Salah satu pendekatan soft clustering adalah dengan mengikuti bentuk 

pola distribusi, atau sering dikenal sebagai model-based clustering.  Klastering 

berbasis model menggunakan pendekatan berbasis probabilitas yang 

mengasumsikan bahwa data dihasilkan oleh distribusi probabilitas yang 

mendasarinya.  Gaussian Mixture Model (GMM) adalah pengelompokkan berbasis 

model yang menggunakan distribusi Gaussian sebagai komponen dari mixture 

model (Iriawan et al., 2018).  Keuntungan dari GMM yaitu memerlukan sejumlah 

kecil parameter untuk pembelajaran.  Keuntungan lainnya adalah parameter ini 

dapat diestimasi secara efisien dengan mengadopsi algoritma EM untuk 

memaksimalkan fungsi log-likelihood (Nguyen, 2011). 

 

Metode klastering melakukan pemrosesan data untuk menemukan pola dalam data 

ke dalam beberapa kelompok tanpa dilatih secara eksplisit, hal ini sering disebut 

sebagai unsupervised.  Untuk menentukan jumlah klaster yang tepat, diperlukan 

suatu evaluasi pada model klaster.  Evaluasi validasi analisis klaster dapat 

dilakukan dengan menggunakan nilai Akaike Information Criteria (AIC) dan 

Bayesian Information Criteria (BIC).  AIC adalah kriteria pemilihan model pertama 

yang mendapatkan perhatian luas dalam komunitas statistik, dan terus menjadi 

salah satu alat pemilihan model yang paling banyak dikenal dan digunakan dalam 

praktik statistik.  Menurut Schwarz (1978), BIC terkait erat dengan AIC dan 
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perbedaan diantaranya adalah BIC memberikan pinalti yang lebih besar untuk 

jumlah parameter dalam model dibandingkan dengan AIC. 

 

Berdasarkan pemaparan tersebut, penulis tertarik untuk menerapkan metode 

Gaussian Mixture Model (GMM) pada segmentasi citra digital. Algoritma 

Expectation-Maximization (EM) diadopsi sebagai metode optimasi agar parameter 

GMM dapat diestimasi secara efisien dan mendapatkan hasil estimasi yang lebih 

baik.  Pemilihan jumlah klaster yang optimal akan ditentukan menggunakan nilai 

Akaike Information Criteria (AIC) dan Bayesian Information Criteria (BIC). 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Mengestimasi parameter terbaik dari Gaussian Mixture Model (GMM) 

dengan menggunakan Maximum Likelihood Estimation (MLE) yang diiterasi 

dengan algoritma Expectation-Maximization (EM). 

2. Menerapkan metode Gaussian Mixture Model (GMM) pada segmentasi citra 

digital untuk mendapatkan hasil jumlah klaster yang optimal dengan 

menggunakan nilai Akaike Information Criterion (AIC) dan Bayesian 

Information Criterion (BIC). 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah memberikan informasi serta menambah wawasan 

tentang penerapan ilmu statistika khususnya mengenai penerapan metode Gaussian 

Mixture Model dengan estimasi parameter menggunakan Maximum Likelihood 

Estimation yang diiterasi dengan algoritma Expectation Maximization pada 

segmentasi citra digital. 



 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Analisis Klaster 

 

 

 

Analisis klaster digunakan untuk mengelompokkan objek yang menunjukkan 

karakteristik serupa dalam klaster yang sama dan objek yang menunjukkan 

karakteristik berbeda dikelompokkan ke dalam klaster lainnya.  Pendekatan 

clustering dibagi menjadi dua kategori yaitu hard clustering dan soft clustering.  

Pada hard clustering, data dibagi menjadi beberapa cluster sedemikian sehingga 

setiap elemen data hanya dimiliki oleh satu cluster saja, sedangkan soft clustering 

membentuk cluster sehingga elemen data dapat dimiliki lebih dari satu cluster 

berdasarkan tingkat keanggotaannya (Grover, 2014). 

 

Salah satu pendekatan metode soft clustering adalah dengan mengikuti bentuk pola 

distribusi, atau sering dikenal sebagai model-based clustering.  Metode klastering 

berbasis model (model-based clustering) merupakan suatu pendekatan statistik 

pada analisis klaster berdasarkan model probabilitas dari suatu data yang berasal 

dari fungsi distribusi.  Dikarenakan data berasal dari campuran dua model 

probabilitas yang berbeda sehingga hal tersebut menjadi alasan untuk membagi data 

menjadi dua kelompok atau klaster.  Dalam penelitian pengamatan umumnya 

heterogen, bukan satu kelompok homogen.  Model diasumsikan memiliki jumlah 

klaster yang berhingga, jumlah klaster tetap, dan data berasal dari klaster yang 

berbeda, sehingga data diasumsikan berasal dari beberapa distribusi probabilitas 

dalam setiap klaster (Shi, 2005). 
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2.2 Model Campuran 
 

 

 

Distribusi mixture banyak digunakan untuk memberikan representasi komputasi 

yang nyaman untuk memodelkan distribusi data yang kompleks pada fenomena 

acak  (McLachlan et al., 2019).  Model campuran (mixture model) ditunjukkan 

dengan jelas pada Gambar 1.  Apabila setiap distribusi memiliki parameter sendiri-

sendiri, dengan mean masing-masing 𝜇1, 𝜇2, dan 𝜇3, maka model tersebut dapat 

dikatakan memiliki tiga klaster dengan centroidnya adalah 𝜇1, 𝜇2, dan 𝜇3. 

 

 

Gambar 1. Fungsi Densitas dari Mixture Model 

 

Pada model campuran, setiap komponen distribusi probabilitas sesuai dengan 

sebuah klaster.  Masalah penentuan jumlah klaster dan pemilihan metode clustering 

yang tepat dapat disusun kembali sebagai masalah pemilihan model statistik, dan 

model yang berbeda dalam jumlah komponen dapat dibandingkan (Fraley & 

Raftery, 2002).  Secara umum, fungsi densitas dari model campuran (mixture) 

didefinisikan dengan persamaan (Iriawan, 2011), 
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𝑓(𝑦|𝝅, 𝜽) =  ∑ 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝑦|𝜽𝒋)

𝐾

𝑗=1

 (2.1) 

dimana, 

 𝑓(𝑦|𝜃, 𝜋) : fungsi densitas distribusi mixture 

 𝑓𝑗(𝑦|𝜃𝑗) : fungsi komponen ke-𝑗 

 𝜽𝒋 : vektor dari setiap parameter yang tidak diketahui dalam 

distribusi campuran {𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝐾} 

 𝝅 : vektor parameter proporsi dengan elemen-elemen 

{𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝐾} 

 𝜋𝑗 : parameter proporsi komponen distribusi mixture dengan 

∑ 𝜋𝑗
𝐾
𝑗=1 = 1 dan 0 ≤ 𝜋𝑗 ≤ 1 

 𝐾 : jumlah distribusi sebagai bagian dari distribusi campuran 

yang diberikan 

 

Untuk mengestimasi parameter dari distribusi campuran, banyak pendekatan yang 

telah dikembangkan, seperti metode momen, metode grafik, metode jarak 

minimum, metode kemungkinan maksimum, dan metode Bayesian.  Tetapi belum 

tersedia formula eksplisit untuk mengestimasi parameter (McLachlan & Peel, 

2000).  Metode estimasi kemungkinan maksimum merupakan yang paling umum 

digunakan untuk mengestimasi distribusi campuran dengan fungsi likelihood pada 

persamaan (2.2) berikut. 

𝐿(𝑦|𝜽) = ∏ 𝑓𝑀𝑖𝑥𝑡𝑢𝑟𝑒(𝑦𝑖|𝜽𝒋)

𝑁

𝑖=1

 

(2.2) 

= ∏ ∑ 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝑦𝑖|𝜽𝒋)

𝐾

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

 

 

Menggunakan fungsi log-likelihood akan menjadi lebih mudah karena konstanta 

aditif bersifat arbitrer, dengan menggunakan rumus pada persamaan (2.3) berikut. 
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ℓ(𝜽; 𝑦) = ∑ log (𝑓𝑀𝑖𝑥𝑡𝑢𝑟𝑒(𝑦𝑖|𝜽𝒋))  

𝑁

𝑖=1

 

(2.3) 

= ∑ log (∑ 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝑦𝑖|𝜽𝒋)

𝐾

𝑗=1

)

𝑁

𝑖=1

 

 

Secara umum, untuk memaksimalkan fungsi log-likelihood ini tidak memiliki 

solusi bentuk tertutup langsung karena parameternya adalah distribusi campuran 

dalam logaritma dari model yang mendasarinya.  Banyak metode telah diterapkan 

untuk menyelesaikan masalah fungsi log-likelihood yang mengarah ke masalah 

optimasi non-linier (Shi, 2005). 

 

2.3 Gaussian Mixture Model (GMM) 

 

 

 

Gaussian Mixture Model (GMM) adalah pengelompokkan berbasis model yang 

menggunakan distribusi Gaussian sebagai komponen dari mixture model (Iriawan 

et al., 2018).  Misal diketahui 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑁 adalah kumpulan piksel pada citra yang 

diasumsikan memiliki distribusi campuran Gaussian atau biasa disebut dengan 

Gaussian Mixture Model (GMM).  Dari persamaan (2.1) dapat diperoleh fungsi 

densitas GMM sebagai berikut, 

𝑓(𝑦|𝜋, 𝝁, 𝚺) = ∑ 𝜋𝑗𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋)

𝐾

𝑗=1

 (2.4) 

dengan fungsi 𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋) pada persamaan (2.4) merupakan fungsi kepadatan 

peluang Gaussian multivariat pada persamaan (2.5) berikut, 

𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋) =
1

(2𝜋)
𝑑

2⁄ |𝚺𝒋|
1

2⁄
exp (−

1

2
(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋)

𝑇
𝚺𝒋

−1(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋)) (2.5) 

dimana 𝜋 = (𝜋1, … , 𝜋𝐾), 0 ≤ 𝜋𝑗 ≤ 1, 𝑗 = 1, 2, … , 𝐾, ∑ 𝜋𝑗
𝐾
𝑗=1 = 1.  Oleh karena itu, 

fungsi joint conditional density dari kumpulan piksel 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑁 dapat 

dimodelkan menjadi, 
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𝑝(𝑦|𝜋, 𝝁, 𝚺) = ∏ 𝑓(𝑦𝑖|𝜋, 𝝁, 𝚺)

𝑁

𝑖=1

 

(2.6) 

= ∏ [∑ 𝜋𝑗𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋)

𝐾

𝑗=1

]

𝑁

𝑖=1

 

Berdasarkan fungsi joint conditional density pada persamaan (2.6), diperoleh fungsi 

log-likelihood dari GMM sebagai berikut, 

𝐿(𝜋, 𝝁, 𝚺|𝑦) 

(2.7) 
= ∑ 𝑙𝑜𝑔 (∑

𝜋𝑗

(2𝜋)
𝑑

2⁄ |𝚺𝒋|
1

2⁄
exp (−

1

2
(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋)

𝑇
𝚺𝒋

−1(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋))

𝐾

𝑗=1

)

𝑁

𝑖=1

 

seperti yang dapat dilihat dari fungsi likelihood pada persamaan (2.7), salah satu 

keunggulan dari metode GMM adalah mempunyai bentuk yang sederhana, dan 

memerlukan sejumlah kecil parameter (Nguyen, 2011). Permasalahan pada metode 

GMM yaitu menentukan berapa probabilitas bahwa titik pengamatan akan 

memasuki klaster tertentu.  Besar kecilnya probabilitas tersebut diukur dengan 

hidden variable Z.  Nilai ekspektasi dari hidden variable tersebut diukur pada tahap 

E-Step dalam algoritma Expectation-Maximization (Dempster et al., 1977). 

 

2.4 Algoritma Expectation-Maximization (EM) 

 

 

 

Algoritma Expectation-Maximization (EM) diperkenalkan pertama kali oleh 

Dempster, Laird, dan Rubin (1977).  Algoritma EM adalah metode iterasi untuk 

mengestimasi maximum-likelihood ketika pengamatan dapat dilihat sebagai data 

yang tidak lengkap (incomplete data).  Istilah incomplete data dalam bentuk 

umumnya mengimplikasikan adanya dua ruang sampel dan pemetaan many-one 

dari kedua ruang sampel. 

 

Setiap iterasi dari algoritma EM terdiri dari dua tahap, yaitu expectation step (E-

step) dan maximization step (M-step).  Pada E-step nilai ekspektasi dari likelihood 
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dihitung menggunakan parameter data, kemudian M-step menghitung nilai estimasi 

maximum-likelihood dari parameter dengan memaksimalkan nilai ekspektasi dari 

likelihood yang terdapat pada E-step.  Kedua tahapan ini dilakukan hingga 

mencapai nilai konvergen (Dempster et al., 1977). 

 

Algoritma Expectation-Maximization (EM) dimulai dari menurunkan fungsi log-

likelihood pada persamaan (2.7) terhadap 𝝁𝒋 dari komponen Gaussian, diperoleh, 

𝜕𝐿(𝝁, 𝚺, 𝜋|𝑦)

𝜕𝜇𝑗
=

𝜕(∑ 𝑙𝑜𝑔(∑ 𝜋𝑗𝑓𝑗(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋)𝐾
𝑗=1 )𝑁

𝑖=1 )

𝜕𝜇𝑗
 

(2.8) 

0 = − ∑
𝜋𝑗𝑓𝑗(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋)

∑ 𝜋𝑙𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒍, 𝚺𝒍)
𝐾
𝑙=1

𝚺𝒋
−1(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋)

𝑁

𝑖=1

 

dimana ∑ 𝜋𝑙𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒍, 𝚺𝒍)
𝐾
𝑙=1  merupakan variabel laten 𝑧𝑖𝑗, dengan probabilitas 

posterior pada persamaan (2.9) berikut, 

𝑧𝑖𝑗
(𝑡)

= 𝑓(𝑧𝑖𝑗|𝑦𝑖, 𝝁𝒋
(𝒕)

, 𝚺𝒋
(𝒕)

) 

(2.9) 
=

𝑓(𝑦𝑖|𝑧𝑖𝑗, 𝝁𝒋
(𝒕)

, 𝚺𝒋
(𝒕)

)𝑓(𝑧𝑖𝑗|𝝁𝒋
(𝒕)

, 𝚺𝒋
(𝒕)

)

𝑓 (𝑦𝑖|𝝁𝒋
(𝒕)

, 𝚺𝒋
(𝒕)

)
 

=
𝜋𝑗

(𝑡)
𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋

(𝒕)
, 𝚺𝒋

(𝒕)
)

∑ 𝜋𝑙
(𝑡)

𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒍
(𝒕)

, 𝚺𝒍
(𝒕)

)𝐾
𝑙=1

 

dimana 𝑡 menunjukkan langkah iterasi.  Penyelesaian dari 𝜕𝐿(𝝁, 𝚺, 𝜋|𝑦) 𝜕𝜇𝑗⁄ = 0 

pada persamaan (2.8) menghasilkan nilai 𝝁𝒋 minimum pada langkah iterasi ke 

(𝑡 + 1). 

𝜇𝑗
(𝑡+1)

=
∑ 𝑧𝑖𝑗

(𝑡)
𝑦𝑖

𝑁
𝑖=1

∑ 𝑧𝑖𝑗
(𝑡)𝑁

𝑖=1

 (2.10) 

Jika fungsi log-likelihood pada persamaan (2.7) diturunkan terhadap 𝚺𝒋
−𝟏 dari 

komponen Gaussian, maka diperoleh. 
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[𝚺𝒋]
(𝑡+1)

=
∑ 𝑧𝑖𝑗

(𝑡)
(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋

(𝒕+𝟏)
)(𝒚𝒊 − 𝝁𝒋

(𝒕+𝟏)
)

𝑇
𝑁
𝑖=1

∑ 𝑧𝑖𝑗
(𝑡)𝑁

𝑖=1

 (2.11) 

Kemudian, dapat diturunkan fungsi log-likelihood pada persamaan (2.7) terhadap 

distribusi prior 𝜋𝑗.  Pada tahap ini, domain 0 ≤ 𝜋𝑗 ≤ 1 dan ∑ 𝜋𝑗
𝐾
𝑗=1 = 1 harus 

dipertimbangkan.  Ini dapat dicapai dengan menggunakan Lagrange multiplier 𝜂 

dan memaksimalkan turunan berikut, 

𝜕

𝜕𝜋𝑗
[𝐿(𝝁, 𝚺, 𝜋|𝑦) − 𝜂 (∑ 𝜋𝑗 − 1

𝐾

𝑗=1

)] = 0 (2.12) 

dari persamaan (2.12) selanjutnya didapatkan, 

∑
𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒋, 𝚺𝒋)

∑ 𝜋𝑙𝑓(𝑦𝑖|𝝁𝒍, 𝚺𝒍)
𝐾
𝑙=1

𝑁

𝑖=1

− 𝜂 = 0 (2.13) 

Jika kedua sisi pada persamaan (2.13) dikalikan dengan 𝜋𝑗 dan digunakan 0 ≤ 𝜋𝑗 ≤

1 dan ∑ 𝜋𝑗
𝐾
𝑗=1 = 1, maka diperoleh 𝜂 = 𝑁.  Oleh karena itu, untuk mengeliminasi 

𝜂 dan menyusun ulang turunan terhadap distribusi prior 𝜋𝑗 diperoleh, 

𝜋𝑗
(𝑡+1)

=
1

𝑁
∑ 𝑧𝑖𝑗

(𝑡)

𝑁

𝑖=1

 (2.14) 

(Nguyen, 2011). 

 

Algoritma EM untuk segmentasi dengan GMM dilakukan dengan tahapan berikut: 

a. Inisialisasi parameter mean 𝝁𝒋, covarians 𝚺𝒋, dan distribusi prior 𝜋𝑗 dengan 

menggunakan metode k-means. 

b. Pada E-Step akan dihitung nilai 𝑧𝑖𝑗 pada persamaan (2.9) dengan nilai parameter 

yang telah di inisialisasi. 

c. Pada M-Step akan diestimasi ulang parameter {𝝁𝒋, 𝚺𝒋, 𝜋𝑗}. 

 Perbarui nilai mean 𝝁𝒋 dengan menggunakan persamaan (2.10). 

 Perbarui nilai covarians 𝚺𝒋 dengan menggunakan persamaan (2.11). 

 Perbarui distribusi prior 𝜋𝑗 dengan menggunakan persamaan (2.14). 
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d. Evaluasi fungsi log-likelihood dalam persamaan (2.7) dan periksa konvergensi 

dari fungsi log-likelihood dan nilai parameter.  Jika kriteria konvergensi untuk 

nilai 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 < 0.0001 belum terpenuhi, kembali ke langkah b. 

 

2.5 Pemilihan Model 

 

 

 

Pemilihan model merupakan salah satu masalah terpenting dalam analisis klaster 

campuran berdasarkan distribusi normal campuran multivariat.  Pemilihan model 

meliputi penentuan jumlah komponen (cluster) dan pemilihan struktur kovarians 

yang sesuai dalam analisis cluster campuran.  Kriteria informasi sering digunakan 

dalam pemilihan model dalam analisis klaster campuran.  Beberapa kriteria 

informasi yang umum digunakan dalam literatur adalah AIC dan BIC (Akogul & 

Erisoglu, 2016). 

 

2.5.1 Akaike’s Information Criterion (AIC) 

 

 

 

Akaike Information Criterion (AIC) adalah kriteria pemilihan model pertama yang 

mendapatkan perhatian luas dalam komunitas statistik, dan terus menjadi salah satu 

alat pemilihan model yang paling banyak dikenal dan digunakan dalam praktik 

statistik. Pada hal ini, AIC digunakan untuk memperkirakan perkiraan jumlah 

komponen/klaster yang ada dalam data. 

𝐴𝐼𝐶 = 2𝑝 − 2 ln(𝐿) (2.15) 

dimana, 𝑝 adalah jumlah parameter dan 𝐿 adalah nilai maximum-likelihood dari 

model.  Memilih jumlah komponen yang lebih sedikit dalam model adalah langkah 

yang tepat untuk mengurangi beban komputasi dan overfitting (Ragothaman et al., 

2016). 
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2.5.2 Bayesian Information Criterion (BIC) 

 

 

 

Bayesian Information Criterion (BIC) adalah suatu kriteria untuk pemilihan model.  

BIC terkait erat dengan Akaike Information Criterion (AIC) dan perbedaan 

diantaranya adalah BIC memberikan pinalti yang lebih besar untuk jumlah 

parameter dalam model dibandingkan dengan AIC (Schwarz, 1978).  Model yang 

dipilih adalah model yang memiliki nilai BIC paling kecil.  BIC untuk GMM dapat 

dikalkulasi menggunakan persamaan (2.15). 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑝 ln(𝑁) − 2ln (𝐿) (2.16) 

dimana 𝑁 adalah jumlah observasi. 

 

2.6 Segmentasi Citra Digital 

 

 

 

Citra merupakan sinyal multidimensi yang dapat didefinisikan sebagai fungsi dua-

dimensi 𝑓(𝑥, 𝑦), dimana 𝑥 dan 𝑦 koordinat spasial, dan amplitudo 𝑓 pada 

sembarang pasangan koordinat (𝑥, 𝑦) disebut sebagai tingkat keabuan atau 

graylevel (Gonzales & Wood, 2008).  Suatu citra mengandung sub-citra yang 

disebut sebagai Regions of Interest (ROI).  Konsep ini menjelaskan fakta bahwa 

citra mengandung kumpulan objek yang masing-masing dapat menjadi dasar dari 

suatu region atau wilayah (Young et al., 1998). 

 

Menurut Solomon & Breckon (2011), terdapat 3 jenis citra, yaitu citra biner, citra 

grayscale, dan citra RGB.  Citra biner merupakan susunan dua dimensi yang 

menetapkan satu nilai numerik dari himpunan {0,1} untuk setiap piksel dalam citra.  

Citra grayscale merupakan susunan dua dimensi yang menetapkan suatu nilai 

numerik yang umumnya memiliki 256 tingkat keabuan yang berbeda mulai dari 

hitam hingga putih.  Citra RGB merupakan susunan tiga dimensi yang menetapkan 

tiga nilai numerik untuk setiap piksel, masing-masing nilai sesuai dengan 

komponen kanal merah, hijau, dan biru (RGB). 
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Gambar 2. Ilustrasi Citra RGB 

 

Guna menganalisis isi dari citra dengan mudah, sangat penting untuk membangun 

representasi yang lebih sederhana.  Proses yang digunakan untuk mempartisi 

gambar menjadi daerah yang lebih sederhana dan tidak tumpang tindih disebut 

dengan segmentasi citra (Nguyen & Wu, 2012).  Segmentasi citra dapat dilakukan 

melalui 3 macam pendekatan.  Pendekatan regional bertujuan untuk membagi citra 

ke dalam wilayah-wilayah sehingga muncul suatu wilayah sesuai kriteria yang 

diinginkan.  Pendekatan batas bertujuan untuk memperoleh batas-batas yang ada 

antar wilayah.  Pendekatan tepi bertujuan untuk mengidentifikasi piksel tepi dan 

menghubungkan piksel-piksel tersebut ke dalam batas yang diinginkan (Castleman, 

1996).  Segmentasi citra sangat berguna pada banyak penerapan dalam pengolahan 

citra dan sistem pengenalan. Hasil dari segmentasi citra berperan penting dalam 

menyediakan informasi guna diagnosis citra yang lebih baik (Tran et al., 2014).  

 

Histogram citra adalah grafik yang menunjukkan sebaran nilai intensitas piksel 

pada suatu citra.  Dengan membuat histogram citra, informasi penting tentang isi 

suatu citra digital dapat diketahui.  Frekuensi relatif terjadinya intensitas pada citra 

juga dapat dilihat dari histogram (Munir, 2004).  Pada penelitian ini, analisis klaster 

yang digunakan adalah model-based clustering atau pengelompokkan berbasis 

model.  Pola mixture dari model dapat dilihat dengan membentuk histogram citra, 

yang selanjutnya dapat dilakukan estimasi awal jumlah mean yang digunakan 

dalam mengestimasi model. 



 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun ajaran 2021/2022 bertempat 

di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Lampung. 

 

3.2. Data Penelitian 

 

 

 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah citra buah apel yang diperoleh 

dari situs www.thedailymeal.com dengan tipe file JPG.  Citra uji memiliki dimensi 

berukuran 870 × 565 piksel dan berada pada ruang warna RGB yang akan 

dianalisis menggunakan bahasa pemrograman Python versi 3.9.9 dengan Software 

Jupyter Notebook versi 6.1.4.  Alat yang digunakan dalam penyelesaian penelitian 

ini adalah dengan spesifikasi Prosesor Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU @ 

2.50GHz ~ 2.71GHz, HDD 1 TB, RAM 4 GB, dan OS Windows 10 Pro 64-bit. 

 

3.3. Metode Penelitian 

 

 

 

Kajian pada penelitian ini adalah penerapan metode Gaussian Mixture Model 

(GMM) dengan estimasi parameter menggunakan algoritma Expectation-

http://www.thedailymeal.com/
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Maximization (EM) pada segmentasi citra digital.  Adapun tahapan penelitian yang 

akan dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Import citra buah apel berukuran 870 × 565 piksel dengan menggunakan 

program Python. 

2. Mengonversikan citra menjadi dataframe yang bertujuan untuk menyusun data 

yang akan digunakan dalam proses analisis klaster dengan metode GMM. 

3. Melakukan ekplorasi data dari citra dengan visualisasi data menggunakan grafik 

densitas kernel untuk melakukan pendugaan awal bahwa data yang digunakan 

adalah berpola mixture. 

4. Melakukan estimasi parameter menggunakan Maximum Likelihood Estimation 

(MLE) yang di iterasi dengan algoritma EM untuk GMM dengan tahapan 

sebagai berikut. 

a. Inisialisasi parameter mean 𝝁𝒋, covarians 𝚺𝒋, dan distribusi prior 𝜋𝑗 dengan 

menggunakan metode k-means. 

b. Pada E-Step akan dihitung nilai 𝑧𝑖𝑗 pada persamaan (2.9) dengan nilai 

parameter yang telah di inisialisasi. 

c. Pada M-Step akan diestimasi ulang parameter {𝜇𝑗, 𝚺𝒋, 𝝅𝒋}. 

 Perbarui nilai mean 𝝁𝒋 dengan menggunakan persamaan (2.10). 

 Perbarui nilai covarians 𝚺𝒋 dengan menggunakan persamaan (2.11). 

 Perbarui distribusi prior 𝜋𝑗 dengan menggunakan persamaan (2.14). 

d. Evaluasi fungsi log-likelihood pada persamaan (2.7) dan periksa konvergensi 

dari fungsi log-likelihood dan nilai parameter.  Jika kriteria konvergensi untuk 

nilai 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 < 0.0001 belum terpenuhi, kembali ke langkah b. 

5. Membuat visualisasi proses mencari maximum log-likelihood di setiap 

iterasinya. 

6. Validasi jumlah klaster terbaik dengan Akaike Information Criterion (AIC) dan 

Bayesian Information Criterion (BIC). 

7. Membuat pemodelan dengan parameter yang telah diestimasi dengan 

menggunakan algoritma EM. 

8. Membuat visualisasi perbandingan citra uji dengan hasil segmentasi dengan 

menggunakan EM-GMM. 
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Diagram alir pada Gambar 3 berikut merupakan langkah-langkah analisis pada 

penelitian ini. 

 

Gambar 3. Diagram Alir Penelitian 



 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan uji coba, hasil, dan pembahasan yang telah dilakukan pada bab 

sebelumnya, dapat ditarik beberapa kesimpulan dari penelitian ini yaitu sebagai 

berikut: 

1. Parameter dari Gaussian Mixture Model (GMM) dapat dengan baik diestimasi 

dengan Maximum Likelihood Estimation (MLE) yang diiterasi dengan 

algoritma Expectation-Maximization (EM).  Hal ini diindikasikan dengan 

fungsi log-likelihood berhasil mencapai maksimum dan konvergen dengan 

tingkat toleransi error sebesar 0,0001 yang di uji coba pada jumlah klaster 2 

hingga 10 klaster.  Jumlah klaster juga sangat mempengaruhi banyaknya iterasi 

untuk mencapai konvergen, semakin banyak jumlah klaster maka semakin 

banyak pula iterasi yang dibutuhkan. 

2. Analisis klaster dengan metode GMM mampu dengan baik mensegmentasi 

citra sebanyak 7 klaster.  Validasi jumlah klaster pada segmentasi citra tersebut 

berdasarkan pada nilai Akaike’s Information Criterion (AIC) dan Bayesian 

Information Criterion (BIC).  Pada penelitian ini, nilai AIC dan BIC terus 

mengalami penurunan seiring dengan meningkatnya jumlah klaster, sehingga 

pemilihan jumlah klaster dilihat pada nilai AIC dan BIC yang sedikit 

mengalami kenaikan pada jumlah klaster 8.  Oleh karena itu, pada penelitian 

ini dipilih jumlah klaster sebelumnya yaitu 7 klaster sebagai yang terbaik bagi 

metode GMM. 
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