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MATRIX TRANSFORMATION FROM DIFFERENCE SEQUENCE 

SPACE TO THE THIRD SEQUENCE SPACE 

 

 

 

 

By 
 

 

ANGGELIA INDRIATI 

 

 

 

Matrix transformation in sequence space of the in the analysis, which discuses 

sequence space, one of which is sequence space ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), and ℓ3(∆). The 

research method used in this research is to prove sequence space ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), 
and ℓ3(∆3) is linear space, norm space, complete norm space, and determine the 

sufficient condition so that 𝒜 ∶  ℓ3(∆) → ℓ3, 𝒜 ∶  ℓ3(∆2) → ℓ3,𝒜 ∶  ℓ3(∆3) → ℓ3 

is matrix transformation. 
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ABSTRAK 
 

 

 

TRANSFORMASI MATRIKS DARI RUANG BARISAN SELISIH KE 

RUANG BARISAN TINGKAT TIGA 

 

 

 

Oleh 

 

 

 

ANGGELIA INDRIATI 

 

 

 

Transformasi matriks pada ruang barisan merupakan salah satu konsep dalam 

analisis, yang membahas tentang ruang barisan, salah satunya adalah ruang barisan 

ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), dan ℓ3(∆). Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

membuktikan ruang barisan ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), dan ℓ3(∆3) merupakan ruang linear, 

ruang bernorm, ruang bernorm lengkap, dan menentukan syarat cukup agar  

𝒜 ∶ ℓ3(∆) → ℓ3, 𝒜 ∶  ℓ3(∆2) → ℓ3,𝒜 ∶  ℓ3(∆3) → ℓ3 merupakan transformasi  

matriks. 

 

 

 

 

 

 

Kata Kunci: transformasi matriks, ruang barisan, ruang barisan selisih. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Matematika sebagai salah satu ilmu pasti memiliki peranan penting dalam 

pengembangan dan kemajuan sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran ahli 

matematika digunakan sebagai dasar untuk membuat keputusan dan sebagai 

pertimbangan. Oleh karena itu, pengembangan matematika sangat diperlukan. 

 

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis. Bidang ini diantaranya 

membahas tentang konsep ruang barisan. Salah satu bahasan tentang ruang barisan 

adalah transformasi matriks. 

 

Transformasi matriks mempunyai banyak penerapan dalam menyelesaikan 

persoalan-persoalan fisika, bidang teknik, ilmu sosial, dan berbagai cabang 

matematika lainnya. Hal ini disebabkan begitu banyaknya model matematika yang 

terbentuk dari bidang tersebut. Telah diketahui bahwa matriks 𝐴𝑚×𝑛 dapat 

dipandang sebagai transformasi linear dari 𝑅𝑚 ke 𝑅𝑛, jadi dapat memetakan titik 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑚) di 𝑅𝑚 ke suatu titik (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛) di 𝑅𝑛. Dengan jalan 

pikiran serupa dapat dipandang matriks sebagai transformasi linear dari suatu ruang 

barisan ke ruang barisan lain asalkan baris dan kolom matriks tersebut tak hingga 

banyaknya. Dalam hal ini matriks memetakan barisan (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , ) ke barisan 

(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , ). Matriks seperti ini disebut matriks takhingga. 

Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘), 𝑛, 𝑘 = 1,2,… adalah matriks takhingga dimana 𝑋 dan 𝑌 ruang 

barisan, maka dapat dihubungkan 𝐴 dengan suatu transformasi 𝑇𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌. Jika 

𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ 𝑋 oleh 𝑇𝐴 dikawankan dengan 𝐴𝑥̃ ∈ 𝑌, maka 

𝐴𝑥̃ = (
𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

)(
𝑥1

𝑥2

⋮
) = (

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯
𝑎21𝑥2 + 𝑎22𝑥2 + ⋯

⋮ ⋮ ⋱
) ∈ 𝑌 
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Oleh karena itu, secara formal barisan 𝑥̃ dipetakan ke barisan 𝐴𝑥̃ dimana 

(𝐴𝑥̃)𝑛 ≡ 𝐴𝑛𝑥̃ = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘,
∞
𝑘=1  asalkan 𝐴𝑛𝑥̃ konvergen untuk setiap 𝑛. Jadi barisan 

(𝐴1𝑥̃, 𝐴2𝑥̃, … ) ∈ 𝑌 adalah peta barisan (𝑥1, 𝑥2, … ) di bawah transformasi 𝑇𝐴. 

 

Matriks tak hingga tersebut harus memenuhi beberapa syarat agar menjadi 

transformasi linear dari suatu ruang barisan ke ruang barisan tertentu. Permasalahan 

yang dihadapi adalah matriks takhingga seperti apa yang memenuhi syarat sebagai 

transformasi di atas. Selanjutnya, karena luasnya cakupan permasalahan maka akan 

dibatasi ruang vektor (barisan) yang dijadikan model penelitian adalah 

𝑋 = ℓ3(∆), 𝑋 = ℓ3(∆2), 𝑋 = ℓ3(∆3), dan 𝑌 = ℓ3. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan syarat-syarat transformasi matriks 𝑇𝐴 

yang memetakan dari 𝑋 = ℓ3(∆), 𝑋 = ℓ3(∆2), 𝑋 = ℓ3(∆3) ke 𝑌 = ℓ3 dan 

menyelidiki sifatnya. 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. Memahami sifat dasar transformasi dari ruang barisan selisih ke ruang barisan 

tingkat tiga. 

2. Mengetahui aplikasi dari transformasi matriks pada ruang barisan selisih. 

3. Sebagai bahan referensi bagi peneliti lain dalam melakukan penelitian 

selanjutnya terutama yang berkaitan dengan transformasi matriks pada ruang 

barisan selisih. 

 



 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

Pada bagian ini beberapa literatur dan dasar teori akan dikaji untuk digunakan 

dalam pembahasan selanjutnya, diantaranya adalah Matriks, Barisan, Ruang 

Vektor, Ruang Barisan, Ruang Barisan Selisih, Ruang Bernorm, Ruang Banach, 

Operator Linear, Transformasi Linear. 

 

2.1 Matriks 

 

 

Suatu matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut dinamakan entri dari matriks. 

Matriks yang mempunyai 𝑚 baris dan 𝑛 kolom dinyatakan dengan 

𝐴𝑚×𝑛 = [

𝑎11
𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21

⋮
𝑎𝑚1

𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

] 

Matriks tidak mempunyai nilai tetapi ukuran. Ukuran matriks disebut ordo yang 

ditentukan oleh banyaknya baris dan banyaknya kolom (Anton dan Rorres, 2004). 

 

Contoh 2.1 

𝐴 = [
2 1 7
3 4 2

] 

2.2 Barisan 

 

 

Bagian ini akan membahas definisi barisan dan contohnya. 

Definisi 2.2.1 (Mizrahi dan Sulivan, 1982) Barisan adalah suatu fungsi yang 

domainnya adalah himpunan bilangan asli. Misal terdapat bilangan asli 1,2,… , 𝑘 

yang bersesuaian dengan bilangan real 𝑥𝑘 tertentu, maka 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 dikatakan 

barisan. 
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Contoh 2.2.1 

Diberikan barisan (𝑥𝑘) =
1

𝑘
 dengan 𝑘 = 1,2,3,… 

Sehingga 
1

𝑘
= {1,

1

2
,
1

3
, … } merupakan barisan real. 

 

Definisi 2.2.2 (Bartle dan Sherbert, 2000) Barisan bilangan real {𝑥𝑘: 𝑘 ∈ ℕ} 

dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ, limit dari {𝑥𝑘: 𝑘 ∈ ℕ}, apabila untuk setiap 𝜀 > 0 

terdapat 𝑘0 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝑘0 maka |𝑥𝑘 − 𝑥| <  𝜀. 

Pernyataan barisan bilangan real 𝑋 konvergen atau menuju 𝑥 dapat dinyatakan 

sebagai lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥 atau 𝑥𝑘 → 𝑥, titik 𝑥 disebut titik limit barisan (𝑥𝑘). 

 

Bagian ini akan memberikan pengertian ruang vektor beserta contoh ruang vektor. 

 

2.3 Ruang Vektor 

 

Menurut Anton dan Rorres (2004), ruang vektor adalah suatu himpunan tak kosong 

dari objek-objek sebarang, di mana dua operasinya didefinisikan, yaitu 

penjumlahan dan perkalian skalar sehingga untuk setiap skalar 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ dengan 

elemen 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 berlaku: 

i. 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑉 

ii. 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 

iii. 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 

iv. Di dalam 𝑉 terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol untuk 𝑉, 

sedemikian rupa sehingga 0 + 𝑢 = 𝑢 + 0 = 𝑢 untuk semua 𝑢 pada 𝑉. 

v. Untuk setiap 𝑢 pada 𝑉, terdapat suatu objek −𝑢 pada 𝑉, yang disebut 

negative dari 𝑢, sedemikian rupa sehingga 𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 0 

vi. Jika 𝑘 adalah skalar dan 𝑢 adalah objek sebarang pada 𝑉, maka 𝑘𝑢 ∈ 𝑉. 

vii. 𝑘(𝑢 + 𝑣) = 𝑘𝑢 + 𝑘𝑣 

viii. (𝑘 + 𝑙)𝑢 = 𝑘𝑢 + 𝑙𝑢 

ix. 𝑘(𝑙𝑢) = (𝑘𝑙)𝑢 

x. 1𝑢 = 𝑢 
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Contoh 2.3 

Tunjukkan bahwa 𝑅2 = {[
𝑎
𝑏
] |𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} dengan operasi penjumlahan dan perkalian 

skalar standar adalah suatu ruang vektor. 

Penyelesaian: 

Ambil sebarang 𝑢̅, 𝑣̅, 𝑤̅ ∈ 𝑅2 dan skalar 𝑘, 𝑙 ∈  ℝ. 

Misal: 

 𝑢̅ = (
𝑢1

𝑢2
) , 𝑣̅ = (

𝑣1

𝑣2
) , 𝑣̅ = (

𝑤1

𝑤2
) 

1. Akan ditunjukkan 𝑢̅ + 𝑣̅ ∈ 𝑅2. 

𝑢̅ + 𝑣̅ = (
𝑢1

𝑢2
) + (

𝑣1

𝑣2
) 

= (
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
) ∈ 𝑅2. 

Terbukti bahwa 𝑢̅ + 𝑣̅ ∈ 𝑅2. 

2. Akan ditunjukkan 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅. 

𝑢̅ + 𝑣̅ = (
𝑢1

𝑢2
) + (

𝑣1

𝑣2
) 

= (
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
) 

= (
𝑣1 + 𝑢1

𝑣2 + 𝑢2
) 

= (
𝑣1

𝑣2
) + (

𝑢1

𝑢2
) 

= 𝑣̅ + 𝑢̅. 

Terbukti bahwa 𝑢̅ + 𝑣̅ = 𝑣̅ + 𝑢̅. 

3. Akan ditunjukkan 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) = (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅. 

𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) = (
𝑢1

𝑢2
) + (

𝑣1 + 𝑤1

𝑣2 + 𝑤2
) 

= (
𝑢1 + 𝑣1 + 𝑤1

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2
) 

= (
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
) + (

𝑤1

𝑤2
) 

= ((
𝑢1

𝑢2
) + (

𝑣1

𝑣2
)) + (

𝑤1

𝑤2
) 

= (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅. 

Terbukti bahwa 𝑢̅ + (𝑣̅ + 𝑤̅) = (𝑢̅ + 𝑣̅) + 𝑤̅. 
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4. Akan ditunjukkan 0̅ + 𝑢̅ = 𝑢̅ + 0̅ = 𝑢̅. 

Pilih 0̅ ∈ 𝑅2, yaitu 0̅ = (
0
0
) 

0̅ + 𝑢 = (
0
0
) + (

𝑢1

𝑢2
) 

= (
0 + 𝑢1

0 + 𝑢2
) 

= (
𝑢1 + 0
𝑢2 + 0

) 

= (
𝑢1

𝑢2
) + (

0
0
) 

= 𝑢̅ + 0̅ 

=  𝑢̅. 

Terbukti bahwa 0̅ + 𝑢̅ = 𝑢̅ + 0̅ = 𝑢̅. 

5. Akan ditunjukkan 𝑢̅ + (−𝑢̅) = (−𝑢̅) + 𝑢̅ = 0̅. 

Pilih (−𝑢̅) ∈ 𝑅2, yaitu −𝑢̅ = (
−𝑢1

−𝑢2
) 

𝑢̅ + (−𝑢̅) = (
𝑢1

𝑢2
) + (

−𝑢1

−𝑢2
) 

= (
𝑢1 + (−𝑢)

𝑢2 + (−𝑢)
) 

= (
(−𝑢) + 𝑢1

(−𝑢) + 𝑢1
) 

= (
−𝑢1

−𝑢2
) + (

𝑢1

𝑢2
) 

= (−𝑢̅) + 𝑢̅ 

= 0̅. 

Terbukti bahwa 𝑢̅ + (−𝑢̅) = (−𝑢̅) + 𝑢̅ = 0̅. 

6. Akan ditunjukkan 𝑘𝑢̅ ∈ 𝑅2. 

𝑘𝑢̅ = 𝑘 (
𝑢1

𝑢2
) 

= (
𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
) ∈ 𝑅2. 

Terbukti bahwa 𝑘𝑢̅ ∈ 𝑅2. 
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7. Akan ditunjukkan 𝑘(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑘𝑢̅ + 𝑘𝑣̅. 

𝑘(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑘 ((
𝑢1

𝑢2
) + (

𝑣1

𝑣2
)) 

= 𝑘 (
𝑢1 + 𝑣1

𝑢2 + 𝑣2
) 

= (
𝑘𝑢1 + 𝑘𝑣1

𝑘𝑢2 + 𝑘𝑣2
) 

= (
𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
) + (

𝑘𝑣1

𝑘𝑣2
) 

= 𝑘 (
𝑢1

𝑢2
) + 𝑘 (

𝑣1

𝑣2
) 

= 𝑘𝑢̅ + 𝑘𝑣̅. 

Terbukti bahwa 𝑘(𝑢̅ + 𝑣̅) = 𝑘𝑢̅ + 𝑘𝑣̅. 

8. Akan ditunjukkan (𝑘 + 𝑙)𝑢̅ = 𝑘𝑢̅ + 𝑙𝑢̅. 

(𝑘 + 𝑙)𝑢̅ = (𝑘 + 𝑙) (
𝑢1

𝑢2
) 

= (
(𝑘 + 𝑙)𝑢1

(𝑘 + 𝑙)𝑢2
) 

= (
𝑘𝑢1 + 𝑙𝑢1

𝑘𝑢2 + 𝑙𝑢2
) 

= (
𝑘𝑢1

𝑘𝑢2
) + (

𝑙𝑢1

𝑙𝑢2
) 

= 𝑘 (
𝑢1

𝑢2
) + 𝑙 (

𝑢1

𝑢2
) 

= 𝑘𝑢̅ + 𝑙𝑢̅. 

Terbukti bahwa (𝑘 + 𝑙)𝑢̅ = 𝑘𝑢̅ + 𝑙𝑢̅. 

9. Akan ditunjukkan 𝑘(𝑙𝑢̅) = (𝑘𝑙)𝑢̅. 

𝑘(𝑙𝑢̅) = 𝑘 (𝑙 (
𝑢1

𝑢2
)) 

= 𝑘 (
𝑙𝑢1

𝑙𝑢2
) 

= (
𝑘𝑙𝑢1

𝑘𝑙𝑢2
) 

= 𝑘𝑙 (
𝑢1

𝑢2
) 

= (𝑘𝑙)𝑢̅. 

Terbukti bahwa 𝑘(𝑙𝑢̅) = (𝑘𝑙)𝑢̅. 
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10. Akan dibuktikan 1𝑢̅ = 𝑢̅. 

1𝑢̅ = 1 (
𝑢1

𝑢2
) 

= (
1. 𝑢1

1. 𝑢2
) 

= (
𝑢1

𝑢2
) 

= 𝑢̅. 

Terbukti bahwa 1𝑢̅ = 𝑢̅. 

Dari (1)-(10) terbukti bahwa 𝑅2 = {[
𝑎
𝑏
] |𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian skalar standar adalah suatu ruang vektor. 

 

2.4 Ruang Barisan 𝓵𝒑 

 

Ruang ℓ𝑝 merupakan himpunan dari barisan bilangan yang memiliki syarat 

ℓ𝑝 = {𝑥̃ = (𝑥𝑘)|∑|𝑥𝑘|
𝑝 < ∞

∞

𝑘=1

} 

ℓ𝑝 koleksi barisan bilangan yang ∑ |𝑥𝑘|
𝑝 < ∞∞

𝑘=1 . 

ℓ𝑝(∆) = {𝑥̃ = (𝑥𝑘)|∆𝑥̃ ∈ ℓ𝑝} ; dengan ∆𝑥̃ = {𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘}. 

ℓ𝑝(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆𝑥 ∈ ℓ𝑝. 

ℓ𝑝(∆2) = {𝑥̃ = (𝑥𝑘)|∆2𝑥̃ ∈ ℓ𝑝} ; dengan  ∆2𝑥̃ = {𝑥𝑘+2 − 2𝑥𝑘+1 + 𝑥𝑘}. 

ℓ𝑝(∆2) koleksi barisan bilangan yang ∆2𝑥̃ ∈ ℓ𝑝. 

(Kizmaz, 1981). 

 

2.5 Ruang Barisan Selisih 

 

Misalkan barisan selisih bilangan sebagai berikut: 

Jika 𝑥̃ = (𝑥𝑘) suatu barisan bilangan dan ∆𝑥̃ = {𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘} untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

∆𝑥̃ disebut barisan selisih pertama terhadap barisan 𝑥̃ = (𝑥𝑘). 

∆𝑚𝑥̃ = ∆𝑚𝑥𝑘 = {∑ (−1)𝑖 (
𝑚
𝑖
)𝑚

𝑖=0 𝑥𝑘+𝑚−𝑖}, untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

∆𝑚𝑥̃ disebut barisan selisih ke-𝑚 terhadap barisan 𝑥̃ = (𝑥𝑘). 

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan 
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∆𝑥̃ = ∆𝑥𝑘,  ∆2𝑥̃ = ∆2𝑥𝑘, … , ∆𝑚𝑥𝑚 = ∆𝑚𝑥𝑘 yang disebut dengan barisan selisih 

pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m 

(Kizmaz, 1981). 

 

Contoh 2.5 

Diberikan barisan (𝑥𝑘) =
1

𝑘
, didefinisikan (𝑥𝑘) = {1,

1

2
,
1

3
,
1

4
, … ,

1

𝑛
} 

untuk setiap 𝑘 = 1,2,3,… 

akan dicari ∆2𝑥̃. 

∆2𝑥̃ = {(𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥1), (𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2),… } 

∆2𝑥̃ = {(
1

3
− 2 (

1

2
) + 1) , (

1

4
− 2 (

1

3
) +

1

2
) , … } 

∆2𝑥̃ = (
1

3
,
1

12
,… ) 

Sehingga terbentuklah barisan selisih yang kedua yaitu 

∆2𝑥̃ = (
1

3
,
1

12
, … ). 

 

2.6 Ruang Bernorm 

 

Pada bagian ini akan membahas mengenai ruang bernorm. 

Definisi 2.6.1 (Rudin, 1987) Fungsi nonnegatif ‖∙‖ ∶ 𝑋 → ℝ disebut norm jika 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan setiap skalar 𝛼 ∈  ℝ berlaku: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

‖𝑥‖ = 0, jika dan hanya jika 𝑥 = 0, (0 vektor nol). 

2. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, untuk setiap skalar 𝛼 ∈  ℝ dan 𝑥 ∈ 𝑋. 

3. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Ruang linear 𝑋 yang dilengkapi dengan suatu norm ‖∙‖, ditulis (𝑋, ‖∙‖) disebut 

ruang bernorm. 
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Teorema 2.6.2 (Darmawijaya, 2007) ℓ𝑝(1 ≤ 𝑝 < ∞) merupakan ruang bernorm 

terhadap norm ‖. ‖𝑝. 

 

Bukti: 

Untuk ℓ𝑝(1 ≤ 𝑝 < ∞) diambil sebarang 𝑥̃ = (𝑥𝑘), 𝑦̃ = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑝 dan skalar 

𝛼 ∈ ℝ diperoleh: 

a. ‖𝑥̃‖𝑝 = {∑ |𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 ≥ 0 karena |𝑥𝑘| ≥ 0 untuk setiap 𝑘. 

‖𝑥̃‖𝑝 = {∑ |𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 ≥ 0 ⟺ |𝑥𝑘| ≥ 0 untuk setiap 𝑘 ⟺ 𝑥̃ = {0} = 0̃. 

b. ‖𝛼𝑥̃‖𝑝 = {∑ |𝛼𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 = |𝛼|{∑ |𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 = |𝛼|‖𝑥‖𝑝. 

Jelas bahwa ‖𝛼𝑥̃‖𝑝 < ∞. 

c. ‖𝑥̃ + 𝑦̃‖𝑝 ≤ ‖𝑥̃‖𝑝 + ‖𝑦̃‖𝑝 = {∑ |𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 + {∑ |𝑦𝑘|𝑝∞
𝑘=1 }

1

𝑝 < ∞. 

Berdasarkan a, b, dan c terbukti bahwa ℓ𝑝 merupakan ruang linear dan norm ‖. ‖𝑝 

pada norm ℓ𝑝. Dengan kata lain (ℓ𝑝, ‖. ‖𝑝) ruang bernorm. 

 

Setelah mengetahui definisi ruang bernorm. Selanjutnya, akan diberikan definisi 

barisan Cauchy, Teorema Ketaksamaan Young, Hol’der, dan Minkowski. 

 

Definisi 2.6.3 (Bartle dan Sherbert, 2000) Barisan (𝑥𝑛) di dalam ruang bernorm 

(𝑋, ‖∙‖) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 terdapat bilangan 

asli 𝑛0, sehingga untuk setiap dua bilangan asli 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀. 

 

Untuk memudahkan memahami Definisi 2.6.3 berikut diberikan contoh barisan 

Cauchy di dalam ruang bernorm. 

 

Contoh 2.6.3 

Barisan (
1

𝑘
) adalah barisan Cauchy. Untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 

(bergantung pada 𝜀) ∈ 𝑁 sehingga ada dua bilangan asli 𝑚. 𝑛 ≥ 𝑛0 maka 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀. 

 

 

 

 

 

 



11 
 

Bukti: 

Diberikan sebarang 𝜀 > 0, jika 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 maka 
1

𝑚
≤

1

𝑛0
,

1

𝑛
≤

1

𝑛0
. 

Tinjau: 

|
1

𝑚
−

1

𝑛
| ≤ |

1

𝑚
| + |−

1

𝑛
| 

≤
1

𝑚
+

1

𝑛
≤

1

𝑛0
+

1

𝑛0
=

2

𝑛0
< 𝜀 

Pilih 𝑛0 >
2

𝜀
 sehingga jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 maka 

|
1

𝑚
−

1

𝑛
| ≤

1

𝑚
+

1

𝑛
≤

1

𝑛0
+

1

𝑛0
=

2

𝑛0
< 𝜀. 

Jadi, barisan (
1

𝑘
) adalah barisan Cauchy. 

 

Teorema 2.6.4 (Bartle dan Sherbert, 2000) Setiap barisan yang konvergen di dalam 

ruang bernorm (𝑋, ‖∙‖) merupakan barisan Cauchy. 

 

Bukti: 

Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan di 𝑋 dengan lim
𝑘→∞

𝑥𝑛 = 𝑥, dan misalkan 𝜀 < 0 maka 

terdapat bilangan asli 𝑛 ∈ ℕ sedemikian sehingga berlaku 𝑑{𝑥, 𝑥𝑛} <
𝜀

2
 untuk setiap 

𝑛 ≥ ℕ, akibatnya untuk 𝑚,𝑛 ≥ ℕ berlaku 𝑑{𝑥𝑚 , 𝑥𝑛} ≤ 𝑑{𝑥, 𝑥𝑚} + 𝑑{𝑥𝑛} < 𝜀, jadi 

(𝑥𝑛) barisan Cauchy. 

 

Definisi 2.6.5 (Bartle dan Sherbert, 2000) Ruang bernorm dikatakan lengkap jika 

setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. 

 

Teorema 2.6.6 Ketaksamaan Young (Darmawijaya, 2007) Diketahui 0 < 𝑝, 

𝑞 < ∞ sehingga 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, untuk sebarang dua bilang 𝛼 dan 𝛽 ∈ ℝ benar bahwa 

|𝛼𝛽| ≤
|𝛼|𝑝

𝑝
+

|𝛽|𝑝

𝑞
. 

 

Bukti: 

Karena 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 diperoleh 𝑝 + 𝑞 = 𝑝𝑞,

𝑝

𝑞
=

1

𝑞−1
 dan 

𝑞

𝑝
=

1

𝑝−1
. 

Diambil kurva 𝑦 = 𝑥𝑝−1; jadi 𝑥 = 𝑦𝑝−1. Oleh karena itu diperoleh 

|𝛼𝛽| = luas persegi panjang ≤ luas I + luas II, yaitu 
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|𝛼𝛽| ≤ ∫ 𝑥𝑝−1𝑑𝑥 +
|𝛼|

0

∫ 𝑦𝑞−1𝑑𝑦 =
|𝛽|

0

|𝛼|𝑝

𝑝
+

|𝛽|𝑝

𝑞
. 

 

Teorema 2.6.7 Ketaksamaan Ho’lder 

i. Jika 𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ ℓ1 dan 𝑦̃ = (𝑦𝑘) ∈ ℓ∞ maka 

|∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘

∞

𝑘=1

| ≤ ∑|𝑥𝑘𝑦𝑘| ≤ ‖𝑥̃‖1. ‖𝑦̃‖∞

∞

𝑘=1

 

ii. Diketahui 1 ≤ 𝑝, 𝑞 < ∞ dan 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 maka 

|∑𝑥𝑘𝑦𝑘

∞

𝑘=1

| ≤ ∑|𝑥𝑘𝑦𝑘| ≤ ‖𝑥̃‖𝑝. ‖𝑦̃‖𝑞

∞

𝑘=1

 

(Darmawijaya, 2007). 

 

Bukti: 

i. Jika 𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ ℓ1 dan 𝑦̃ = (𝑦𝑘) ∈ ℓ∞ cukup jelas bahwa 

|∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘

∞

𝑘=1

| ≤ ∑|𝑥𝑘𝑦𝑘| = ∑|𝑥𝑘|. |𝑦𝑘|

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

≤ ∑|𝑥𝑘|

∞

𝑘=1

. sup
𝑘≥1

|𝑦𝑘| = ‖𝑥̃‖1. ‖𝑦̃‖∞ 

i. Jika 𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ ℓ𝑝 dan 𝑦̃ = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑞  cukup jelas bahwa 

|∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘

∞

𝑘=1

| ≤ ∑ |𝑥𝑘𝑦𝑘| = ∑|𝑥𝑘|. |𝑦𝑘|

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

karena 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, dapat kita buktikan bahwa 

∑ |𝑥𝑘|. |𝑦𝑘| ≤∞
𝑘=1 ‖𝑥̃‖𝑝. ‖𝑦̃‖𝑞  atau ∑

|𝑥𝑘|

‖𝑥̃‖𝑝
.∞

𝑘=1
|𝑦𝑘|

‖𝑦̃‖𝑞
≤ 1 

dengan Teorema Young diperoleh 

∑
|𝑥𝑘|

‖𝑥̃‖𝑝
.

∞

𝑘=1

|𝑦𝑘|

‖𝑦̃‖𝑞
≤ ∑ {

1

𝑝
(

|𝑥𝑘|

‖𝑥̃‖𝑝
)

𝑝

+
1

𝑞
(

|𝑦𝑘|

‖𝑦̃‖𝑞
)

𝑞

}

∞

𝑘=1

 

=
1

𝑝
∑ (

|𝑥𝑘|

‖𝑥̃‖𝑝
)

𝑝

+
1

𝑞

∞

𝑘=1

∑ (
|𝑦𝑘|

‖𝑦̃‖𝑞
)

𝑞

=
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1

∞

𝑘=1

 

Terbukti. 
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Teorema 2.6.8 Ketaksamaan Minkowski (Darmawijaya, 2007) Jika 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

maka untuk setiap  𝑥̃ = (𝑥𝑘), 𝑦̃ = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑝 benar bahwa 

‖𝑥̃ + 𝑦̃‖𝑝 ≤ ‖𝑥̃‖𝑝. ‖𝑦̌‖𝑝. 

 

Bukti: 

Jika 𝑝 = ∞, diperoleh 

‖𝑥̃ + 𝑦̃‖∞  = sup𝑘≥1|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘| 

≤ sup𝑘≥1{|𝑥𝑘| + |𝑦𝑘|} 

≤ sup𝑘≥1|𝑥𝑘| + sup𝑘≥1|𝑦𝑘| 

= ‖𝑥̃‖∞. ‖𝑦̃‖∞ 

Jika 𝑝 = 1, diperoleh 

‖𝑥̃ + 𝑦̃‖1 = ∑|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1

 

≤ ∑|𝑥𝑘| +

∞

𝑘=1

∑|𝑦𝑘|

∞

𝑘=1

 

= ‖𝑥̃‖1. ‖𝑦̃‖1 

Jika 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝 = |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|. |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝−1 

 ≤ |𝑥𝑘|. |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝−1 + |𝑦𝑘||𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝−1 

untuk setiap 𝑘 dijumlahkan untuk seluruh 𝑘 dan kemudian memanfaatkan 

ketidaksamaan Ho’lder diperoleh: 

∑ |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝∞
𝑘=1 ≤ ∑ |𝑥𝑘|. |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝−1 +∞

𝑘=1 ∑ |𝑦𝑘|∞
𝑘=1 . |𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝−1  

≤ ‖𝑥̃‖𝑝. {∑ {|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|(𝑝−1)𝑞}
1

𝑞∞
𝑘=1 } + ‖𝑦̃‖𝑝. {∑ {|𝑥𝑘 +∞

𝑘=1

𝑦𝑘|(𝑝−1)𝑞}
1

𝑞}  

= {‖𝑥̃‖𝑝 + ‖𝑦̃‖𝑝}. ∑ {|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝}
1

𝑞∞
𝑘=1   

atau 

‖𝑥̃ + 𝑦̃‖𝑝 = ∑ {|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝}
1

𝑞∞
𝑘=1 ≤ ‖𝑥̃‖𝑝 + ‖𝑦̃‖𝑝.  
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2.7 Ruang Banach 

 

Bagian ini akan membahas definisi ruang Banach. 

Definisi 2.7.1 (Darmawijaya, 2007) Ruang Banach adalah ruang bernorm yang 

lengkap jika dalam suatu ruang bernorm 𝑋 berlaku kondisi bahwa setiap barisan 

Cauchy di 𝑋 adalah konvergen. 

 

Teorema 2.7.2 (Darmawijaya, 2007) Jika bilangan real 𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞, 

maka (ℓ𝑝, ‖. ‖𝑝) merupakan ruang Banach. 

 

Bukti: 

Telah dibuktikan bahwa (ℓ𝑝, ‖. ‖𝑝) merupakan ruang bernorm, sehingga akan 

dibuktikan bahwa ruang bernorm itu lengkap. 

Dibuktikan dahulu untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, diambil sebarang barisan Cauchy  

(𝑥̃(𝑛)) ⊂ ℓ𝑝 dengan 

a. 𝑥̃(𝑛) = (𝑥̃(𝑛)) = {𝑥̃1
(𝑛), 𝑥̃2

(𝑛), 𝑥̃3
(𝑛), … }. 

Untuk sebarang 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 sehingga untuk setiap dua 

bilangan asli 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

b. ‖𝑥(𝑚) − 𝑥(𝑛)‖
𝑝

<
𝜀

4
 atau ∑ ‖𝑥𝑘

(𝑚)
− 𝑥𝑘

(𝑛)‖
𝑝

∞
𝑘=1 < (

𝜀

4
)

𝑝

. 

Hal ini berakibat untuk setiap dua bilangan asli 𝑚,𝑛 > 0 diperoleh  

|𝑥𝑘
(𝑚)

− 𝑥𝑘
(𝑛)| <

𝜀

4
 untuk setiap 𝑘. Dengan kata lain diperoleh barisan Cauchy 

𝑥𝑘
(𝑛)

 untuk setiap 𝑘. Jadi terdapat bilangan 𝑥𝑘 sehingga lim
𝑛→∞

𝑥𝑘
(𝑛)

= 𝑥𝑘 atau 

lim
𝑛→∞

|𝑥𝑘
(𝑛)

− 𝑥𝑘| = 0. Berdasarkan (b) diperoleh untuk 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

|𝑥𝑘
(𝑛)

− 𝑥𝑘| = |𝑥𝑘
(𝑚)

− 𝑥𝑘
(𝑛)| <

𝜀

4
. Selanjutnya dibentuk barisan 𝑥̃ = (𝑥𝑘) 

menurut ketidaksamaan minkowski 

c. {∑ |𝑥𝑘|
𝑝∞

𝑘=1 }
1

𝑝 = {∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘
(𝑛)

+ 𝑥𝑘
(𝑛)|

𝑝
∞
𝑘=1 }

1

𝑝
  

  = lim
𝑚→∞

{∑ |𝑥𝑘
(𝑚)

− 𝑥𝑘
(𝑛)

+ 𝑥𝑘
(𝑛)|

𝑝
∞
𝑘=1 }

1

𝑝
  

  = lim
𝑚→∞

{∑ |𝑥𝑘
(𝑚)

− 𝑥𝑘
(𝑛)|

𝑝
∞
𝑘=1 }

1

𝑝
+ lim

𝑚→∞
{∑ |𝑥𝑘

(𝑛)|
𝑝

∞
𝑘=1 }

1

𝑝
< ∞  
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yang berarti 𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ ℓ𝑝. Berdasarkan pertidaksamaan (a) diperoleh untuk 

𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

d. ‖𝑥̃ − 𝑥̃(𝑛)‖ = lim
𝑚→∞

{∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘
(𝑛)|

𝑝
∞
𝑘=1 }

1

𝑝
<

𝜀

4
 maka barisan (𝑥̃(𝑛)) ⊂ ℓ𝑝 

konvergen ke 𝑥̃ = (𝑥𝑘) ∈ ℓ𝑝 atau terbukti bahwa (ℓ𝑝, ‖. ‖𝑝), 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

merupakan ruang Banach. 

 

Pada bagian ini akan membahas definisi operator. 

 

2.8 Operator Linear dan Kontinu 

 

Definisi 2.8.1 (Kreyzig, 1989) Suatu pemetaan pada ruang vektor khusunya ruang 

bernorm disebut operator. 

Definisi 2.8.2 (Kreyzig, 1989) Diberikan ruang bernorm 𝑋 dan 𝑌 atas field yang 

sama. 

a. Pemetaan dari 𝑋 dan 𝑌 disebut operator. 

b. Operator 𝒜 ∶ 𝑋 → 𝑌 dikatakan linear jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan setiap 

skalar 𝛼 berlaku 𝐴(𝛼𝑥) = 𝛼𝐴𝑥 dan 𝐴(𝑥 + 𝑦) = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑦. 

 

Definisi 2.8.3 (Kreyzig, 1989) Misal diberikan (𝑋, ‖∙‖) dan (𝑌, ‖∙‖) masing-masing 

ruang bernorm. 

a. Operator 𝒜 ∶ 𝑋 → 𝑌 dikatakan terbatas jika ada bilangan 𝑀 ∈ 𝑅 dengan 

𝑀 ≥ 0 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 berlaku ‖𝐴𝑥‖ ≤ 𝑀‖𝑥‖. 

b. Operator 𝒜 dikatakan kontinu di titik 𝑥0 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝛿 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿 berlaku 

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖ < 𝜀. 

c. Jika 𝒜 kontinu di setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 𝒜 disebut kontinu pada 𝑋. 
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Teorema 2.8.4 Kontinu dan terbatas (Kreyzig, 1989) 

Misalkan 𝒜 ∶ 𝑋 → 𝑌 adalah operator linear, dimana 𝑥, 𝑦 ⊂ 𝑋 dan 𝑋, 𝑌 adalah ruang 

bernorm. Maka: 

a. 𝒜 kontinu jika dan hanya jika 𝒜 terbatas. 

b. Jika 𝒜 kontinu pada satu titik, maka 𝒜 kontinu. 

 

Bukti: 

a. (⟹) Diketahui 𝒜 kontinu. 

Akan ditunjukkan 𝒜 terbatas. 

Misalkan 𝒜 kontinu pada sebarang titik, katakanlah 𝑥0 ∈ 𝑋. 

Misalkan juga diberikan sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥 − 𝑥0‖  ≤ 𝛿 berlaku ‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑥0‖ ≤ 𝜀. 

Ambil sebarang 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ≠ 0, akibatnya 

𝑥 = 𝑥0 +
𝛿

‖𝑦‖
𝑦 

𝑥 − 𝑥0 =
𝛿

‖𝑦‖
𝑦 

‖𝑥 − 𝑥0‖ = 𝛿 

karena 𝒜 linear, maka 

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑥0‖ = ‖𝐴(𝑥 − 𝑥0)‖ 

 = ‖𝐴 (
𝛿

‖𝑦‖
𝑦)‖ 

 =
𝛿

‖𝑦‖
‖𝐴𝑦‖ 

 ≤ 𝜀 

diperoleh 

‖𝐴𝑦‖ ≤
𝜀

𝛿
‖𝑦‖ 

Misalkan 
𝜀

𝛿
= 𝑀, maka ‖𝐴𝑦‖ ≤ 𝑀‖𝑦‖. Dengan demikian terbukti bahwa 𝒜 

terbatas. 
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(⟸) Diketahui 𝒜 terbatas. 

Akan ditunjukkan 𝒜 kontinu. 

Misalkan 𝒜 terbatas dan anggap sebarang 𝑥0 ∈ 𝑋 sehingga akan ditunjukkan 

bahwa 𝒜 kontinu di 𝑥0. Misalkan juga diberikan sebarang 𝜀 > 0 terdapat 

𝛿 > 0 sedemikian sehingga ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝛿 dimana 𝛿 =
𝜀

‖𝐴‖
. 

Kemudian, karena 𝒜 linear maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 mengakibatkan, 

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑥0‖ = ‖𝐴(𝑥 − 𝑥0)‖ 

≤ ‖𝐴‖‖𝑥 − 𝑥0‖ 

< ‖𝐴‖ 𝛿 

=  𝜀 

Karena 𝑥0 ∈ 𝑋 sebarang maka terbukti 𝒜 kontinu. 

b. Jika 𝒜 kontinu pada satu titik, maka berdasarkan Teorema 2.8.4. bagian (a) 

sebelah kiri, 𝒜 terbatas. Karena 𝒜 terbatas maka dengan menggunakan bukti 

bagian (a) sebelah kanan 𝒜 kontinu. 

 

2.9 Transformasi Linear 

 

Jika 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 adalah sebuah fungsi yang memetakan sebuah ruang vektor 𝑉 ke 

sebuah ruang vektor 𝑊, maka 𝑇 disebut transformasi linear dari 𝑉 ke 𝑊 jika semua 

vektor 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉 dan semua skalar 𝑘 ∈ ℝ. 

a. 𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣). 

b. 𝑇(𝑘𝑢) = 𝑘𝑇(𝑢). 

Dalam kasus yang spesifik ini dimana 𝑉 = 𝑊, transformasi linear 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 

disebut operator linear pada 𝑉 (Anton dan Rorres, 2004). 

 

Contoh 2.9 

Tunjukkan bahwa 𝑇: 𝑅3 → 𝑅2 adalah fungsi yang dirumuskan oleh 

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 − 𝑧, 𝑥 + 𝑦) merupakan transformasi linear. 

Penyelesaian: 

Ambil unsur sebarang 𝑢̅, 𝑣̅ di 𝑅3 dan 𝑘 sebarang skalar. 

Misalkan: 𝑢̅ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑣̅ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) 

a. Akan ditunjukkan bahwa 𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣). 
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𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇((𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)) 

= 𝑇((𝑥1 + 𝑥2), (𝑦1 + 𝑦2), (𝑧1 + 𝑧2)) 

= ((𝑥1 + 𝑥2) − (𝑧1 + 𝑧2), (𝑥1 + 𝑥2) + (𝑦1 + 𝑦2)) 

= ((𝑥1 − 𝑧1) + (𝑥2 − 𝑧2), (𝑥1 + 𝑦1) + (𝑥2 + 𝑦2)) 

= ((𝑥1 − 𝑧1), (𝑥1 + 𝑦1) + (𝑥2 − 𝑧2), (𝑥2 + 𝑦2)) 

=  𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣). 

Terbukti bahwa 𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣). 

b. Akan ditunjukkan bahwa 𝑇(𝑘𝑢) = 𝑘𝑇(𝑢). 

𝑇(𝑘𝑢) = 𝑇((𝑘𝑥1, 𝑘𝑦1, 𝑘𝑧1)) 

 = (𝑘𝑥1 − 𝑘𝑧1, 𝑘𝑥1 + 𝑘𝑦1) 

 = 𝑘(𝑥1 − 𝑧1, 𝑥1 + 𝑦1) 

 = 𝑘𝑇(𝑢). 

Terbukti bahwa 𝑇(𝑘𝑢) = 𝑘𝑇(𝑢). 

Dari pembuktian a dan b terbukti bahwa 𝑇 merupakan transformasi linear. 



 

 

 

 

III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

 

Bagian ini membahas tentang metode penelitian yang digunakan untuk menentukan 

syarat cukup transformasi matriks yang memetakan dari ruang barisan selisih ke 

ruang barisan tingkat tiga dan menyelidiki sifatnya. 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2021/2022 di Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Bagian ini akan membahas langkah-langkah penelitian yang akan dilakukan. 

Adapun langkah-langkah penelitian ini, yaitu: 

1. Membuktikan ruang barisan ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), dan ℓ3(∆3) merupakan ruang 

linear. 

2. Membuktikan ruang barisan ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), dan ℓ3(∆3) merupakan ruang 

bernorm. 

3. Membuktikan ruang barisan ℓ3, ℓ3(∆), ℓ3(∆2), dan ℓ3(∆3) merupakan ruang 

bernorm lengkap. 

4. Menentukan syarat cukup agar 𝒜 ∶  ℓ3(∆) → ℓ3 merupakan transformasi 

matriks. 

5. Menentukan syarat cukup agar 𝒜 ∶  ℓ3(∆2) → ℓ3 merupakan transformasi 

matriks. 

6. Menentukan syarat cukup agar 𝒜 ∶  ℓ3(∆3) → ℓ3 merupakan transformasi 

matriks. 

 

 



 

 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, dapat ditarik 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Operator 𝒜: ℓ3(∆) → ℓ3 bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada matriks 

takhingga (𝑎𝑖𝑗) dengan 

(∑ ∑|𝑎𝑖𝑗|
3
2

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
3

< ∞ 

dan 𝐴𝑥̃ = (∑ 𝑎𝑖𝑗
∞
𝑗=1 𝑥𝑗) ∈ ℓ3 untuk setiap 𝑥̃ ∈ ℓ3(∆) ⊂ ℓ3, dengan 𝑥1 = 0. 

2. Operator 𝒜: ℓ3(∆2) → ℓ3 bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada 

matriks takhingga (𝑎𝑖𝑗) dengan 

(∑ ∑|𝑎𝑖𝑗|
3
2

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
3

< ∞ 

dan 𝐴𝑥̃ = (∑ 𝑎𝑖𝑗
∞
𝑗=1 𝑥𝑗) ∈ ℓ3 untuk setiap 𝑥̃ ∈ ℓ3(∆2) ⊂ ℓ3, dengan  

𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0. 

3. Operator 𝒜: ℓ3(∆3) → ℓ3 bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada 

matriks takhingga (𝑎𝑖𝑗) dengan 

(∑ ∑|𝑎𝑖𝑗|
3
2

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

)

1
3

< ∞ 

dan 𝐴𝑥̃ = (∑ 𝑎𝑖𝑗
∞
𝑗=1 𝑥𝑗) ∈ ℓ3 untuk setiap𝑥̃ ∈ ℓ3(∆3) ⊂ ℓ3, dengan 

𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0. 
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