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ABSTRACT

ANALYSIS BETWEEN k-LUCAS NUMBER AND k-FIBONACCI
NUMBER

By

Nanda Anindia Putri

The Lucas sequence is an extension of Fibonacci, the Fibonacci sequence is a
sequence of numbers where the next term is the sum of the previous two terms.
There are several new generalizations of the Lucas Sequence and Fibonacci
Sequence, one of which is the k-Lucas number and the k-Fibonacci number. The
results of this study indicate that there is an attachment between k-lucas and
k-Fibonacci which is indicated by several relationships, the Convolution Theorem
and D'Ocagne Identity. In addition, this study also wants to show a new relationship
between the number k-Lucas.

Keywords: k-Lucas Sequence, k-Fibonacci Sequence, Binet formulas on k-Lucas
numbers, Binet formulas on k-Fibonacci numbers.



ABSTRAK

ANALISIS ANTARA BILANGAN k-LUCAS DENGAN BILANGAN
k-FIBONACCI

Oleh

Nanda Anindia Putri

Barisan Lucas merupakan pengembangan dari barisan Fibonacci, barisan Fibonacci
adalah suatu barisan angka yang dimana suku berikutnya merupakan penjumlahan
dari dua suku sebelumnya. Terdapat beberapa generalisasi baru dari barisan Lucas
dan barisan Fibonacci salah satunya adalah bilangan k-Lucas dan bilangan
k-Fibonacci. Hasil penelitian ini menunjukan bahwa adanya keterikatan antara
barisan k-Lucas dengan barisan k-Fibonacci yang dibuktikan dengan beberapa
hubungan, Teorema Convolution dan Identitas D 'Ocagne. Selain itu penelitian ini
juga ingin menunjukan hubungan baru antara bilangan k-Lucas.

Kata Kunci: Barisan k-Lucas, Barisan k-Fibonacci, Rumus Binet barisan k-Lucas,
Rumus Binet barisan k-Fibonacci.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika adalah ilmu yang mempelajari perubahan besaran, bangun ruang dan
bilangan. Teori bilangan merupakan salah satu dari sekian banyak cabang ilmu
matematika. Teori bilangan merupakan salah satu cabang matematika murni yang
mempelajari tentang sifat-sifat bilangan bulat dan terdapat berbagai masalah
terbuka yang dapat dipahami sekalipun bukan oleh ahli matematika. Dalam teori
bilangan dasar juga dipelari teknik matematika lainnya, salah satunya bilangan

Fibonacci dan bilangan Lucas.

Barisan Lucas ditemukan oleh matematikawan Prancis yang bernama Edouard
Anatole Lucas. Barisan Lucas adalah barisan yang merupakan pengembangan dari
barisan Fibonacci, Seorang ilmuan yang dikenal dengan Leonardo da Pisa atau
Fibonacci memainkan peran penting dalam ilmu matematika diantaranya sebagai
penemu dari bilangan Fibonacci. Barisan Fibonacci adalah barisan dimana suku
berikutnya dari barisan tersebut adalah hasil penjumlahan dari dua suku

sebelumnya.



Barisan k-Lucas dan Barisan k-Fibonacci merupakan salah satu dari beberapa jenis
generalisasi baru dari barisan Lucas dan barisan Fibonacci. Selain terdapat beberapa
generalisasi baru, barisan Fibonacci dan barisan Lucas juga mempunyai banyak
sifat — sifat yang menarik. Sergio Falton merupakan penemu dari bilangan k-Lucas
dari pembelajaran aplikasi rekurensi dua transformasi geometris yang
dipublikasikan pada tahun 2011 melalui artikel yang berjudul “On the k-Lucas
Numbers”. Dengan demikian, penulis bertujuan untuk menganalisis tentang
hubungan apa saja yang terjadi dari barisan k-Lucas dengan barisan k-Fibonacci
yang dibuktikan dengan menggunakan beberapa relasi dan menggunakan teorema

— teorema.

1.2 Tujuan Penelitian

Dari latar belakang diatas dapat diperoleh tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Membahas barisan k-Lucas dan barisan k-Fibonacci.

2. Membahas hubungan dan teorema — teorema dari barisan k-Lucas dengan
barisan k-Fibonacci.

3. Membahas relasi baru antara barisan k-Lucas dengan barisan k-Fibonacci.

4. Membahas relasi baru antara barisan k-Lucas



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

2.

Menambah pengetahuan tentang barisan k-Lucas dan barisan k-Fibonacci.
Menambah wawasan tentang hubungan antara barisan k-Lucas dengan
barisan k-Fibonacci.
Menambah wawasan tentang relasi baru antara barisan k-Lucas dengan
barisan k-Fibonacci.

Menambah wawasan tentang relasi baru antara barisan k-Lucas.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Barisan

Barisan adalah suatu daftar urutan tak hingga dari bilangan urut:

Ay, Ay, A3, ey Ay oo

a, merupakan suku urut pertama, a, suku urut kedua dan a,, merupakan suku urut
ke n. Barisan dapat dianggap sebagai fungsi dengan f: N — R, dimana N adalah
domain dari f dan N adalah himpunan semua bilangan bulat positif dan R adalah
himpunan bilangan real.

Notasi: {a4,...,a,,...} juga dilambangkan dengan {a,} atau {a,},-; juga

perhatikan bahwa dalam notasi fungsi a,, = f(n).

Contoh 2.1:
a. 1,2,3,4,5,6, ... (barisan bilangan asli).

b. 4,9, 16, 25, 36, ... (barisan bilangan kuadrat).

c. 11,13,15,17,19, 21, ... (barisan bilangan ganjil).



2.1.1 Barisan Aritmatika

Barisan aritmatika adalah barisan bilangan berurutan a,,a,,as,...,a, Yyang
mempunyai selisih yang sama antara setiap suku yang berurutan, dengan
menambahkan atau mengurangi menggunakan angka yang sama untuk setiap kali
membuat barisan

Untuk mendapat suku ke-n, misalkan n = 25 dengan nilai a = 3 danb = 2
maka Untuk menemukan suku tertentu dari barisan aritmatika, dengan

menggunakan rumus: untuk mencari suku ke-n. Langkahnya:

e Suku ke-n dari barisan aritmatika dengan menggunakan rumus

a,=a+mn—-1)>b

Jadi, untuk mendapatkan suku ke-n, substitusikan nilai yang telah diketahui

a = 3dan b = 2 ke dalam rumus, maka didapat a,, =3+ (n — 1)2

e untuk menemukan suku ke-25 substitusikan n = 25 ke dalam persamaan,
didapat
ay5 = 3+ (25 - 1)2

ays = 3 + (24)2

a25 = 3 + 48
a25 = 51
Contoh 2.1.1:

1. 4,7,10, 13,16, 19, ...

2. 100, 95, 90, 85, 80, ...



2.1.2 Barisan Geometri

Barisan geometri adalah barisan bilangan yang mengikuti suatu pola yang suku
selanjutnya diperoleh dengan mengalikannya dengan suatu konstanta yang disebut
rasio, Rasio dapat diketahui dengan membagi setiap suku dalam barisan dengan

suku sebelumnya.

setelah dapat mengidentifikasi barisan geometri, langkah yang dilakukan untuk
menemukan suku-suku barisan geometri jika diketahui suku pertama dan rasionya.
Suku-suku suatu barisan geometri dapat dicari dengan memulai dengan suku
pertama dan mengalikannya dengan rasio yang sama secara berulang. Misalkan

suku pertama suatu barisan geometri adalah a; = 1 dan rasionya adalah r = 3

maka:

a, =1
a,=1.3=3
a;=3.3=9
a,=9.3=27
Contoh 2.1.2

1. 2500, 500, 100, 20, 4, ...
2. 3,6,12, 24,48, 96, ...

3. 1000, 500, 250, 125, ...



2.2 Deret

Deret adalah penjumlahan suku — suku yang berurutan dalam barisan bilangan.
Deret berhingga mempunyai elemen pertama dan terakhir yang telah terdefinisi
tetapi deret tak terhingga berlangsung tanpa batas atau secara terus menerus.
Misalnya, jumlah n suku pertama dari suku — suku barisan biasa dinotasikan dengan

S,, maka:

Spn=a1+ a+ az+ ...+ a,

Untuk menentukan deret Aritmatika dengan menemukan atau menghitung aturan
suku ke suku. Dilakukan dengan mengurangkan dua suku berurutan untuk

menemukan perbedaan umum. Adapun langkahnya:

1. Ambil dua suku berurutan dari barisan tersebut.

2. Kurangi dua suku pertama dari suku tersebut untuk menemukan perbedaan
umum disebut dengan b.

3. Tambahkan perbedaan umum ke suku terakhir dalam barisan untuk

menemukan suku berikutnya.

2.3 Barisan Fibonacci

Definisi 2.3.1. Bilangan Fibonacci F,, adalah suku-suku barisan {0, 1,1, 2, 3,5, ...}
dimana setiap sukunya adalah penjumlahan dua suku sebelumnya, dimulai dengan

nilai F/; = 1dan F, = 1, meskipun terkadang dapat definisikan F, = 0.

(Meinke, 2011)



Bilangan Fibonacci diperoleh dengan rumus
F, = F,_1 + F,_;,untukn > 2 (2.3)
Dengan menggunakan (2.3), akan diperoleh barisan bilangan berikut:

F,=1,F,=1F=2F=3,...

2.4 Bilangan k-Fibonacci

Definisi 2.4.1 Untuk sebarang bilangan bulat k > 1, barisan Fibonacci ke-k adalah
{Fi n3nen Yang didefinisikan oleh F o = 0, Fi, 1 = 1, dan Fy ;41 = kFyq + Fin—1

untukn > 1.
(Falcon and Plaza, 2006)
Kasus khusus dari Definisi 2.4.1 adalah:

e Jika k = 1, barisan bilangan Fibonacci klasik diperoleh:
Fy=0,F,=1danF,,, = E, + F,_; untukn > 1
{F.}nen ={0,1,1,2,3,5,8,...}

e Jika k = 2, barisan Pell klasik diperoleh:
Jo=0,/;=1dan J,,1 = 2], + Jo—p untukn > 1
Uudnen =10,1,2,5,12,, ...}

e Jika k = 3, urutan barisan diperoleh:
Ey=0,E=1danE,;; =3E, + E,_;untukn> 1

{En}nEN = {OP 1p 3; 10, 33, ...}



Dari Definisi bilangan k-Fibonacci, untuk bilangan pertama k-Fibonacci dapat
menyimpulkan nilai bilangan k-Fibonacci apa pun dengan substitusi sederhana.

Bilangan k-Fibonacci pertama sebagai berikut:

F,=1
Fro=k
Fos=k*+1
Fr4=k>+2k

Frs =k*+3k*+1

2.5 Barisan Lucas

Barisan Lucas L, adalah suku-suku barisan {2, 1, 3, 4, 7, 11, ...} dimana setiap
sukunya merupakan penjumlahan dari dua suku sebelumnya, untuk barisan Lucas

dua suku pertamanya dimulai dengan nilai L;=2 dan L, = 1.
Barisan Lucas diperoleh dengan rumus:

L, = L1+ L,_» untukn > 2 (2.5)
Dengan menggunakan (2.5) akan diperoleh barisan bilangan berikut:

Ly=2L, =1,L;=3,L, =4, ...
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2.6 Bilangan k-Lucas

Definisi 2.6.1 Untuk sebarang bilangan bulatk > 1, barisan Lucas ke-k adalah

{Lk n}nen Yang didefinisikan olen L, o = 2, L, ; = k,
Bilangan k-Lucas diperoleh dengan rumus:

Lin+1 = kLgn + Lgn—1 untuk n > 1
Kasus khusus dari Definisi 2.6.1 adalah:

e Jika k = 1, barisan bilangan Lucas klasik diperoleh:
Ly=2,L,=1danL,,; = L, + L,y untukn > 1
{L.}nen = {2,1,3,4,7,11,18,...}

e Jika k = 2, barisan Pell klasik diperoleh:
Jo=2,J;=2dan J,;1 = 2], + Jo_p untukn > 1
{3 nen = {2,2,6,14,34,82,198, ... }

e Jika k = 3, urutan barisan diperoleh:
Ey=2,E,=3danE,;; = 3E, + E,_untukn> 1

{En}nEN = {21 31 11; 36, 119, }
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Dari Definisi bilangan k-Lucas, untuk bilangan pertama k-Lucas dapat
menyimpulkan nilai bilangan k-Lucas apa pun dengan substitusi sederhana.

Bilangan k-Lucas pertama sebagai berikut:

Lio =2

Ly, =k

Ly, =k*+2
Lis =k*+ 3k

Lia = k* + 4k* + 2

2.7 Induksi Matematika

Induksi matematika adalah suatu metode untuk membuktikan suatu rumus atau
pernyataan matematika yang bernilai benar atau salah secara deduktif. Deduktif
sendiri berarti penarikan suatu kesimpulan dari satu atau lebih pernyataan yang
berbentuk umum untuk menghasilkan kesimpulan yang bersifat khusus berdasarkan

fakta. Induksi matematika merupakan perluasan dari logika matematika.
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Untuk membuktikan suatu pernyataan atau rumus bernilai benar atau salah dengan
menggunakan induksi matematika memerlukan beberapa langkah, diantanya:

1. Buktikan untuk n = 1 dalam rumus bernilai benar.

2. Diasumsikan untuk nilai n = k dalam rumus bernilai benar.

3. Buktikan untuk n = k 4+ 1 dalam rumus bernilai benar.

Contoh 2.7
Tunjukanbahwal + 2 + 3 + .. + n :_2"(2“)
Bukti
1. Harus dibuktikan benar untuk n = 1, yaitu
1= 2n(n+1)
4
1 = 2+
4
1=1

2. Diasumsikan benar untuk nilai n = k, yaitu

 2k(k+1)

1+2+3+ ..+k 2

3. Akan dibuktikan benar untuk n = k + 1, yaitu

2k +1D)((k+1)+ 1)

142434+ ..+k+(k+1) = 7
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Pertama dibuktikan ruas kiri terlebih dahulu kemudian dilanjutkan dengan hipotesis
induksi untuk menghasilkan ruas kanan. Berdasarkan asumsi (2) dapat diketahui:

2k(k+ 1)

1+2+3+"'+sz

Masukan pada pembuktian hipotesis kiri, yaitu
2k+DH((k+D+1)
4
2k + 2)(k + 2)
- 4
(2k? + 4k + 2k + 4)
- 4
2k* + 6k + 4
- 4
2k +2)(k + 2)
- 5
2k + D(k+1+1)
4

A+2+3+..+k)+k+1)=

A+2+3+ .. +k)+k+1)=

2.8 Relasi Rekursif

Relasi rekursif dari suatu barisan a,, adalah suatu rumus yang merepresentasikan
suku ke-n yang diperoleh dari suku sebelumnya untuk suatu n bilangan bulat
nonnegatif sedemikian rupa sehingga terbentuk suatu persamaan dari hubungan
suku — suku tersebut. persamaan yang menyatakan antara beberapa suku tersebut

dinamakan relasi rekurensi.
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Contoh 2.8:

Diberikan barisan berikut ini

3,7,10,17,27,44,...

Dari barisan di atas diperoleh:

Suku ke-6 = suku ke-5 + suku ke-4 — ag = as + a,
Suku ke-7 = suku ke-6 + suku ke-5 — a;, = a4 + ag
Suku ke-8 = suku ke-7 + suku ke-6 — ag = a; + a4
Suku ke-9 = suku ke-8 + suku ke-7 — ag = ag + a;
Suku ke-10 = suku ke-9 + suku ke-8 — a,, = aq + ag
Suku ke-11 = suku ke-10 + suku ke-9 — a;; = a;9 + aq

Dan seterusnya.

Bila hubungan antarsuku pada barisan di atas diubah menjadi suatu rumus, maka

akan diperoleh:

Ap = Ap_q + Aup_»

Bentuk relasi rekursif a,, di atas dikenal dengan sebutan rumus Fibonacci, dan

barisannya dikenal dengan barisan Fibonacci.
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2.9 Rumus Binet

Rumus Binet adalah rumus eksplisit yang digunakan untuk mencari suku ke-n dari
barisan Fibonacci. Dinamakan demikian karena diturunkan oleh matematikawan
Jacques Philippe Marie Binet, meskipun sudah dikenal dengan Abraham de Moivre.
Pada tahun 1875, Marie Binet mengemukakan suatu rumus F, yang dapat
menghitung lebih cepat tanpa harus menghitung ulang suku ke-n bilangan tersebut

sebanyak n kali, yang kemudian dikenal dengan formula binet atau rumus binet.

Rumus Binet didapat melalui representasi eksplisit dari bilangan Fibonacci yang

didefinisikan secara rekursif oleh
0 jikan=0
E, = 1 jikan=1
Fo, 1+ F,_, jikan>1

Rumus Binet didapat dengan menghubungkan angka Fibonacci dan Rasio Emas.
Yang didapat dari persamaan kuadrat x? —x — 1 = 0. Dengan menggunakan
rumus ABC, maka didapat.a =1, b= -1, c = —1
—b+Vb?—4ac _ 1++5

2a 2

—b —Vb? — 4ac B 1—-+/5
2a 2
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Akar positif dari persamaan kuadrat x> —x — 1 = 0 adalah ¢ = 1+2\/§

atau yang

dikenal dengan golden ratio. Akar kedua persamaan adalah negatif yaitu ¢ = %ﬁ

Sehingga didapat rumus Binet adalah:

R n)_i<1+\/§>n_<1—\/§>"
=m0 e == z



I11.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Waktu dan tempat penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas
Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester

Genap Tahun Akademik 2021/2022.

3.2 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai berikut:

1. Mencari literatur utama yang mendukung topik pembahasan ini.

2. Memahami dan mempelajari konsep barisan k-Lucas dan barisan k-Fibonacci.

3. Membuktikan beberapa hubungan dan teorema dari barisan k-Lucas dengan
barisan k-Fibonacci.

4. Menarik kesimpulan tentang hubungan dan teorema yang dihasilkan dari

barisan k-Lucas dengan barisan k-Fibonacci yang telah dibuktikan.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat

diambil kesimpulan yaitu:

n_ -n
Rumus Binet pada bilangan k-Fibonacci yaitu Fy ,, = % dan Rumus
ket o)

Binet pada bilangan k-Lucas yaitu L, = oy — (o)™ yang solusinya didapat
melalui persamaan relasi rekursif yang digunakan sebagai dasar — dasar dalam
melakukan pembuktian terhadap hubungan pada barisan k-Lucas dengan barisan k-

Fibonacci.

Pada bilangan k-Lucas dan bilangan k-Fibonacci terdapat hubungan antara
keduanya yang bisa dibuktikan dengan menggunakan beberapa relasi dan teorema

diantaranya:

Hubungan pertama: L}, , = (k* + 4)FZ, + 4(—1)". Hubungan kedua: L, =
Fyn-1+ Fynei-Hubungan  ketiga: L, , + L% 41 = (k? + 4)Fy 2n+1Hubungan
keempat = Ly, Fyn = Fion. Teorema Convolution: Ly g41Lkp + LigLkp-1 =
(k* + 4)Fy q4p- Untuk m =1 lIdentitas D’'Ocagne: Ly gLyps1 — Ligiiliy =
(—=1)P*1(k* + 4)Fy g—p. Untuk m = n. Selain beberapa hubungan dan teorema
terdapat relasi baru antara barisan k-Lucas dengan barisan k-

Fibonacci: [T Ly ,i = Fyn dan relasi baru dari barisan k-Lucas: Ly Ly nsr =

Lk,2n+r + (_1)nLk,r-
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5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan memasukan nilai koefisien pada barisan k-
Lucas dan pada barisan k-Fibonacci, karena pada penelitian ini hanya difokuskan

pada nilai koefisien secara umum.
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