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ABSTRACT 

 

 

CONSTRUCTION A ROUGH 𝑽-COEXACT SEQUENCE  

IN ROUGH GROUP 

 

 

By 

 

 

 

Desfan Hafifulloh 

 

 

 

The concept of exact sequences has been widely used in ring and module theory. 

The 𝑈-exact sequence and the 𝑉-coexact sequence are generalizations of the exact 

sequence.  Beside it, rough set theory has been implemented in several algebraic 

structures such as groups, rings, modules and others.  In this research, a rough 𝑉-

coexact sequence will be constructed in the rough group and their characteristics. 

Furthermore, we will give the relationship between the 𝑉-coexact sequence in the 

group and the rough 𝑉-coexact sequence in the rough group. 

 

Keywords: Exact sequence, 𝑉-coexact sequence, and rough group. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

KONSTRUKSI BARISAN 𝑽-KOEKSAK ROUGH PADA GRUP ROUGH 

 

 

Oleh 

 

 

 

Desfan Hafifulloh 

 

 

 
Konsep barisan eksak telah banyak digunakan secara luas dalam teori ring dan 

modul.  Barisan 𝑈-eksak dan barisan 𝑉-koeksak merupakan perumuman dari 

barisan eksak.  Selain itu, teori himpunan rough telah diimplementasikan pada 

beberapa struktur aljabar seperti grup, ring, modul dan lain-lain.  Pada penelitian 

ini akan dikonstruksi barisan 𝑉-koeksak rough pada grup rough beserta sifat-

sifatnya.  Selain itu, akan diberikan kaitan antara barisan 𝑉-koeksak pada grup dan 

barisan 𝑉-koeksak rough pada grup rough.  

 

Kata Kunci: Barisan Eksak, barisan 𝑉-koeksak, dan grup rough. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Barisan eksak merupakan salah satu konsep penting di dalam struktur aljabar.  

Dalam teori modul, pengembangan konsep barisan eksak digeneralisasi menjadi 

barisan 𝑈-eksak, barisan 𝑉-koeksak, dan barisan 𝑋-sub-eksak.  Dalam teori modul, 

barisan eksak digunakan dalam mendefinisikan modul proyektif.  Pada tahun 1992, 

Adkins dan Weintraub memperkenalkan barisan Quasi-eksak sebagai generalisasi 

barisan eksak.  Pada penelitian Davvaz dan Parnian-Garamaleky tahun 1999, 

barisan 𝑈-eksak merupakan generalisasi dari barisan eksak, dan mendefinisikan 

barisan 𝑉-koeksak sebagai dual dari barisan 𝑈-eksak. 

 

Pada tahun 2002, Anvanriyeh dan Davvaz memberikan hubungan antara barisan  

𝑈-split dan modul proyektif yang kemudian pada tahun 2005 digunakan dalam 

memperoleh generalisasi Lemma Schanuel dan memperoleh hubungan antara 

barisan Quasi-eksak dengan submodul-submodulnya.   Selanjutnya, tahun 2015 

Sripatmi dan Anwar membahas mengenai perumuman Lemma Snake dan Lemma 

Lima.  Pada tahun 2016, penelitian yang dilakukan oleh Fitriani dkk., 

mendefinisikan barisan 𝑋-sub-eksak sebagai perumuman barisan eksak, pada tahun 

2017 menggunakan konsep barisan eksak, definisi himpunan bebas linear 𝑋-sub 



2 

 

dibangun untuk menggeneralisasi keluarga modul bebas linear, di tahun 2018 

memperumum keluarga 𝒰-generator menggunakan konsep barisan 𝑉-koeksak.  

Pada tahun yang sama, Fitriani dkk., mendefinisikan konsep 𝒰𝑣-generator dan 

keluarga independent 𝑋-sub linear digunakan dalam membangun basis modul 

(𝑋, 𝑉) dan modul bebas-𝒰. 

 

Teori himpunan rough merupakan teknik matematika yang pertama kali 

diperkenalkan oleh Zdzislaw Pawlak pada tahun 1982.  Berbagai penelitian telah 

banyak dilakukan, seperti penelitian yang dilakukan oleh Han pada tahun 2001, 

yaitu mempelajari homomorfisma dan isomorfisma pada himpunan rough.  

Kemudian, Miao dkk., pada tahun 2005 mempelajari tentang grup rough, subgrup 

rough, dan sifat-sifatnya.  Wang dan Chen pada tahun 2010, memperluas 

penelitiannya dalam bidang terapan yaitu penerapan himpunan rough pada bidang 

komputasi, selanjutnya pada tahun 2014 diperkuat oleh Sinha dan Prakash dalam 

penelitiannya mengenai modul proyeksi pada himpunan rough, serta Neelima dan 

Isaac membahas mengenai homomorfisma rough pada grup rough.  Berdasarkan 

penelitian yang sebelumnya, Bagirmaz dan Ozcan pada tahun 2015 

mengembangkan teori himpunan rough lebih luas lagi yaitu membahas mengenai 

grup rough dan semigrup rough dalam ruang aproksimasi.  Selanjutnya, Sinha dan 

Prakash pada tahun 2016, memperkenalkan barisan eksak dari modul rough dengan 

mendefiniskan barisan eksak rough dari modul rough atas ring rough. 

 

Dalam hal penerapan dari teori himpunan rough, banyak peneliti yang membahas 

mengenai penerapan dari teori tersebut dalam cabang ilmu pengetahuan, baik dalam 

bidang Data Mining maupun pada struktur aljabar.  Oleh karena itu, pada penelitian 
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ini akan berfokus pada aspek teori dari struktur aljabar dengan topik yang akan 

dibahas adalah konstruksi barisan 𝑉-Koeksak rough pada grup rough. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi barisan 𝑉-Koeksak rough pada grup 

rough dari suatu ruang aproksimasi dan menyelidiki sifat-sifatnya. 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian ini yaitu dapat memberikan referensi penelitian mengenai 

masalah pada barisan grup rough yang lebih jauh lagi, dan sebagai bahan 

pembelajaran mengenai barisan 𝑉-koeksak rough pada grup rough. 



 

 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

Pada bab ini, akan dibahas mengenai definisi-definisi untuk mendukung teori dan 

pembahasan dalam menyelesaikan penelitian ini. 

 

2.1 Grup 

 

 

Sebelum membahas mengenai definisi grup, terlebih dahulu memahami definisi 

dari operasi biner yang menjadi dasar pembentukan suatu grup.  Berikut definisi 

dari operasi biner. 

 

Definisi 2.1.1 Operasi ∗ pada himpunan 𝐺 merupakan operasi biner jika operasi ∗ 

merupakan fungsi 𝐺 × 𝐺 → 𝐺.  Dengan kata lain, operasi ∗ pada anggota himpunan 

𝐺 adalah operasi biner jika untuk setiap anggota 𝑎, 𝑏 di 𝐺 maka (𝑎 ∗ 𝑏) juga di 𝐺 

(Grillet, 2007). 

 

Untuk lebih memahami Definisi 2.1.1, diberikan contoh operasi biner. 

 

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan bilangan real ℝ dan operasi + adalah operasi biner pada ℝ.  

Operasi + dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi dari ℝ × ℝ → ℝ, yaitu untuk 

setiap (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ × ℝ maka (𝑎 + 𝑏) ∈ ℝ, karena penjumlahan dari dua bilangan 

real menghasilkan bilangan real pula.  Dengan kata lain, operasi + tertutup di ℝ. 
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Setelah memahami definisi dan contoh operasi biner yang menjadi dasar 

terbentuknya grup, diberikan definisi grup. 

 

Definisi 2.1.3 Himpunan tak kosong 𝐺 dengan operasi biner ∗, disebut grup 〈𝐺,∗〉 

apabila memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

a. operasi biner ∗ bersifat assosiatif, yaitu (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, 

b. terdapat elemen identitas 𝑒 ∈ 𝐺 untuk ∗ pada 𝐺, sedemikian sehingga 𝑒 ∗ 𝑥 =

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺, 

c. untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat suatu elemen 𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎 ∗

𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒, (𝑎−1 adalah invers 𝑎 di 𝐺) (Roman, 2005). 

 

Untuk memahami Definisi 2.1.3, berikut ini contoh dari suatu grup beserta 

pembuktiannya. 

 

Contoh 2.1.4 

Diberikan himpunan bilangan bulat ℤ dengan operasi biner 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 1 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ.  Akan ditunjukkan bahwa 〈ℤ ,∗〉 merupakan grup. 

1. Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ berlaku: 

𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 

= 𝑥 ∗ (𝑦 + 𝑧 − 1) 

= 𝑥 + (𝑦 + 𝑧 − 1) − 1 

= (𝑥 + 𝑦 − 1) + 𝑧 − 1 

= (𝑥 ∗ 𝑦) + 𝑧 − 1 

= (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧. 
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Karena 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧, sehingga operasi ∗ pada ℤ bersifat 

assosiatif. 

 

2. Terdapat 𝑒 ∈ ℤ, sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ berlaku:  

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 + 𝑒 − 1 = 𝑥 + 1 − 1 = 𝑥, 

dan 

𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑒 + 𝑥 − 1 = 1 + 𝑥 − 1 = 𝑥. 

Jadi, 〈ℤ ,∗〉 memiliki identitas yaitu 1. 

3. Diberikan sebarang 𝑥 ∈ ℤ.  Terdapat 𝑥−1 = 2 − 𝑥 ∈ ℤ, sehingga berlaku: 

𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥 ∗ 2 − 𝑥 = 𝑥 + (2 − 𝑥) − 1 = (𝑥 − 𝑥) + 2 − 1 = 1 = 𝑒, 

dan 

𝑥−1 ∗ 𝑥 = 2 − 𝑥 ∗ 𝑥 = (2 − 𝑥) + 𝑥 − 1 = 2 − 1 + (−𝑥 + 𝑥) = 1 = 𝑒. 

Jadi, setiap 𝑥 ∈ ℤ, terdapat 𝑥−1 = 2 − 𝑥 sehingga 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1 ∗ 𝑥 = 𝑒. 

Karena memenuhi aksioma-aksioma grup, terbukti 〈ℤ,∗〉 merupakan grup. 

 

Berdasarkan sifat komutatif operasi biner dari suatu grup, berikut diberikan definisi 

grup komutatif. 

 

Definisi 2.1.5 Grup 𝐺 dikatakan komutatif jika operasi biner ∗ bersifat komutatif 

yaitu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎; untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 (Fraleigh dan Katz, 2003). 

 

Untuk memahami Definisi 2.1.5, berikut diberikan contoh grup komutatif. 

 

Contoh 2.1.6 

Berdasarkan Contoh 2.1.4, akan ditunjukkan bahwa 〈ℤ,∗〉 merupakan grup 

komutatif.  
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Diberikan sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 1 = 𝑦 + 𝑥 − 1 = 𝑦 ∗ 𝑥. 

Jadi, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ. 
 

Dengan demikian, terbukti operasi ∗ bersifat komutatif, sehingga 〈ℤ,∗〉 merupakan 

grup komutatif. 

 

Setelah dibahas mengenai definisi dan contoh mengenai grup dan grup komutatif, 

berikut diberikan definisi dari subgrup. 

 

Definisi 2.1.7 Himpunan bagian tak kosong 𝐻 dari suatu grup 𝐺 dikatakan sebagai 

subgrup dari 𝐺, jika 𝐻 membentuk grup terhadap operasi yang sama pada grup 𝐺 

(Herstein, 1975). 

 

Berikut diberikan teorema subgrup. 

 

Teorema 2.1.8 Diberikan suatu grup 𝐺.  Misalkan 𝐻 adalah himpunan bagian tak 

kosong dari 𝐺.  𝐻 adalah subgrup dari 𝐺 jika hanya jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 

berlaku 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻 (Suwilo dkk., 1997). 

 

Bukti 

Diberikan 𝐻 subgrup dari 𝐺.  Akan ditunjukkan untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 berlaku 

𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻.  Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, maka 𝑏−1 ∈ 𝐻.  Dengan demikian, 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻. 

Sebaliknya, akan ditunjukkan untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 berlaku 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻, maka 𝐻 

subgrup dari 𝐺. 

a. Karen 𝐻 ≠ ∅, maka sedikitnya terdapat 𝑎 ∈ 𝐻.  Akibatnya, diperoleh 𝑎𝑎−1 =

𝑒 ∈ 𝐻.  Dengan demikian, 𝐻 memiliki elemen identitas. 
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b. Diberikan sebarang 𝑒, 𝑎 ∈ 𝐻, maka 𝑒𝑎−1 ∈ 𝐻.  Oleh karena itu, diperoleh  

𝑒𝑎−1 = 𝑎−1 ∈ 𝐻.  Dengan demikian, untuk setiap elemen di 𝐻 memiliki 

invers.  

c. Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, maka 𝑎−1, 𝑏−1 ∈ 𝐻.  Oleh karena itu, diperoleh 

𝑎𝑏 = 𝑎(𝑏−1)−1.  Karena 𝑏−1 ∈ 𝐻, maka 𝑎𝑏 = 𝑎(𝑏−1)−1 ∈ 𝐻.  Dengan 

demikian, 𝐻 tertutup terhadap operasi biner di 𝐺. 

d. Karena 𝐺 grup, operasi biner memenuhi sifat assosiatif.  Selanjutnya 𝐻 ⊆ 𝐺 

berakibat operasi biner tersebut juga assosiatif di 𝐻. 

Jadi, terbukti bahwa himpunan 𝐻 merupakan subgrup dari 𝐺.                                   ∎ 

 

Setelah memahami Definisi 2.1.8 dan Teorema 2.1.9, berikut diberikan contoh 

subgrup. 

 

Contoh 2.1.9 

Diberikan grup 〈ℤ, +〉.  Akan ditunjukkan jika 7ℤ = {7𝑛|𝑛 ∈ ℤ} ⊆ ℤ, maka 〈7ℤ,+〉 

merupakan subgrup ℤ. 

1. Karena 0 ∈ 7ℤ, akibatnya 7ℤ ≠ ∅. 

2. Diberikan sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 7ℤ, maka 𝑥 = 7𝑛1 dan 𝑦 = 7𝑛2 untuk suatu 

𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ.  Akibatnya,  

𝑥 − 𝑦 = 7𝑛1 − 7𝑛2 

= 7(𝑛1 − 𝑛2) ∈ 7ℤ. 

Berdasarkan Teorema 2.1.8, terbukti 7ℤ merupakan subgrup ℤ. 

 

Setelah memahami definisi dari grup dan subgrup, selanjutnya diberikan definisi 

koset kiri dan koset kanan dari subgrup 𝐻 di grup 𝐺. 
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Definisi 2.1.10 Diberikan grup 〈𝐺,∗〉 dan subgrup 𝐻 di 𝐺.  Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, 

himpunan 𝐻𝑎 = {ℎ ∗ 𝑎|ℎ ∈ 𝐻} disebut koset kanan 𝐻 di 𝐺 dan himpunan  

𝑎𝐻 = {𝑎 ∗ ℎ|ℎ ∈ 𝐻} disebut koset kiri 𝐻 di 𝐺 (Gallian, 2010). 

 

Berikut diberikan contoh koset kiri dan koset kanan. 

 

Contoh 2.1.11 

Diberikan himpunan ℤ6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} dengan definisi operasi penjumlahan 

modulo 6 yaitu (+6), sedemikian sehingga 〈ℤ6, +6〉 membentuk grup.  Himpunan 

𝐻 = {0, 3} merupakan subgrup dari grup ℤ6. 

Koset-koset kanan dari 𝐻 di ℤ6 yaitu sebagai berikut: 

𝐻(+6)0 = 𝐻(+6)3 = {0, 3}, 

𝐻(+6)1 = 𝐻(+6)4 = {1, 4}, 

𝐻(+6)2 = 𝐻(+6)5 = {2, 5}. 

Koset-koset kanan dari 𝐻 di ℤ6 yaitu sebagai berikut: 

0(+6)𝐻 = 3(+6)𝐻 = {0, 3}, 

1(+6)𝐻 = 4(+6)𝐻 = {1, 4}, 

2(+6)𝐻 = 5(+6)𝐻 = {2, 5}. 

 

2.2 Himpunan Rough 

 

 

Sebelum membahas mengenai himpunan rough¸terlebih dahulu diberikan definisi 

dari relasi ekuivalensi. 
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2.2.1 Relasi Ekuivalensi 

 

 

Berikut diberikan definisi relasi ekuivalensi. 

 

Definisi 2.2.1.1 Relasi 𝑅 pada himpunan 𝐴 dikatakan relasi ekuivalensi jika dan 

hanya jika: 

1. relasi 𝑅 bersifat reflekstif, jika dan hanya jika 𝑎𝑅𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴, 

2. relasi 𝑅 bersifat simetris, jika dan hanya jika 𝑎𝑅𝑏 berakibat 𝑏𝑅𝑎, untuk setiap 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 

3. relasi 𝑅 bersifat transitif, jika dan hanya jika 𝑎𝑅𝑏 dan 𝑏𝑅𝑐 berakibat 𝑎𝑅𝑐, untuk 

setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. (Barnier dan Feldman, 1990). 

 

Untuk memahami Definisi 2.2.1.1, berikut diberikan contoh relasi ekuivalensi. 

 

Contoh 2.2.1.2 Diberikan himpunan 𝐴 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, didefinisikan 

relasi 𝑅 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ≡ 𝑦(mod 3)}, (yaitu 𝑎 − 𝑏 habis dibagi dengan 3) dengan 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 = 3𝑘; 𝑘 ∈ ℤ.  Akan ditunjukkan relasi 𝑅 

merupakan relasi ekuivalensi pada ℤ. 

1. Untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ, berlaku 𝑎 − 𝑎 = 0 = 𝑘𝑛 untuk bilangan bulat 𝑘 = 0.  

Akibatnya 𝑎𝑅𝑎.  Jadi, relasi 𝑅 bersifat reflekstif. 

2. Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ dengan 𝑎𝑅𝑏.  Akan ditunjukkan 𝑏𝑅𝑎.  𝑎𝑅𝑏 

berakibat 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) atau 𝑏 − 𝑎 = 𝑘𝑛 untuk suatu 𝑘 ∈ ℤ.  Oleh karena itu, 

𝑎 − 𝑏 = −𝑘𝑛, sehingga 𝑏 ≡ 𝑎(mod 𝑛).  Hal ini berarti 𝑏𝑅𝑎.  Jadi, 𝑅 bersifat 

simetris. 

3. Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, dengan 𝑎𝑅𝑏 dan 𝑏𝑅𝑐.  Akan ditunjukkan 𝑎𝑅𝑐. 

𝑎𝑅𝑏 berakibat 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) atau 𝑏 − 𝑎 = 𝑘𝑛 untuk suatu 𝑘 ∈ ℤ, dan 𝑏𝑅𝑐 
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berakibat 𝑏 ≡ 𝑐(mod 𝑛) atau 𝑐 − 𝑏 = 𝑚𝑛 untuk suatu 𝑚 ∈ ℤ.  Oleh karena 

itu, 𝑎 ≡ 𝑐(mod 𝑛) atau (𝑎 − 𝑐) = (𝑏 − 𝑎) + (𝑐 − 𝑏) ∈ ℤ.  Hal ini berarti 𝑎𝑅𝑐. 

Jadi, relasi 𝑅 bersifat transitif. 

Dengan demikian, berdasarkan tiga sifat yang telah terpenuhi, maka relasi 𝑅 

merupakan relasi ekuivalensi. 

 

2.2.2 Kelas Ekuivalensi 

 

 

Berikut diberikan definisi kelas ekuivalensi. 

 

Definisi 2.2.2.1 Diberikan relasi 𝑅 maerupakan relasi ekuivalensi pada himpunan 

𝐴, kelas ekuivalensi dari 𝑎 ∈ 𝐴 ditulis sebagai berikut: 

[𝑎]𝑅 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑎𝑅𝑥}                                            (2.1) 

yaitu semua anggota dalam himpunan 𝐴 yang mempunyai relasi dengan 𝑎 (Barnier 

dan Feldman, 1990). 

 

Untuk memahami Definisi 2.2.2.1, berikut diberikan contoh kelas ekuivalensi. 

 

Contoh 2.2.2.2 

Berdasarkan Contoh 2.2.1.2, diketahui bahwa 𝑅 merupakan relasi ekuivalensi, 

sehingga diperoleh kelas ekuivalensi adalah [1]𝑅 = [4]𝑅 = [7]𝑅 = [10]𝑅 =

{1,4,7,10}, [2]𝑅 = [5]𝑅 = [8]𝑅 = {2,5,8}, [3]𝑅 = [6]𝑅 = [9]𝑅 = {3,6,9}. 

 

2.2.3 Ruang Aproksimasi 

 

 

Setelah memahami definisi dan contoh mengenai relasi ekuivalensi dan kelas 

ekuivalensi, selanjutnya dibahas definisi dari ruang aproksimasi. 
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Definisi 2.2.3.1 Pasangan (𝑈, 𝜃) dengan 𝑈 ≠ ∅ dan 𝜃 merupakan relasi ekuivalensi 

pada 𝑈 disebut ruang aproksimasi (Pawlak, 1991). 

 

Untuk memahami Definisi 2.2.3.1, berikut akan diberikan contoh dari ruang 

aproksimasi. 

 

Contoh 2.2.3.2 

Berdasarkan Contoh 2.2.1.2, Pasangan (𝐴, 𝑅) merupakan ruang aproksimasi, 

dengan himpunan 𝐴 ≠ ∅ dan relasi 𝑅 merupakan relasi ekuivalensi. 

 

2.2.4 Aproksimasi Atas dan Aproksimasi Bawah 

 

 

Selanjutnya diberikan definisi ruang aproksimasi yaitu aproksimasi atas dan 

aproksimasi bawah. 

 

Definisi 2.2.4.1 Diberikan ruang aproksimasi 𝐾 = (𝑈, 𝑅), dan 𝑋 merupakan 

himpunan bagian dari semesta 𝑈.  Aproksimasi atas dan aproksimasi bawah 

dituliskan sebagai berikut: 

𝑋 = {𝑥|[𝑥]𝑅 ∩ 𝑋 ≠ ∅}                                                    (2.2) 

𝑋 = {𝑥|[𝑥]𝑅 ⊆ 𝑋}                                                            (2.3) 

𝑋 disebut aproksimasi atas dari 𝑋 dan 𝑋 disebut aproksimasi bawah dari 𝑋 di ruang 

aproksimasi 𝐾 (Miao dkk., 2005). 

 

Untuk memahami Definisi 2.2.4.1, berikut diberikan contoh dari aproksimasi atas 

dan aproksimasi bawah. 
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Contoh 2.2.4.2 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅), dengan himpunan 𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥10} dan 𝑅 

relasi ekuivalensi pada 𝑈 dengan kelas ekuivalensi sebagai berikut: 

𝐸1 = {𝑥1}, 

𝐸2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, 

𝐸3 = {𝑥5, 𝑥6}, 

𝐸4 = {𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}, 

𝐸5 = {𝑥10}. 

Jika dipilih 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}, maka aproksimasi bawah dan aproksimasi atas 

dari 𝑋 adalah sebagai berikut: 

𝑋 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 = {𝑥1} ∪ {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, 

𝑋 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3 = {𝑥1} ∪ {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} ∪ {𝑥5, 𝑥6}. 

 

Setelah memahami definisi ruang aproksimasi, aproksimasi atas dan bawah, 

selanjutnya diberikan definisi himpunan rough. 

 

Definisi 2.2.4.3 Diberikan relasi ekuivalensi 𝑅 pada himpunan semesta 𝑈, pasangan 

(𝑈, 𝑅) merupakan ruang aproksimasi.  Suatu himpunan bagian 𝑋 ⊆ 𝑈 dapat 

didefinisikan 𝑋 − 𝑋 ≠ ∅ sehingga 𝑋 disebut himpunan rough (Pawlak, 1982). 

 

Untuk memahami Definisi 2.2.4.3, berikut diberikan contoh dari himpunan rough. 

 

Contoh 2.2.4.4 

Berdasarkan Contoh 2.2.4.2 pasangan berurutan dari aproksimasi bawah dan 

aproksimasi atas dari 𝑋 yaitu 𝐴𝑝𝑟(𝑋) = ({𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6})   
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Karena 𝑋 − 𝑋 ≠ ∅ , diperoleh 𝑋 merupakan himpunan rough dalam ruang 

aproksimasi (𝑈, 𝑅). 

 

Berikut diberikan proposisi mengenai himpunan rough. 

 

Proposisi 2.2.4.5 Diberikan himpunan 𝑋, 𝑌 ⊂ 𝑈.  Berlaku sifat-sifat sebagai 

berikut: 

1. 𝑋 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝑋, 

2. 𝑅 = 𝑅 = 𝑅,𝑈 = 𝑈 = 𝑈, 

3. 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌, 

4. 𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∩ 𝑌, 

5. 𝑋 ∪ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌, 

6. 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑌, 

7. 𝑋 ⊂ 𝑌 jika dan hanya jika 𝑋 ⊂ 𝑌 dan 𝑋 ⊂ 𝑌 (Isaac dan Neelima, 2013). 

 

Bukti 

1. Jika 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∈ [𝑥]𝑅 ⊂ 𝑋.  Akibatnya, 𝑋 ⊂ 𝑋.  

Selanjutnya, jika 𝑥 ∈ 𝑋 maka dari 𝑥 ∈ [𝑥]𝑅, diperoleh [𝑥]𝑅 ∩ 𝑋 ≠ ∅ sehingga 

𝑥 ∈ 𝑋.  Jadi 𝑋 ⊂ 𝑋. 

2. Jika 𝑋 = 𝑋, dengan 𝑋 ⊂ 𝑈 dan 𝑈 ≠ ∅, maka ∅ = ∅ dan 𝑈 = 𝑈. 

3. 𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑌 ⇔ [𝑥]𝑅 ⊂ (𝑋 ∩ 𝑌) 

⇔ [𝑥]𝑅 ⊂ 𝑋 dan [𝑥]𝑅 ⊂ 𝑌 

⇔ [𝑥]𝑅 ∈ 𝑋 dan [𝑥]𝑅 ∈ 𝑌 

⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑥 ∈ 𝑌. 

Jadi, 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌. 

4. Jika 𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑋 dan 𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑌 maka 

𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑋 dan 𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑌 
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akibatnya 

𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∩ 𝑌. 

5. Jika 𝑋 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌 dan 𝑌 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌 maka 

𝑋 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌 dan 𝑌 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌 

akibatnya 

𝑋 ∪ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌. 

6. 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌 ⇔ [𝑥]𝑅 ⊂ (𝑋 ∪ 𝑌) ≠ ∅ 

⇔ ([𝑥]𝑅 ∩ 𝑋) ∪ ([𝑥]𝑅 ∩ 𝑌) ≠ ∅ 

⇔ [𝑥]𝑅 ∩ 𝑋 atau [𝑥]𝑅 ∩ 𝑌 ≠ ∅ 

⇔ [𝑥]𝑅 ∩ 𝑋 ≠ ∅ atau [𝑥]𝑅 ∩ 𝑌 ≠ ∅ 

⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌. 

Jadi, 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑌. 

7. Diketahui 𝑋 ⊂ 𝑌 jika dan hanya jika 𝑋 ⊂ 𝑌 dan 𝑋 ⊂ 𝑌 

Berdasarkan 4, terbukti 

𝑋 ∩ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∩ 𝑌, 

Berdasarkan 5, terbukti 

𝑋 ∪ 𝑌 ⊂ 𝑋 ∪ 𝑌 

akibatnya 

𝑋 ⊂ 𝑌 ⇔ 𝑋 ⊂ 𝑌 dan 𝑋 ⊂ 𝑌 (Kuroki, 1997).                ∎ 

 

Berikut diberikan contoh Proposisi 2.2.4.5. 

 

Contoh 2.2.4.6 

Diberikan himpunan tak kosong 𝐴 = ℤ20, dan relasi 𝑅 merupakan relasi ekuivalensi 

pada himpunan 𝐴 dengan definisi untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 berlaku 𝑥𝑅𝑦 jika dan hanya 

jika 𝑥 − 𝑦 habis dibagi 1.  Berikut kelas-kelas ekuivalensi untuk 𝐴 = ℤ20 sebagai 

berikut: 

𝐸1 = {0,1,2,3,4,5}, 

𝐸2 = {6,7,8}, 



16 

 

𝐸3 = {9,10,11,12,13}, 

𝐸4 = {14,15,16,17}, 

𝐸5 = {18,19}. 

 

Diberikan 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17} dan 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17}, 

sehingga aproksimasi atas dan aproksimasi bawah dari himpunan 𝑋 dan himpunan 

𝑌 sebagai berikut: 

𝑋 = 𝐸2 ∪ 𝐸3 ∪ 𝐸4 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑋 = 𝐸4 = {14,15,16,17}, 

𝑌 = 𝐸2 ∪ 𝐸3 ∪ 𝐸4 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑌 = 𝐸2 ∪ 𝐸4 = {6,7,8,14,15,16,17}. 

 

Selanjutnya, akan diberikan contoh untuk sifat-sifat pada Proposisi 2.2.4.5 

1. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17},  

𝑋 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, }, 

𝑋 = {14,15,16,17}. 

Jadi, 𝑋 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑋. 

2. Diketahui 𝐴 = ℤ20, 

𝐴 = ℤ20, 

𝐴 = ℤ20. 

Jadi, 𝐴 = 𝐴 = 𝐴. 

3. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17}, dan 

𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17}, 

𝑋 ∩ 𝑌 = {6,7,14,15,16,17}, 

𝑋 ∩ 𝑌 = {14,15,16,17}, 
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𝑋 ∩ 𝑌 = {14,15,16,17}.  

Jadi, 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌. 

4. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17}, dan 

𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17}. 

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, dan  

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}.  

Jadi, 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑌. 

5. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17}, dan  

𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17} sehingga 𝑋 ⊆ 𝑌, diperoleh 𝑋 ⊆ 𝑌 yaitu  

{6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} ⊆ {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑋 ⊆ 𝑌 yaitu {14,15,16,17} ⊆ {6,7,814,15,16,17}. 

Jadi, 𝑋 ⊆ 𝑌 dan 𝑋 ⊆ 𝑌 

6. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17}, dan  

𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17}, 

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}, 

𝑋 ∪ 𝑌 = {6,7,8,14,15,16,17}, 

Jadi, 𝑋 ∪ 𝑌 ⊆ 𝑋 ∪ 𝑌. 

7. Diketahui 𝑋 = {6,7,12,13,14,15,16,17}, dan 

𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17},   

𝑋 ∩ 𝑌 = {6,7,14,15,16,17},  

𝑋 ∩ 𝑌 = {6,7,8,14,15,16,17}, 
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𝑋 ∩ 𝑌 = {6,7,8,9,10,11,14,15,16,17}.  

Jadi, 𝑋 ∩ 𝑌 ⊆ 𝑋 ∩ 𝑌. 

 

2.3 Grup Rough 

 

 

Setelah membahas himpunan rough, berikut diberikan definisi grup rough. 

 

Definisi 2.3.1 Diberikan ruang aproksimasi 𝐾 = (𝑈, 𝑅) dan ∗ adalah operasi biner 

dari 𝑈.  Himpunan bagian 𝐺 dari himpunan semesta 𝑈 disebut grup rough jika 

memenuhi aksioma-aksioma berikut:  

1. untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺, 

2. untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) terpenuhi di 𝐺 (berlaku sifat 

asosiatif di 𝐺), 

3. terdapat 𝑒 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥; 𝑒 

disebut elemen identitas rough di 𝐺, 

4. untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺, terdapat 𝑦 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑦; 𝑦 

disebut elemen invers rough dari 𝑥 di 𝐺 (Miao dkk., 2005). 

 

Selanjutnya diberikan contoh grup rough. 

 

Contoh 2.3.2 (Miao, dkk., 2005) 

Diberikan himpunan kelas modulo ℤ9 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} dengan operasi 

+9 .   Kelas-kelas ekuivalensi ℤ9 sebagai berikut: 

𝐸1 = {0, 1, 2}, 

𝐸2 = {3, 4, 5}, 

𝐸3 = {6, 7, 8}. 
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Diberikan 𝑋1 = {2, 4, 5, 7},  

𝑋1 = ℤ9. 

Akan ditunjukkan 𝑋1 merupakan grup rough. 

1. untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋1, 𝑥(+9)𝑦 ∈ 𝑋1, 

2. operasi +9 bersifat assosiatif di 𝑋1, 

3. terdapat 0 ∈ 𝑋1, sehingga 2(+9)0 = 0(+9)2 = 2, 

4. untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋1, terdapat 𝑦 ∈ 𝑋1 sehingga 𝑥(+9)𝑦 = 0 atau 𝑦 = (𝑥)−1, 

yaitu (2)
−1
= 7 ∈ 𝑋1, (7)

−1
= 2 ∈ 𝑋1, (5)

−1
= 4 ∈ 𝑋1, dan (7)

−1
= 5 ∈

𝑋1.  

Jadi, 𝑋1 merupakan grup rough. 

 

Selanjutnya, diberikan definisi subgrup pada himpunan rough. 

 

Definisi 2.3.3 Suatu himpunan bagian tak kosong 𝐻 dari grup rough 〈𝐺,∗〉 

dikatakan subgrup rough dari 𝐺 jika 𝐻 merupakan grup rough dengan operasi biner 

∗ yang sama pada 𝐺 (Miao dkk., 2005). 

 

Berikut diberikan definisi lain dari subgrup pada himpunan rough. 

 

Definisi 2.3.4 Jika 𝐻 ⊆ 𝐺 ⊆ 𝑈, dengan 𝐻 ≠ ∅ dan (𝐴𝑝𝑟(𝐻),∗) grup rough, maka  

𝐴𝑝𝑟(𝐻) merupakan subgrup rough dari 𝐴𝑝𝑟(𝐺) = (𝐺, 𝐺) dinotasikan dengan 

𝐴𝑝𝑟(𝐻) ≤ 𝐴𝑝𝑟(𝐺) (Miao dkk., 2005). 
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Berikut diberikan contoh subgrup rough. 

 

Contoh 2.3.5 

Berdasarkan Contoh 2.3.2, misalkan 𝑋2 = {1, 2, 7, 8}, diberikan  

𝑋3 = 𝑋1 ∪ 𝑋2 = {1, 2, 4, 5, 7, 8},  

𝑋3 = ℤ9. 

Akan ditunjukkan 𝑋3 merupakan subgrup rough dari grup rough 𝑋1 ∪ 𝑋2. 

1. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋3, 2(+9)5 ∈ 𝑋3, 

2. untuk setiap elemen di 𝑋3, terdapat elemen invers rough yaitu:  

(1)
−1
= (8) ∈ 𝑋3, (2)

−1
= 7 ∈ 𝑋3, (4)

−1
= (5) ∈ 𝑋3, (5)

−1
= (4) ∈

𝑋3, (7)
−1
= (2) ∈ 𝑋3, dan (8)

−1
= (8) ∈ 𝑋3 

Jadi, 𝑋3 merupakan subgrup rough dari grup rough 𝑋1 ∪ 𝑋2. 

 

2.4 Homomorfisma dan Isomorfisma dari Grup Rough 

 

 

Sebelum membahas homomorfisma dan isomorfisma dari grup rough, terlebih 

dahulu akan diberikan definisi homomorfisma grup. 

 

Definisi 2.4.1 Diberikan grup 〈𝐺,∗〉 dan 〈𝐻,∘〉.  Pemetaan 𝜙: 𝐺 → 𝐻 dikatakan 

homomorfisma jika berlaku 𝜙(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦), untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 

(Dummit dan Foote, 2004). 
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Berikut diberikan contoh mengenai Definisi 2.4.1. 

 

Contoh 2.4.2 

Diberikan grup 〈𝐺,∗〉 dan 〈𝐻,∘〉.  Pemetaan 𝜙: 𝐺 → 𝐻 dengan 𝜙(𝑥) = 7𝑎. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝜙 merupakan homomorfisma grup dari 𝐺 ke 𝐻. 

Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 

𝜙(𝑎 ∗ 𝑏) = 7𝑎+𝑏 = 7𝑎. 7𝑏 = 𝜙(𝑎). 𝜙(𝑏). 

Oleh karena untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, berlaku 𝜙(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝜙(𝑎). 𝜙(𝑏). 

Jadi, 𝜙 merupakan homomorfisma grup dari 𝐺 ke 𝐻. 

 

Setelah memahami definisi homomorfisma dari suatu grup, berikut definisi kernel. 

 

Definisi 2.4.3 Diberikan homomorfisma grup 𝜙: 𝐺 → 𝐺1, kernel dari 𝜙 dinotasikan  

ker(𝜙) didefinisikan sebagai berikut: 

ker(𝜙) = {𝑎 ∈ 𝐺|𝜙(𝑎) = 𝑒1}                                      (2.4) 

dengan 𝑒1 merupakan elemen identitas pada 𝐺1 (Gallian, 2010). 

 

Selanjutnya, diberikan contoh mengenai kernel dari suatu homomorfisma grup. 

 

Contoh 2.4.4 

Diberikan grup 𝐺1 adalah (ℤ, +) dan grup 𝐺2 adalah 〈𝑅\{0}, . 〉 dengan fungsi 

𝑓: 𝐺1 → 𝐺2 yaitu 𝑓(𝑥) = 2𝑥.  Akan ditentukan ker(𝑓).  Sebelum itu akan 

ditunjukkan 𝑓: 𝐺1 → 𝐺2 merupakan homomorfisma grup 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏). 

Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 2𝑎+𝑏 = 2𝑎 . 2𝑏 = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏). 
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Jadi, 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ.  Oleh karena itu, terbukti 𝑓 

merupakan homomorfisma grup dari ℤ ke 𝑅\{0}.  

 

Selanjutnya akan ditentukan ker(𝑓). 

ker(𝑓) = {𝑎 ∈ ℤ|𝑓(𝑎) = 1} = {𝑎 ∈ ℤ|2𝑥 = 1} = {0}. 

Jadi, ker (𝑓) = {0}. 

 

Setelah memahami definisi dan contoh kernel dari suatu homomorfisma, 

selanjutnya diberikan definisi mengenai image dari suatu homorfisma. 

 

Definisi 2.4.5 Diberikan homomorfisma grup 𝜙: 𝐺 → 𝐺1.  Himpunan semua 

anggota dari 𝐺1 yang memiliki kawan di 𝐺 disebut peta atau bayangan dari 𝐺 oleh 

𝜙, dinotasikan im(𝜙) yaitu: 

im(𝜙) = {𝑦 ∈ 𝐺1|(∃𝑥 ∈ 𝐺)𝜙(𝑥) = 𝑦} = {𝜙(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐺}                  (2.5) 

(Gallian, 2010). 

 

Selanjutnya, diberikan contoh mengenai image dari suatu homomorfisma grup. 

 

Contoh 2.4.6 

Berdasarkan Contoh 2.4.4, maka image dari 𝑓 adalah: 

im(𝑓) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ℤ}, 

= {2𝑥|𝑥 ∈ℤ}, 

= {
ln (𝑥)

ln (2)
|𝑥 ∈ℤ} ⊆ 𝑅\{0}. 

Jadi, im(𝑓) = {
ln (𝑥)

ln (2)
}. 
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Berikut definisi homomorfisma dan isomorfisma dari grup rough. 

 

Definisi 2.4.7 Diberikan ruang aproksimasi (𝑈1,𝜃1), (𝑈2,𝜃2), dan operasi biner ∗ 

pada 𝑈1,∗̅ operasi biner pada 𝑈2.  Misalkan himpunan 𝐺1 ⊆ 𝑈1 dan 𝐺2 ⊆ 𝑈2 

merupakan grup rough.  𝐺1, 𝐺2 dikatakan homomorfisma himpunan rough jika 

terdapat pemetaan surjektif 𝜙: 𝐺1̅̅ ̅ → 𝐺2̅̅ ̅ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺1̅̅ ̅ 

berlaku 𝜙(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∗̅ 𝜙(𝑦).  Jika 𝜙 pemetaan injektif, maka disebut 

isomorfisma himpunan rough (Miao, dkk., 2005). 

 

2.5 Modul Atas Ring 𝑹 

 

 

Berikut diberikan definisi modul atas ring 𝑅. 

 

Definisi 2.5.1 Diberikan 𝑅 sebarang ring dengan unsur satuan.  Grup komutatif 𝑀 

disebut modul (kiri) atas 𝑅 dengan operasi: 

𝑅 ×𝑀 → 𝑀                                                                    (2.6) 

(𝑟, 𝑚) → 𝑟 × 𝑚 = 𝑟𝑚                                                             (2.7) 

jika 𝑚, 𝑛 di 𝑀 dan untuk setiap 𝑟, 𝑠 di 𝑅 berlaku: 

1. 𝑟(𝑚 + 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑟𝑛, 

2. (𝑟 + 𝑠)𝑚 = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑚, 

3. (𝑟𝑠)𝑚 = 𝑟(𝑠𝑚), 

4. 1(𝑚) = 𝑚, dengan 1 adalah unsur satuan di 𝑅. 

Jika 𝑀 modul atas 𝑅, biasanya ditulis dengan 𝑀 𝑅-modul atau disebut saja 𝑀 modul 

atas 𝑅 (Yanita, 2007). 
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Berikut diberikan contoh suatu modul atas ring 𝑅. 

 

Contoh 2.5.2 Diberikan sebarang ring 𝑅, akan ditunjukkan grup komutatif 𝑅𝑛 

merupakan modul kiri atas 𝑅 terhadap operasi pergandaan skalar: 

𝑎(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = (𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, … , 𝑎𝑟𝑛) 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 dan (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅
𝑛. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dan (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛), (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝑅
𝑛 berlaku: 

a. 𝑎((𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) + (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛)) = 𝑎(𝑟1 + 𝑠1, 𝑟2 + 𝑠2, … , 𝑟𝑛+𝑠𝑛) 

= (𝑎𝑟1 + 𝑎𝑠1, 𝑎𝑟2 + 𝑎𝑠2, … , 𝑎𝑟𝑛+𝑎𝑠𝑛) 

= (𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, … , 𝑎𝑟𝑛) + (𝑎𝑠1, 𝑎𝑠2, … , 𝑎𝑠𝑛) 

= 𝑎(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) + 𝑎(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛), 

b. (𝑎𝑏)(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = ((𝑎𝑏)𝑟1, (𝑎𝑏)𝑟2, … , (𝑎𝑏)𝑟𝑛) 

= (𝑎(𝑏)𝑟1, 𝑎(𝑏)𝑟2, … , 𝑎(𝑏)𝑟𝑛) 

= 𝑎(𝑏𝑟1, 𝑏𝑟2, … , 𝑏𝑟𝑛) 

= 𝑎(𝑏(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)), 

c. (𝑎 + 𝑏)(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = ((𝑎 + 𝑏)𝑟1, (𝑎 + 𝑏)𝑟2, … , (𝑎 + 𝑏)𝑟𝑛) 

= (𝑎𝑟1 + 𝑏𝑟1, 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟2, … , 𝑎𝑟𝑛 + 𝑏𝑟𝑛) 

= (𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, … , 𝑎𝑟𝑛) + (𝑏𝑟1, 𝑏𝑟2, … , 𝑏𝑟𝑛) 

= 𝑎(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) + 𝑏(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛), 

d. 1(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = (1𝑟1, 1𝑟2, … , 1𝑟𝑛) 

= (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛). 

Jadi, 𝑅𝑛 merupakan modul kiri atas 𝑅. 

 

Setelah memahami modul atas ring 𝑅, selanjutnya diberikan definisi mengenai 

submodul dari suatu modul. 
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Definisi 2.5.3 Diberikan 𝑀 modul atas ring 𝑅.  Submodul dari 𝑀 adalah himpunan 

𝑆 dengan 𝑆 ≠ ∅ jika: 

1. (𝑆, +). merupakan grup komutatif terhadap operasi ”+”, yaitu 𝑆 merupakan sub 

grup di (𝑀,+). 

2. Berlaku operasi pergandaan skalar pada modul 𝑀 yaitu: 

a. 𝑠1 − 𝑠2 ∈ 𝑆, untuk setiap 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆, 

b. 𝑟𝑠 ∈ 𝑆, untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (Hartley, 1970). 

 

Berikut diberikan contoh submodul dari suatu modul. 

 

Contoh 2.5.4 

Diberikan modul ℤ atas ℤ, diberikan himpunan 𝑛ℤ = {𝑛𝑎|𝑎 ∈ 𝑍} dengan 𝑛 ∈ 𝑁.  

Akan ditunjukkan himpunan 𝑛ℤ merupakan submodul ℤ atas ℤ. 

a. Akan ditunjukkan bahwa 𝑛ℤ ≠ ∅, karena 0 ∈ ℤ, dan 0 = 𝑛. 0 ∈ 𝑛ℤ sehingga 

diperoleh 𝑛ℤ ≠ ∅. 

b. Diberikan sebarang 𝑛𝑎, 𝑛𝑏 ∈ 𝑛ℤ, sehingga  

𝑛𝑎 − 𝑛𝑏 = 𝑛(𝑎 − 𝑏) ∈ 𝑛ℤ. 

c. Diberikan sebarang 𝑟 ∈ ℤ, 𝑛𝑎 ∈ 𝑛ℤ, sehingga 

𝑟(𝑛𝑎) = 𝑛(𝑟𝑎) ∈ 𝑛ℤ, 𝑟𝑎 ∈ ℤ. 

Jadi, 𝑛ℤ tertutup terhadap operasi pergandaan skalar di ℤ.  Sehingga 𝑛ℤ submodul 

ℤ atas ℤ. 

 

Berikut diberikan definisi homomorfisma pada modul atas 𝑅. 

 

Definisi 2.5.5 Diberikan ring 𝑅 dengan unsur satuan dan 𝑀,𝑁 adalah 𝑅-modul.  

Suatu fungsi 𝑓:𝑀 → 𝑁 disebut homomorfisma 𝑅 -modul jika: 
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1. 𝑓(𝑚1 +𝑚2) = 𝑓(𝑚1) + 𝑓(𝑚2), untuk 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑀, 

2. 𝑓(𝑟𝑚1) = 𝑟𝑓(𝑚1), untuk setiap 𝑎 di R dan untuk setiap 𝑚 di 𝑀 (Yanita, 

2007). 

 

Berikut diberikan contoh homomorfisma modul atas 𝑅. 

 

Contoh 2.5.6 

Diberikan modul ℤ atas ring ℤ, didefinisikan 𝑓: ℤ → ℤ dengan 𝑓(𝑎) = 3𝑎 untuk 

setiap 𝑎 ∈ ℤ.  Akan ditunjukkan 𝑓 adalah homomorfisma modul. 

1. Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 3(𝑎 + 𝑏) = 3𝑎 + 3𝑏 = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏). 

2. Diberikan sebarang 𝑎 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℤ 

𝑓(3𝑎) = 3(𝑛𝑎) = 𝑛(3𝑎) = 𝑛𝑓(𝑎). 

Jadi, 𝑓 merupakan homomorfisma 𝑅-modul dari ℤ ke ℤ.  

 

2.6 Barisan 𝑽-Koeksak 

 

 

Sebelum membahas barisan 𝑉-koeksak, akan diberikan terlebih dahulu definisi 

barisak eksak dan barisan 𝑈-eksak. 

 

2.6.1 Barisan Eksak 

 

Berikut definisi mengenai barisan eksak yang digunakan untuk penentuan barisan 

eksak pada suatu himpunan rough. 

 

Definisi 2.6.1.1 Misalkan R suatu ring, barisan dari 𝑅-modul dan homomorfisma  

𝑅 -modul berikut: 

… → 𝑀𝑖−1
𝑓𝑖
→𝑀𝑖

𝑓𝑖+1
→  𝑀𝑖+1 → ⋯                                           (2.8) 
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disebut barisan eksak pada 𝑀𝑖  jika im(𝑓𝑖) = ker (𝑓𝑖+1).  Barisan tersebut disebut 

barisan eksak jika setiap barisan pada 𝑀𝑖  merupakan barisan eksak (Wulandari, 

2004). 

 

Berdasarkan definisi tersebut, dapat diperoleh sebagai berikut. 

1. Barisan 0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀 merupakan barisan eksak jika dan hanya jika 𝑓 bersifat 

satu-satu (injektif). 

2. Barisan 𝑀 →𝑀2
𝑔
→ 0 merupakan barisan eksak jika dan hanya jika 𝑔 bersifat 

pada (surjektif). 

3. Barisan 0 →𝑀1
𝑓
→𝑀 →𝑀2

𝑔
→ 0 disebut barisan eksak jika dan hanya jika 𝑓 

bersifat satu-satu, 𝑔 bersifat pada dan jika im(𝑓𝑖) = ker(𝑔). 

 

Berikut diberikan contoh barisak eksak. 

 

Contoh 2.6.1.2 

Barisan  

𝐴
𝑓
→{0}

𝑔
→𝐵 

dengan 𝑓 dan 𝑔 merupakan homomorfisma nol, diperoleh im(𝑓) = 0 dan  

ker(𝑔) = 0 = im(𝑓) sehingga barisan tersebut merupakan barisan eksak di {0}. 

 

2.6.2 Barisan 𝑼-Eksak dan Barisan 𝑽-Koeksak 

 

Setelah memahami definisi dan contoh dari barisan eksak, berikut diberikan definisi 

mengenai barisan 𝑈-eksak. 
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Definisi 2.6.2.1 Suatu barisan modul dan homomorfisma atas 𝑅 

… →𝑀𝑖−1
𝑓𝑖
→𝑀𝑖

𝑓𝑖+1
→  𝑀𝑖+1 → ⋯                                  (2.9) 

disebut 𝑈𝑖+1-eksak (𝑈𝑖+1 submodul 𝑀𝑖+1) di 𝑀𝑖 jika im(𝑓𝑖) = 𝑓𝑖+1
−1(𝑈𝑖+1) (Davvaz 

dan Garamaleky, 1999). 

 

Berikut diberikan contoh barisan 𝑈-eksak. 

 

Contoh 2.6.2.2 

Diberikan barisan modul atas ℤ  

0 → 2ℤ
𝑓
→ℤ

𝑔
→ℤ4 → 0 

diketahui homomorfisma 𝑓: 2ℤ → ℤ dengan 𝑓(𝑎) = 𝑎 mod 𝑛 untuk setiap 𝑎 ∈ 2ℤ, 

dan 𝑔: ℤ → ℤ4 dengan 𝑔(𝑎) = 𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ, jika 𝑓 injektif dan 𝑔 surjektif 

maka im(𝑓) = 𝑔−1(ℤ4).  Dengan demikian barisan 

0 → 2ℤ
𝑓
→ℤ

𝑔
→ℤ4 → 0 

merupakan barisan ℤ4-eksak. 

 

Setelah memahami definisi dan contoh mengenai barisan eksak dan barisan  

𝑈-eksak, berikut diberikan definisi barisan 𝑉-koeksak. 

 

Definisi 2.6.2.3 Suatu barisan 

0 → 𝐴
𝑓
→𝐵

𝑔
→𝐶 → 0                                                 (2.10) 

disebut 𝑉-koeksak (𝑉 submodul dari 𝐴), jika 𝑓 adalah injektif, 𝑔 adalah surjektif 

dan 𝑓(𝑉) = ker(𝑔) (Davvaz dan Garamaleky, 1999). 
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Berikut diberikan contoh barisan 𝑉-koeksak. 

 

Contoh 2.6.2.4 

Diberikan barisan modul atas ℤ  

ℤ
𝑓
→2ℤ

𝑔
→0 

dengan homomorfisma 𝑓: ℤ → 2ℤ dengan 𝑓(𝑎) = 𝑎 mod 𝑛 untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ,  

dan 𝑔: 2ℤ → 0 dengan 𝑔(𝑎) = 0 untuk setiap 𝑎 ∈ 2ℤ.  

Diberikan sebarang 𝑉 = 2ℤ ⊆ ℤ, dengan 𝑓 adalah injektif dan 𝑔 surjektif, dan 

𝑓(2ℤ) = 2ℤ maka barisan 

ℤ
𝑓
→2ℤ

𝑔
→0 

merupakan 2ℤ-koeksak. 

 

2.7 Barisan Eksak Rough 

 

 

Setelah memahami definisi dan contoh barisan 𝑈-eksak dan barisan 𝑉-koeksak, 

selanjutnya diberikan definisi barisan eksak rough. 

 

Definisi 2.7.1 Suatu barisan 

𝑀′
𝛼
→𝑀

𝛽
→𝑀′′.                                   (2.11) 

Homomorfisma modul rough atas ring 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dikatakan eksak jika  

im(𝛼) = ker(𝛽).  Hal ini terjadi jika dan hanya jika: 

1. untuk setiap 𝛽𝛼 = 0, 

2. relasi 𝛽(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀 berakibat 𝑥 = 𝛼(𝑥′), untuk suatu 𝑥′ ∈ 𝑀′ (Sinha dan 

Prakash, 2016). 
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Berikut diberikan contoh barisan eksak rough. 

 

Contoh 2.7.2 (Sinha dan Prakash, 2016) 

Suatu barisan 0 → 𝑀′
𝑝
→𝑀 merupakan barisan eksak rough, jika dan hanya jika 

ker(𝑝) = im(0) = 0 dan 𝑝 bersifat injektif.  Demikian pula untuk 𝑀
𝑞
→𝑀′′ → 0 

merupakan barisan rough jika dan hanya jika 𝑞 adalah surjektif.  Akibatnya, barisan 

0 → 𝑀′
𝛼
→𝑀 → 0 merupakan eksak rough jika dan hanya jika 𝛼 adalah 

isomorfisma. 

 



 

 

 

 

 
 
 
 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2021/2022 dan 

bertempat di Program Studi Magister Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Alam Universitas Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dengan langkah-langkah 

sebagai berikut. 

1. Studi literatur buku, jurnal dan artikel ilmiah yang berhubungan dengan 

penelitian ini. 

2. Mempelajari definisi dan teorema yang relevan dengan kasus atau 

permasalahan yang berhubungan dengan penelitian.  

 

Secara umum,langkah-langkah dalam penelitian ini dinyatakan sebagai berikut: 

1. Mendefinisikan barisan 𝑉-koeksak rough pada grup rough. 

2. Menyelidiki sifat-sifat grup rough dengan himpunan berhingga. 

3. Mengkonstruksi contoh grup rough, homomorfisma grup rough dan barisan  

𝑉-koeksak rough pada grup rough dengan himpunan berhingga. 
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4. Menyelidiki kaitan barisan 𝑉-koeksak dan barisan 𝑉-koeksak rough. 

Tahap-tahap penelitian tersebut disajikan dalam bagan penelitian sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Tahap Penelitian 

 

 

Himpunan Rough 

(Pawlak, 1982) 

Homomorfisma rough 

pada grup rough 

(Neelima & Isaac, 

2014) 

Grup Rough, Subgrup 

Rough & sifat-sifatnya 

(Miao dkk, 2005) 

Barisan Eksak 

(Davvaz & 

Garamaleky, 1999) 

Barisan Quasi-Exact  

(Anvariyeh & Davvaz, 

2005) 

Barisan eksak rough 

dari modul 

(Sinha & Prakash, 

2016) 

Tahap 1 

Mendefinisikan barisan  

𝑉-koeksak rough pada 

grup rough 

Tahap 2 

Menyelidiki sifat-sifat grup rough 

Tahap 3 

Mengkontruksi contoh grup rough 

dengan himpunan berhingga 

Tahap 4 

Menyelidiki kaitan barisan 

𝑉-koeksak dan barisan  

𝑉-koeksak rough  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Barisan 𝑉-koeksak rough dari grup rough merupakan dual dari barisan 𝑈-eksak 

dalam barisan eksak grup rough.  Untuk mengkontruksi barisan 𝑉-koeksak rough, 

terlebih dahulu menentukan suatu ruang aproksimasi berhingga, menentukan grup 

rough, subgrup rough sampai membentuk suatu barisan dalam grup rough.  

Diberikan ruang aproksimasi tak kosong (𝑈, 𝜃), misalkan 𝐴, 𝐵, 𝐶 merupakan grup 

rough, dan 𝑉 merupakan subgrup rough dari 𝐴. Barisan 𝐴
𝑓
→𝐵

𝑔
→𝐶 disebut barisan 

𝑉-koeksak rough di grup rough 𝐴, jika 𝑓(𝑉) = ker(𝑔).  

 

Jika diberikan barisan 𝑉-koeksak rough 𝐴
𝑓
→𝐵

𝑔
→𝐶 dengan 𝑋1, 𝑋2 merupakan 

subgrup rough dari 𝐴 di ruang aproksimasi (𝑈, 𝜃), dengan 𝑋1 ≠ 𝑋2 dan 𝑋1̅̅ ̅ = 𝑋2̅̅ ̅.  

Barisan 𝐴
𝑓
→𝐵

𝑔
→𝐶 merupakan barisan 𝑋1-koeksak rough jika dan hanya jika 

barisan tersebut merupakan barisan 𝑋2-koeksak rough. 
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5.2 Saran 

 

 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan, dalam mengkonstuksi suatu barisan 𝑉-

koeksak masih sedikit ditemukan sifat-sifatnya pada grup rough, ini 

memungkinkan masih terdapat sifat-sifat lain dari barisan 𝑉-koeksak rough pada 

grup rough dengan himpunan semesta baik berhingga maupun tak berhingga.
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