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ABSTRAK  

 

 

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BARBEL DAN  SUBDIVISI 

DARI MODIFIKASI GRAF LINTASAN DAN SIKLUS  

 

 

Oleh 

 

AKIKA MEGA FADILLAH 

 

 

 

Graf barbel dari modifikasi graf lintasan dan siklus adalah graf yang dibentuk 

dengan menghubungkan dua graf modifikasi graf lintasan dan siklus dengan sebuah 

jembatan yang dinotasikan dengan 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4). Subdivisi dari graf barbel 

modifikasi graf lintasan dan siklus diperoleh dari graf barbel dari modifikasi graf 

lintasan dan siklus dengan menyisipkan beberapa titik pada jembatan graf barbelnya 

dinotasikan 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤 atau 𝐵𝑃𝑛(𝐶4)

∗𝑤 . Bilangan kromatik lokasi dari Graf barbel dari 

modifikasi graf lintasan dan siklus adalah 4. Bilangan kromatik lokasi subdivisi dari 

graf barbel modifikasi graf lintasan dan siklus adalah 4 atau 5.  

 

Kata kunci: Bilangan kromatik lokasi, graf barbel dari modifikasi graf lintasan dan 

siklus, Subdivisi dari graf barbel modifikasi graf lintasan dan siklus.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

THE LOCATING CHROMATIC NUMBER OF THE BARBELL GRAPH 

AND SUBDIVISION SOME MODIFIED PATH WITH CYCLE 

 

 

BY 

 

AKIKA MEGA FADILLAH 

 

 

 

The barbell graph of some modified path with cycle graph is a graph obtained from 

two some modified path with cycle connected by bridge, 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) and 𝐵𝑃𝑛(𝐶4). The 

subdivision of some modified path with cycle  is obtained from the barbell graph 

modified path with cycle by inserting some vertices on the bridge, 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  or 

𝐵𝑃𝑛(𝐶4)
∗𝑤 . The locating chromatic number of the barbell graph of the modified path 

with cycle graph  is 4. The locating chromatic number  for barbell graph of some 

modified path with cycle graph is 4.  The locating chromatic number for subdivision 

of  barbell some modified path with cycle, is 4 or 5. 

 

Keywords: The locating chromatic number, barbell graph of some modified path 

with cycle, subdivision of barbell graph of some modified path with cycle. 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

 

Bilangan kromatik lokasi suatu graf adalah salah satu konsep dalam teori graf yang 

hingga kini masih menjadi topik yang menarik untuk dikaji. Konsep bilangan 

kromatik lokasi merupakan perpaduan antara pewarnaan dan dimensi partisi pada  

graf. Konsep dimensi partisi pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk., pada tahun 

1998 kemudian pada tahun 2002 Chartrand dkk., mengkaji bilangan kromatik 

lokasi dan mendefinisikan bilangan kromatik lokasi didasarkan pada banyaknya 

warna minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi dengan kode warna yang 

berbeda di setiap titik pada graf tersebut.  

 

Pada tahun 2002 Chartrand, dkk., telah berhasil menentukan bilangan kromatik 

lokasi beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lengkap diperoleh 𝜒𝐿(𝐾𝑛) =  𝑛, 

pada graf siklus diperoleh 𝜒𝐿(𝐶𝑛) =  3 untuk 𝑛  ganjil 4  untuk 𝑛 genap. Selain itu, 

Chartrand, dkk.,  juga mendapatkan pohon berorde 𝑛 ≥ 5  dengan bilangan 

kromatik lokasi 𝑘 ∈ {3, 4, … , 𝑛 − 2, 𝑛}. Asmiati, dkk. (2011) telah mendapatkan 

bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi bintang seragam 𝑆𝑘,𝑚 dan tak seragam 

𝑆𝑘,(𝑛1,…,𝑛𝑘) untuk 𝑘 ≥ 2. Pada tahun 2012 Baskoro, dkk., berhasil menentukan 

bilangan kromatik lokasi dari operasi dua graf corona. Kemudian Purwasih, dkk., 
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(2012) telah berhasil membahas bilangan kromatik lokasi dari graf Harlin 𝐻 = 𝑇 ∪

𝐶, dimana 𝑇 adalah subdivisi dari graf bintang dan bintang ganda dan 𝐶 adalah 

siklus. 

 

Penelitian bilangan kromatik lokasi terus berkembang, pada tahun 2013, Welyyanti, 

dkk., berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi pohon n – ary lengkap, 

selanjutnya Baskoro, dkk., (2013) berhasil mengkarakterisasi semua pohon dengan 

bilangan kromatik lokasi 3. Behtoei, dkk., (2014) juga berhasil menentukan 

bilangan kromatik lokasi dari graf gabungan lintasan, lingkaran dan graf  lengkap 

multipartit. Purwasih, dkk., (2015) berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi 

subdivisi lengkap dan graf bintang dengan satu sisi.  

 

Pada tahun 2016, Asmiati, dkk., telah menentukan bilangan kromatik lokasi graf 

ulat dan graf kembang api dan Behtoei, dkk., (2016) juga membahas tentang 

bilangan kromatik lokasi hasil kali kartesian dari lintasan dan graf lengkap. 

Kemudia Asmiati, dkk., (2018) berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi dari 

graf barbel 𝐵𝑛,𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 dimana graf 𝐵𝑛,𝑛 memuat dua graf isomorfik dari graf 

lengkap 𝐾𝑛. Irawan, dkk., (2018) berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi 

graf subdivisi dari graf kembang api untuk 𝑛 ≥ 2 . Selanjutnya Asmiati, dkk., 

(2019) juga telah berhasil mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung 

dari beberapa graf bintang ganda. Selanjutnya Asmiati, dkk., (2019) berhasil 

menentukan bilangan kromatik lokasi subdivisi dari graf barbel yang memuat graf 

Petersen diperumum. Ghanem, dkk., (2019) juga  telah berhasil mendapatkan 

bilangan kromatik lokasi hasil kali lintasan dan siklus.  
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Bilangan kromatik lokasi dari graf yang diperoleh dari operasi beberapa graf juga 

menarik untuk dipelajari. Pada tahun 2021 Damayanti, dkk., telah berhasil 

menentukan graf lintasan yang dimodifikasi dengan graf siklus dan memiliki 

bilangan kromatik lokasi 4. Asmiati dkk (2021) juga berhasil menentukan bilangan 

kromatik lokasi graf barbel shadow lintasan. Irawan, dkk., (2021) telah berhasil 

menginvestigasi bilangan kromatik lokasi subdivisi dari  operasi graf barbel tertentu 

yang memuat graf origami 𝐵𝑂𝑛
𝑠  untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑠 ≥ 1 adalah 5.  

 

Berdasarkan penelusuran literatur yang telah dilakukan belum ada penelitian yang 

membahas tentang masalah penentuan bilangan kromatik lokasi graf barbel dan 

subdivisi dari modifikasi graf lintasan dan siklus. Oleh karena itu, pada penelitian 

ini akan dibahas penentuan bilangan kromatik lokasi graf barbel dan subdivisi dari 

modifikasi graf lintasan dan siklus.  

 

1.2  Tujuan Penelitian  

 

Tujuan dari penelitian ini adalah: 

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel dari modifikasi graf 

lintasan dan siklus.  

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi subdivisi dari graf barbel modifikasi 

graf lintasan dan siklus 
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1.3 Manfaat Penelitian  

 

Manfaat dari penelitian ini adalah :  

1. Memberikan wawasan dan pemahaman mengenai bilangan kromatik lokasi 

graf, khususnya modifikasi graf lintasan dan siklus yang memuat graf barbel 

dan subdivisinya. 

2. Sebagai referensi untuk penelitian lanjutan  mengenai bilangan kromatik 

lokasi dari suatu graf.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini akan dijabarkan  beberapa definisi, istilah-istilah yang berhubungan 

dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini.  

 

2.1 Konsep Dasar Graf 

 

Teori  graf diperkenalkan  oleh  Leonhard  Euler  tahun  1736  pada  pembuktian  

kemungkinan  melewati  dalam  sekali  jalan  empat  daerah  yang  dihubungkan 

menggunakan  tujuh  jembatan  diatas sungai Pregel di Konigsberg, Rusia.  

Permasalahan ini  yang dikenal sebagai persoalan Jembatan  Konigsberg  ini 

direpresentasikan pada bentuk gambar yang akan dikenal menjadi representasi graf, 

dengan titik menyatakan wilayah dan sisi menyatakan jembatan yang 

menghubungkan 2 daerah. Pada permasalahan  tersebut menggunakan representasi 

graf Euler dapat membuktikan bahwa tidak mungkin melewati setiap jembatan 

tepat satu kali dan kembali  ke posisi semula (Sugeng dkk., 2014). 

 

  

 

Gambar 2.1 Representasi graf untuk masalah perjalanan melintasi jembatan konigsberg 

(sumber: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Konisberg_bridges.png) 

 



6 

Beberapa konsep dasar yang digunakan dalam penelitian ini diambil dari (Deo, 

1989) dan (Sugeng dkk., 2014) Suatu graf 𝐺 adalah himpunan terurut (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) 

, dengan 𝑉(𝐺) menyatakan himpunan titik {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dari 𝐺 dengan  𝑉(𝐺) ≠

 ∅  dan 𝐸(𝐺) menyatakan himpunan sisi {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}, yakni pasangan tak terurut 

dari 𝑉(𝐺). Banyaknya himpunan titik 𝑉(𝐺) disebut dengan orde dari graf 𝐺. Jika 

titik 𝑣1 dan 𝑣2 dihubungkan oleh sisi 𝑒, maka titik 𝑣1 dan 𝑣2 dikatakan menempel 

pada sisi 𝑒, begitu juga dengan sisi 𝑒 menempel pada titik 𝑣1 dan 𝑣2 , sehingga 

saling bertetangga. Himpunan tetangga dari suatu titik 𝑣 dinotasikan dengan 𝑁(𝑣) 

adalah himpunan titik – titik yang bertetangga dengan 𝑣 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Contoh graf 𝐺 dengan 5 titik dan 8 sisi. 

 

Pada Gambar 2.2 merupakan graf 𝐺(𝑉, 𝐸) dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8}. Titik 

yang bertetangga dengan titik 𝑣3 adalah titik 𝑣2, 𝑣4, 𝑣5 sedangkan sisi yang 

menempel dengan titik 𝑣3 adalah sisi 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6 dan 𝑒8 menempel pada titik 𝑣3. 

 

Derajat dari suatu titik 𝑣 pada graf 𝐺 adalah banyak sisi yang menempel pada titik 

𝑣 yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑣). Daun adalah titik yang berderajat satu pada 

Gambar 2.2 yang dikatakan sebagai daun adalah titik 𝑣5. Derajat masing – masing 

titik pada Gambar 2.2 adalah 𝑑(𝑣1) = 2, 𝑑(𝑣2) = 4, 𝑑(𝑣3) = 5, 𝑑(𝑣4) =

v v

v v

v

e

e
e

e

e e
e

e

1 1 2

2
3

4 4

7

583

65
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3, 𝑑(𝑣5) = 1. Sisi paralel adalah beberapa sisi yang memiliki daun dan titik ujung 

yang sama. Loop adalah  sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. 

Loop pada Gambar 2.2 adalah 𝑒7. 

 

Barisan berhingga bergantian antara titik dan sisi yang dimulai dan diakhiri dengan 

titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan  titik sebelum dan 

sesudahnya, pada suatu graf disebut dengan jalan. Lintasan adalah jalan yang 

melewati titik yang berbeda – beda pada suatu graf dimana titik - titik yang dilewati 

tepat sekali. Pada Gambar 2.2 yang merupakan jalan adalah 

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒3, 𝑣4, 𝑒4, 𝑣3, 𝑒5, 𝑣2, 𝑒6, 𝑣3, 𝑒8, 𝑣5. Sedangkan, lintasan pada Gambar 2.2 

adalah 𝑣1, 𝑒1,, 𝑣2, 𝑒3, 𝑣4, 𝑒4, 𝑣3, 𝑒8, 𝑣5. Sirkuit adalah lintasan yang memiliki titik 

awal dan titik akhir yang sama, yang sering disebut juga dengan lintasan tertutup. 

Pada suatu graf sirkuit dibedakan menjadi dua macam, yaitu sirkuit genap dan 

ganjil. Sirkuit genap adalah sirkuit yang memuat banyaknya titik yang berjumlah 

genap, sedangkan sirkuit ganjil adalah sirkuit yang memuat banyaknya titik 

berjumlah ganjil. Contoh sirkuit pada Gambar 2.2 adalah 𝑣1, 𝑒1,, 𝑣2, 𝑒3, 𝑣4 , 𝑒2, 𝑣1 

yang merupakan sirkuit genap, sedangkan 𝑣2, 𝑒6, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4, 𝑒2, 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2 merupakan 

sirkuit ganjil.  

 

2.2 Graf  Modifikasi Lintasan dan Siklus  

 

Pada bagian ini akan didefinisikan graf modifikasi lintasan dengan siklus yang 

terdiri dari 2 jenis yang diambil dari Damayanti, dkk., (2021).  
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Graf pertama adalah graf modifikasi lintasan 𝑃𝑛 dengan siklus 𝐶𝑛 yang dinotasikan 

𝑃𝑛(𝐶3) diperoleh dari lintasan 𝑃𝑛 dengan 𝑢𝑖 titik, 𝑖 = 1,…𝑛 menambahkan titik di 

𝑃𝑛 yang akan membentuk 𝐶3, dengan himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑛(𝐶3)) = {𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛} ∪ {𝑣𝑖  ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} dan himpunan sisi 𝐸 (𝑃𝑛(𝐶3)) = {𝑢𝑖 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1 𝑣𝑖 ; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑢𝑛𝑢𝑛+1; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]}.  

 

 

Gambar 2.3 Graf 𝑃5(𝐶3) 

 

Graf kedua adalah graf modifikasi graf lintasan 𝑃𝑛 dengan siklus 𝐶𝑛 yang 

dinotasikan 𝑃𝑛(𝐶4) diperoleh dengan cara mensubdivisi satu titik 𝑥𝑖 ke sisi 

(𝑢𝑖  , 𝑢𝑖+1) yang akan membentuk 𝐶4, dengan himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑛(𝐶4)) =

{𝑢𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑥𝑖  ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑣𝑖 , 𝑥𝑖 ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}, dan himpunan sisi 

𝐸 (𝑃𝑛(𝐶4)) = { 𝑢2𝑖−1𝑣𝑖  ; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑢2𝑖+1𝑣𝑖; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ [𝑢𝑖𝑥𝑖; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑥𝑖𝑢𝑖+1;  𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} (Damayanti,  dkk., 2021). 

 

 

Gambar 2.4 Graf 𝑃5(𝐶4) 

 

2.3 Graf Barbel dan  Graf Subdivisi dari Modifikasi Graf Lintasan dan  

Siklus  

 

Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan  dua graf 

tiruan yang dihubungkan dengan sebuah sisi (Ihwan, dkk., 2014). 

 

u u u
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Graf barbel yang memuat modifikasi Graf Lintasan dan Siklus 𝑃𝑛(𝐶3) atau 𝑃𝑛(𝐶4) 

dinotasikan dengan 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) atau 𝐵𝑃𝑛(𝐶4)  adalah graf sederhana yang diperoleh dari 

tiruan graf 𝑃𝑛(𝐶3) atau  𝑃𝑛(𝐶4) yang dihubungkan oleh suatu jembatan, yaitu sisi 

(
𝑢𝑛+1

2

𝑢𝑛+1
′

2
) untuk 𝑛 ganjil dan (

𝑢𝑛

2

𝑢𝑛
′

2
) untuk 𝑛 genap, dengan 𝑢𝑛

′  dan 𝑢𝑛+1
′  adalah 

titik-titik dari graf tiruannya.  

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Contoh Graf 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) untuk 𝑛 ganjil 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Contoh Graf 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) untuk 𝑛 ganjil   

 

Graf subdivisi dari graf barbel yang memuat modifikasi Graf Lintasan dan Siklus 

𝑃𝑛(𝐶3) atau 𝑃𝑛(𝐶4) yang dinotasikan dengan 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  atau 𝐵 𝑃𝑛(𝐶4)

∗𝑤  adalah graf yang 

diperoleh dari graf 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) atau 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) dengan menyisipkan beberapa titik pada 

jembatan graf barbelnya (Purwasih, dkk. 2013).  
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Gambar 2.7 Contoh Graf 𝐵𝑃5(𝐶3)
∗𝑤  yang disubdivisi satu titik 

 

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi Graf 

 

Bilangan kromatik lokasi merupakan pengembangan dari dua konsep dalam graf, 

yaitu pewarnaan titik dan dimensi partisi graf. Pewarnaan titik graf 𝐺 adalah 𝑐:𝑉(𝐺) 

→ {1,2,3..𝑙}, dengan syarat dua titik yang bertetangga tidak boleh memiliki warna 

yang sama. Bilangan kromatik lokasi didefinisikan misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah 

graf terhubung dan 𝑐 suatu pewarnaan sejati di graf 𝐺 dengan 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk 

titik 𝑢 dan titik 𝑣 yang bertetangga di graf . Jarak titik 𝑣 terhadap titik 𝑤 dinotasikan 

𝑑(𝑢,𝑤) adalah panjang lintasan terpendek dari titik 𝑣 terhadap titik 𝑤. Misalkan 𝐶𝑖 

adalah himpunan titik-titik yang diberi warna, yang selanjutnya disebut kelas 

warna, maka Π = {𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, … , 𝐾𝑚} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-

kelas warna dari 𝑉(𝐺). Kode warna 𝑐Π dari 𝑣 adalah 𝑘-pasang terurut 

(𝑑(𝑣, 𝐾1), 𝑑(𝑣, 𝐾2),… , 𝑑(𝑣, 𝐾𝑚)) dengan 𝑑(𝑣, 𝐾𝑖) = min {𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝐾𝑖} untuk 

1 ≤ 𝑖 ≤  𝑚. Jika setiap titik di 𝐺 mempunyai kode warna yang berbeda, maka 𝑐 

disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺. Bilangan kromatik lokasi dari 𝐺, dinotasikan 

dengan 𝜒𝐿 (𝐺) adalah bilangan terkecil 𝑘 sehingga 𝐺 mempunyai pewarnaan 𝑘 

lokasi. 
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Berikut teorema dasar yang telah dibuktikan oleh Chartrand dkk., pada tahun 2002 

tentang bilangan kromatik lokasi graf. Himpunan tetangga dari titik 𝑣, dinotasikan 

dengan 𝑁(𝑣). 

 

Teorema 2.1 (Chartrand, dkk., 2002) 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada graf 𝐺. Jika u dan v  adalah dua titik yang 

berbeda di graf 𝐺 sedemikian sehingga 𝑑(𝑣,𝑤) = 𝑑(𝑢, 𝑤) untuk semua 𝑤 ∈

 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}, maka 𝑐(𝑢) = 𝑐(𝑣) . Secara khusus, jika u dan v  titik-titik yang 

tidak bertetangga di G sedemikian sehingga 𝑁(𝑢) = 𝑁(𝑣), maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). 

 

Bukti: 

Misal 𝑐 adalah suatu pewarnaan lokasi graf terhubung 𝐺 dan misalkan 

∏ ={𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, … , 𝐾𝑚} adalah partisi dari titik-titik 𝐺 ke dalam kelas warna 𝐾𝑖. 

Untuk suatu 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), andaikan 𝑐(𝑢) sedemikian sehingga titik 𝑢 dan titik 𝑣 

berada dalam kelas warna yang sama, misal 𝐾𝑖 dari ∏. Akibatnya 𝑑(𝑢, 𝐾𝑖) =

𝑑(𝑣, 𝐾𝑖) = 0. Karena 𝑑(𝑢,𝑤) untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣}, maka 𝑑(𝑢, 𝐾𝑗) ≠

𝑑(𝑣, 𝐾𝑗) untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. Akibatnya 𝑐∏(𝑢) = 𝑐∏(𝑣) sehingga 𝑐 

bukan pewarnaan lokasi. Jadi, 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). 

 

Akibat 2.2 (Chartrand, dkk., 2002) 

Jika 𝐺 adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, 

maka 𝜒𝐿 (𝐺)  ≥ 𝑘 + 1.  
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Bukti:   

Misalkan 𝑣 adalah suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, yaitu 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 

di 𝐺. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari 𝐺 mempunyai warna 

yang berbeda untuk setiap 𝑥𝑖,  𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 karena 𝑣 bertetangga dengan semua 

𝑥𝑖, Akibatnya, 𝜒𝐿(𝐺)  ≥ 𝑘 + 1 . 

 

Teorema 2.3 (Chartrand, dkk., 2002) 

Pada graf siklus 𝐶𝑛 misalkan 𝑛 ≥ 3 maka  

𝜒𝐿(𝐶𝑛) =  {
3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

   

 

Bukti: 

Kasus I 

Jika 𝑛 ≥ 3 adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus 𝑉(𝐶𝑛) =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} ditetapkan warna 1 untuk 𝑣1, warna 2 untuk 𝑣𝑖 jika 𝑖 adalah genap 

dan warna 3 untuk 𝑣𝑖, jika 𝑖 ≥ 3 dan 𝑖 ganjil. Berdasarkan akibat 1 perlu 

ditunjukkan bahwa ini adalah pewarnaan lokasi unutk membuktikan bahwa 

𝜒𝐿(𝐶𝑛) = 3. Pertimbangkan dua subkasus berikut: 

 

Subkasus 1.1 

Jika 𝑛 ≥ 4𝑘 + 1, dimana 𝑘 ≥ 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (2𝑖 − 1, 0,1) dan untuk 

𝑘 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (2𝑘 + 2 − 2𝑖, 0,1). Juga untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) =

(2𝑖 − 1,1,0) dan untuk 𝑘 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (2𝑘 + 2 − 2𝑖, 0,1). Karena 

vektor-vektor,𝑐(𝑣𝑖) berbeda, sehingga pewarnaan tersebut adalah perwarnaan 

lokasi jadi 𝜒𝐿(𝐶4𝑘+1) = 3. 
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Subkasus 1.2 

Jika 𝑛 = 4𝑘 + 3 , dimana 𝑘 ≥ 0. Membuktikan bahwa 𝜒𝐿(𝐶4𝑘+1) = 3 caranya 

sama seperti pada subkasus 1.1. 

 

Kasus 2 

Jika 𝑛 ≥ 4 adalah genap. Misalkan kembali himpunan titik graf siklus 𝑉(𝐶𝑛) =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛}. Diberi warna 1 untuk 𝑣𝑖 , warna 2 untuk 𝑣𝑖, warna 3 untuk 𝑣𝑖 ,jika 

𝑖 ≥ 3, 𝑖 ganjil dan warna 4 untuk 𝑣𝑖jika 𝑖 ≥ 4 genap. Akan ditunjukkan bahwa 

pewarnaan lokasi dari 𝐶𝑛 adalah 𝜒𝐿(𝐶4𝑘) = 4. 

 

Subkasus 2.1 

Jika 𝑛 = 4𝑘, dimana 𝑘 ≥ 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (2𝑖, 21 − 1,0,1). Dimana 

𝑘 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (4𝑘 − 2𝑖, 4𝑘 + 1 − 2𝑖, 0,1). Untuk 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, (𝑣2𝑖) =

(2𝑖 − 1,2𝑖 − 1,0,1); dimana 𝑘 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, 𝑐(𝑣2𝑖) = (4𝑘 + 1 − 2𝑖, 4𝑘 + 2 −

2𝑖, 0,1). Karena vektor-vektor 𝑐(𝑣𝑖) berbeda, pewarnaan tersebut adalah pewarnaan 

lokasi, dan 𝜒𝐿(𝐶4𝑘) = 4. 

 

Subkasus 2.2 

𝑛 = 4𝑘 + 2, dimana 𝑘 ≥ 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut adalah 

pewarnaan lokasi sama seperti Subkasus 2.1. selanjutnya hanya perlu membuktikan 

bahwa 𝜒𝐿(𝐶4𝑘) = 4 jika 𝑛 genap. Asumsikan sebaliknya, bahwa terdapat 

pewarnaan lokasi 𝑐 dari 𝐶𝑛 memerlukan 3 warna, misalkan 1,2,3 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan genap 𝑡dari titik 

𝐶𝑛, dimana 2 ≤ 𝑡 ≤
𝑛

2
. seperti proses silkus pada 𝐶𝑛, dimulai dengan 𝑣1,  misalkan 
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𝑣𝑖1,𝑣𝑖2 , … , 𝑣𝑖4adalah titik-titik di 𝐶𝑛 berwarna 2. Karena tidak ada 2 titik yang 

bertetangga termasuk untuk setiap bilangan bulat 𝑗 dengan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡. Interval 𝐼𝑗 =

{𝑣𝑖𝑗+1, 𝑣𝑖𝑗+2, … , 𝑣𝑖𝑗+1−1} adalah tak kosong.  

 

Pertama, akan ditunjukkan bahwa tidak ada interval yang memiliki kardinalitas 

ganjil untuk  3 atau lebih, asumsikan secara kontradiksi, beberapa selang 𝐼𝑗 memuat 

bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih. Tanpa menghilangkan secara umum, 

asumsikan bahwa 𝑣𝑖𝑗+1 dan 𝑣𝑖𝑗+1−1 diberi warna 1. Meskipun demikian, 𝑐∏ 

(𝑣𝑖𝑗+1−1) = (0,1,1) tetapi tidak mungkin. 

 

Kedua, akan ditunjukkan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap pada 

titik-titiknya. Sebaliknya, terdapat selang-selang yang memuat bilangan genap di 

titik-titiknya. Karena 𝐶2𝑘 memiliki susunan genap, pasti terdapat bilangan genap 

dari selang yang memuat bilangan genap di titik-titiknya. Asumsikan, tanpa 

kehilangan keumumam, bahwa 𝑣𝑖𝑗+1 diberi pewarnaan 1. Tepat hanya 1 dari 𝑣𝑖𝑘+1 

dan 𝑣𝑖𝑘+1−1 diberi warna 1, maka 𝑐∏ (𝑣𝑖𝑗+1−1) = 𝑐∏ (𝑣𝑖𝑗+1−1) = (0,1,1) , 

kontradiksi. 

 

Akibatnya, semua selang 𝑡 =
𝑛

2
 memuat tepat satu titik. Sehingga, terdapat bilangan 

bulat 𝑖𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
), maka 𝑣𝑖𝑘+1 dan 𝑣𝑖𝑗+1diberi warna secara berbeda, misalkan 1 

dan 3 secara berturut-turut terdapat bilangan bulat 𝑖𝑘 > 𝑖𝑗 bahwa 𝑣𝑖𝑘+1−1 diberi 

warna 3 dan 𝑣𝑖𝑘+1 diberi warna 1. Meskipun demikian, 𝑐(𝑣𝑖𝑗) = (1,0,1), hasil akhir 

kontradiksi. Oleh karena itu,  𝜒𝐿(𝐶𝑛) = 4 jika 𝑛 adalah genap. 
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Gambar 2.8  Pewarnaan lokasi minimum pada graf siklus 𝐶7 

 

Teorema 2.4 (Chartrand, dkk., 2002) 

Bilangan kromatik lokasi graf lintasan 𝑃𝑛 adalah 3, untuk 𝑛 ≥ 3. 

 

Bukti:  

Perhatikan bahwa 𝜒𝐿(𝑃1) = 1 dan 𝜒𝐿(𝑃2) = 1. terbukti bahwa 𝜒𝐿(𝑃𝑙) ≥ 3. untuk 

𝑛 ≥ 3. Berdasarkan Teorema 2.2, 𝜒𝐿(𝐺)  ≤ 𝑘 + 1, dengan 𝑘 merupakan derajat titik 

maksimum. Karena pada 𝑃𝑛, 𝑘 = 2, maka 𝜒𝐿(𝐺)  ≤ 𝑘 + 2. Akibatnya 𝜒𝐿(𝐺)  ≤ 3. 

Oleh karena kode warna dari semua titik di 𝐺 berbeda, maka c adalah pewarnaan 

lokasi. Jadi, 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 3. Berdasarkan Akibat 2.1 dan Teorema 2.2, maka π adalah 

pewarnaan lokasi dari 𝐺 sehingga 𝜒𝐿(𝐺) = 3.  

 

 

Gambar 2.9  Pewarnaan lokasi minimum pada graf lintasan 𝑃6 

 

2.5 Bilangan Kromatik Lokasi dari Modifikasi Graf Lintasan dan Siklus 

 

Berikut beberapa teorema yang telah dibuktikan oleh Maharani, dkk., pada tahun 

2021 tentang bilangan kromatik lokasi dari modifikasi graf lintasan dan siklus.  

u u u uu u

1 2 3 2 3 2

1 2 3 4 5 6



16 

Teorema 2.5 (Damayanti,  dkk., 2021) 

Graf 𝑃𝑛(𝐶3)  merupakan graf modifikasi lintasan yang diperoleh dari lintasan 𝑃𝑛, 

dengan  𝑣𝑖  titik, 𝑖 = 1,… , n. Dengan menambahkan titik di 𝑃𝑛, yang akan 

membentuk 𝐶3, didapatkan bilangan kromatik lokasi 𝑃𝑛(𝐶3) adalah 4.  

 

Bukti :  

Misalkan 𝑃𝑛(𝐶3) 𝑛 ≥ 3, dengan himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑛(𝐶3)) = {𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛} ∪ {𝑣𝑖  ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}, dan himpunan sisi 𝐸( 𝑃𝑛(𝐶3)) = {𝑢𝑖  𝑣𝑖 , 𝑢𝑖 𝑣𝑖+1 ; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑣𝑛𝑣𝑛+1; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]}. Pertama akan ditentukan batas bawah 

terlebih dahulu. Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada 𝑃𝑛(𝐶3) pada bilangan 

kromatik 4. Misalkan 𝑐(𝑣𝑖) = {1,2,3} = 𝑐(𝑢𝑖), karena 𝑢𝑖 berdekatan dengan 𝑣𝑖 dan 

𝑣𝑖+1, jika 𝑐(𝑣𝑖) = 𝑐(𝑢𝑗), maka 𝑐𝜋(𝑢𝑖) = 𝑐𝜋(𝑣𝑗), 𝑑 𝑖 ≠ 𝑗, merupakan sebuah 

kontradiksi. Akibatnya dibutuhkan minimal 4 warna untuk mewarnai graf 𝑃𝑛(𝐶3).  

Jadi 𝜒𝐿𝑃𝑛(𝐶3) ≥ 4. Selanjutnya akan ditentukan batas atas graf 𝑃𝑛(𝐶3). Misalkan 𝑐 

pewarnaan lokasi menggunakan 4 warna, dan menghasilkan setiap titik pada 𝑃𝑛(𝐶3) 

memiliki kode warna yang berbeda, maka 𝑐 adalah pewarnaan lokasi dengan 

menggunakan 4 warna, Maka 𝜒𝐿(𝑃𝑛(𝐶3)) ≤ 4.  Oleh karena itu 𝜒𝐿𝑃𝑛((𝐶3)) = 4. 

 

 

 

Gambar 2.10  Pewarnaan lokasi minimum pada graf 𝑃5(𝐶3) 
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Teorema 2.6 (Damayanti,  dkk., 2021) 

Graf 𝑃𝑛(𝐶4) merupakan graf yang diperoleh dengan cara mensubstitusi satu titik 𝑥𝑖 

ke dalam 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1 dilambangkan dengan 𝑃𝑛(𝐶4), didapatkan bilangan kromatik 

lokasi 𝑃𝑛(𝐶4) adalah 4.  

 

Bukti:  

Misalkan 𝑃𝑛(𝐶4) 𝑛 > 3, dengan himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑛(𝐶4)) = {𝑢𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑥𝑖 ; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛} ∪ {𝑣𝑖 , 𝑥𝑖 ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}, dan himpunan sisi 𝐸 (𝑃𝑛(𝐶4))  = {𝑣2𝑖−1 , 𝑢𝑖   ; 𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑢𝑖𝑣2𝑖+1; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ [𝑣𝑖𝑥𝑖; 𝑖 ∈ [1, 𝑛 − 1]} ∪ {𝑥𝑖𝑣𝑖+1;  𝑖 ∈

[1, 𝑛 − 1]}. Pertama akan ditentukan batas bawah terlebih dahulu. Karena graf 

𝑃𝑛(𝐶4) memuat graf 𝑃𝑛(𝐶3)  Akibatnya 𝜒𝐿(𝑃𝑛(𝐶3)) ≥ 4. Selanjutnya akan 

ditentukan batas atas graf 𝑃𝑛(𝐶4). Misalkan 𝑐 pewarnaan lokasi menggunakan 4 

warna, dan menghasilkan setiap titik pada 𝑃𝑛(𝐶4) memiliki kode warna yang 

berbeda, maka 𝑐 adalah pewarnaan lokasi dengan menggunakan 4 warna, Maka 

𝜒𝐿(𝑃𝑛(𝐶4)) ≤ 4.  Oleh karena itu 𝜒𝐿(𝑃𝑛(𝐶4)) = 4. 

 

 

 

Gambar 2.11  Pewarnaan lokasi minimum pada graf 𝑃5(𝐶4) 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian  

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun akademik 2021/2022 di 

Program Studi Magister Matematika Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan 

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Langkah-langkah yang dilakukan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi 

bilangan kromatik lokasi graf barbel dan subdivisi dari modifikasi graf lintasan dan 

siklus  adalah sebagai berikut : 

1. Metode menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel dari modifikasi 

graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4)sebagai berikut: 

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf barbel dari 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) dengan 𝑛 ≥ 3 

dengan menggunakan batas bawah trivial, karena graf barbel dari 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) memuat graf 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝑃𝑛(𝐶4), maka sekurang-

kurangnya memuat warna dari graf modifikasi graf lintasan dan siklus 
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𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝑃𝑛(𝐶4) . Jika batas trivial tersebut belum memenuhi syarat 

pewarnaan lokasi, maka dilakukan penambahan bertahap pewarnaannya 

sedemikian sehingga syarat pewarnaan lokasi terpenuhi.   

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel dari 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) dengan 𝑛 ≥ 3. 

Mengkontruksi pewarnaan titik-titik dengan melihat struktur grafnya. 

Pewarnaan titik dimulai dengan label terkecil sedemikian sehingga 

diperoleh minimum pewarnaan titik memenuhi syarat pewarnaan lokasi. 

c. Jika batas bawah dan batas atas bilangan kromatik lokasi 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) sama, 

misal 𝑥 maka diperoleh bilangan kromatik lokasinya, yaitu 𝑥, dan untuk 

𝐵𝑃𝑛(𝐶4), jika batas bawah dan batas atas bilangan kromatik lokasi 

𝐵𝑃𝑛(𝐶4) sama, misal 𝑥 maka diperoleh bilangan kromatik lokasinya, 

yaitu 𝑥; 

d. Memformulasikan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan 

matematika; 

e. Membuktikan hasil-hasil yang diperoleh pada langkah d; 

2. Metode menentukan bilangan kromatik lokasi subdivisi dari graf barbel 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  dan  𝐵𝑃𝑛(𝐶4)

∗𝑤 : 

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi subdivisi dari graf 

barbel modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  dan  𝐵𝑃𝑛(𝐶4)

∗𝑤 , karena 

subdivisi dari graf barbel modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  dan  

𝐵𝑃𝑛(𝐶4)
∗𝑤  memuat graf barbel modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) 
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dan  𝐵𝑃𝑛(𝐶4) maka sekurang-kurangnya memuat warna dari graf barbel 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan  𝐵𝑃𝑛(𝐶4),  

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik subdivisi dari graf barbel 

modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  dan  𝐵𝑃𝑛(𝐶4)

∗𝑤 . Mengkontruksi 

pewarnaan titik-titik dengan melihat struktur grafnya. Pewarnaan titik 

dimulai dengan label terkecil sedemikian sehingga diperoleh minimum 

pewarnaan titik yang memenuhi syarat pewarnaan lokasi. 

c. Jika batas bawah dan batas atas bilangan kromatik lokasi subdivisi dari 

graf barbel 𝐵𝑃𝑛(𝐶3)
∗𝑤  sama, misal 𝑥 maka diperoleh bilangan kromatik 

lokasinya, yaitu 𝑥, dan untuk 𝐵𝑃𝑛(𝐶4)
∗𝑤   jika batas bawah dan batas atas 

bilangan kromatik lokasi  𝐵𝑃𝑛(𝐶4)
∗𝑤  sama, misal 𝑥 maka diperoleh 

bilangan kromatik lokasinya, yaitu 𝑥; 

d. Memformulasikan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan 

matematika; 

e. Membuktikan hasil-hasil yang diperoleh pada langkah d; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Pada penelitian ini telah berhasil ditentukan dan dibuktikan bilangan kromatik lokasi 

dari graf barbel modifikasi graf lintasan dan siklus 𝐵𝑃𝑛(𝐶3) dan 𝐵𝑃𝑛(𝐶4) adalah 4. 

Selanjutnya untuk subdivisi diperoleh bilangan kromatik lokasinya 4 atau 5. 

 

5.2 Saran  

 

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan bilangan kromatik lokasi graf modifikasi graf 

lintasan dan siklus untuk operasi graf yang lain.  
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