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ABSTRACT 

DETERMINING THE NUMBER OF CONNECTED VERTEX LABELLED 

GRAPH OF ORDER SIX WITHOUT PARALLEL EDGES AND 

CONTAINING EVEN NUMBER OF LOOPS 

 

By 

MUHFIDA KHOIRUNNISA 

A graph G is called a connected graph if it has at least one path that connects two 

vertices in G. A loop is a edges that has the same vertex as both ends, parallel edges 

are two or more edges that connect the same pair of vertices. Given 𝑛 vertices and 

𝑚 edges, many graphs can be formed. In this study, the formula for the number of 

connected vertex labeled graphs of order six without parallel edges and containing 

even number of loops will be discussed. 
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ABSTRAK 

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TERHUBUNG BERLABEL TITIK 

BERORDE ENAM TANPA GARIS PARALEL YANG MEMUAT 

LOOP DENGAN BANYAKNYA LOOP GENAP 

 

Oleh 

MUHFIDA KHOIRUNNISA 

Suatu graf 𝐺 disebut sebagai graf terhubung apabila memiliki setidaknya satu path 

yang menghubungkan dua titik di 𝐺. Loop merupakan garis yang memiliki titik 

yang sama sebagai kedua ujungnya, garis paralel adalah dua titik yang sama yang 

dihubungkan oleh dua garis atau lebih. Jika diberikan 𝑛 titik dan 𝑚 garis, banyak 

graf yang dapat dibentuk. Pada penelitian ini akan ditentukan rumus banyaknya graf 

terhubung berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang memuat loop dengan 

banyaknya loop genap. 

 

Kata kunci : graf, graf terhubung, loop, garis paralel. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1. Latar Belakang 

 

 

Teori graf diperkenalkan pertama kali pada tahun 1736 oleh Leonard Euler untuk 

memecahkan masalah jembatan Königsberg. Di kota Kaliningrad terdapat sungai 

Pregal yang membagi wilayah daratan di kota tersebut menjadi empat bagian dan 

memiliki tujuh buah jembatan yang menghubungkan daratan yang dilalui oleh 

sungai tersebut. Lalu muncul pertanyaan dari penduduk kota tersebut yaitu apakah 

memungkinkan untuk melewati tujuh jembatan tersebut tepat satu kali dimulai dari 

satu daratan dan kembali ke tempat asal. Masalah ini cukup menarik perhatian Euler 

dan memecahkannya dengan cara mengilustrasikan permasalahan tersebut menjadi 

graf. Dari permasalahan tersebut teori graf berkembang dengan luas hingga saat ini. 

Graf secara sederhana didefinisikan oleh kumpulan titik yang dihubungkan oleh 

garis. Graf terhubung  merupakan  graf  yang  setiap  titiknya  saling  terhubung  

dengan minimal  satu  garis  yang  menghubungkan  titik - titiknya. Garis yang 

bermula dan berakhir di satu titik yang sama disebut loop, sedangkan dua garis 

berbeda yang menghubungkan titik yang sama disebut garis paralel. 

 

 

Indrawan (2018) melakukan penelitian tentang penentuan banyaknya graf berlabel 

titik berorde lima dengan garis paralel atau loop maksimal dua serta garis non 

paralel maksimal enam. Wamiliana, dkk. (2019) juga melakukan penelitian dan 

mendapatkan rumus umum untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel 

titik berorde enam dengan maksimal sepuluh loop dan tanpa garis paralel. Lalu 

selanjutnya pada penelitian yang dilakukan oleh Puri dkk. (2021) didapatkan rumus 

umum untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam 
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dengan maksimal tiga puluh garis tanpa loop.  Pada penelitian ini akan ditentukan 

banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang 

memuat loop yang banyaknya genap.  

 

 

1.2. Tujuan Penelitian 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menentukan banyaknya graf terhubung 

berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel yang memuat loop dengan 

banyaknya loop genap. 

 

 

1.3. Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Memperluas pengetahuan dalam bidang matematika mengenai enumerasi graf 

khususnya graf terhubung. 

2. Sebagai bahan rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian 

selanjutnya. 

 



 
 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, istilah serta teorema-teorema yang 

berkaitan dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini. 

 

 

2.1. Konsep Dasar Teori Graf 

 

 

Graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) didefinisikan sebagai pasangan terurut suatu himpunan dari objek 

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … } yang disebut titik dimana 𝑉 ≠ 0, dan himpunan lainnya 𝐸 =

{𝑒1, 𝑒2, … } merupakan pasangan tak terurut titik-titik di 𝑉(𝐺) yang disebut garis 

(Deo, 1989). 

 

 

Graf berlabel merupakan graf yang setiap titiknya diberi nilai atau label. Label yang 

diberikan pada titik disebut pelabelan titik, sedangkan label yang diberikan pada 

garis disebut pelabelan garis, dan label yang diberikan pada tiap garis dan titik 

disebut sebagai pelabelan total (Munir 2005). 

 

 
 

Gambar 2.1 Graf berlabel titik berorde enam 
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Gambar 2.2 Graf berlabel titik berorde enam dengan satu loop 

 

 

Loop merupakan suatu garis yang memiliki titik yang sama sebagai kedua 

ujungnya, sedangkan pasangan titik yang sama yang dihubungkan oleh dua garis 

atau lebih disebut garis paralel (Deo, 1989). 

 

 

 

Gambar 2.3 Graf dengan lima titik dan tujuh garis 

 

 

Garis 𝑒1 yang dapat dilihat pada Gambar 2.3 merupakan contoh loop. Contoh garis 

paralel juga terdapat pada Gambar 2.3 yaitu pada garis 𝑒4 dan 𝑒5. 

 

 

Graf yang tidak memiliki garis paralel atau loop disebut dengan graf sederhana, jika 

tidak disebut sebagai graf tak sederhana (Deo, 1989).  
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(a)                                               (b) 

 

                        

      (c)       (d) 

 

Gambar 2.4 (a) Contoh graf sederhana (b), (c), (d) Contoh graf tak sederhana 

 

 

Gambar 2.4 (a) merupakan contoh graf sederhana yang memuat empat titik dan 

lima garis, dan Gambar 2.4 (b), 2.4 (c), dan 2.4 (d) merupakan contoh dari graf tak 

sederhana. 

 

 

Dua titik dikatakan bertetangga apabila terdapat suatu garis yang menghubungkan 

kedua titik tersebut. Sedangkan suatu garis dikatakan menempel dengan suatu titik 

apabila titik itu merupakan salah satu ujung dari garis tersebut (Deo, 1989). Sebagai 

contoh dapat dilihat pada Gambar 2.4 (a) titik 𝑣1 bertetangga dengan titik 𝑣2 dan 

𝑣3, titik 𝑣2 bertetangga dengan titik 𝑣1 dan 𝑣3. Garis 𝑒1 menempel pada titik 𝑣1 dan 

𝑣3, garis 𝑒2 menempel pada titik 𝑣1 dan 𝑣2. 

 

 

Barisan  berhingga  dari  titik  dan  garis  yang  dimulai  dan  diakhiri dengan  titik  

sedemikian  sehingga  setiap  garis  menempel  dengan  titik sebelum dan 

sesudahnya disebut walk. Sedangkan walk yang melewati titik berbeda tidak lebih 
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dari satu kali merupakan path. Path juga dapat dimulai dan berakhir pada titik yang 

sama, path yang seperti ini disebut dengan circuit. Suatu graf G dikatakan 

terhubung apabila terdapat paling sedikit satu path diantara setiap pasangan titik di 

G. Jika tidak graf tersebut disebut graf tak terhubung (Deo, 1989).  

 

 

Banyaknya garis yang menempel pada suatu titik, dengan loop dihitung dua disebut 

dengan derajat dan dinotasikan dengan 𝑑(𝑣𝑖). Suatu titik yang memiliki derajat satu 

disebut dengan titik pendant, sedangkan titik yang derajatnya nol disebut titik 

terasing (Deo, 1989).  

 

 

Gambar 2.5 Graf dengan satu titik pendant dan satu titik terasing 

 

 

Dua graf 𝐺 dan 𝐺′ dikatakan isomorfik apabila pada kedua graf tersebut terdapat 

korespondensi satu-satu antara titik-titiknya dan antara garis-garisnya atau dengan 

kata lain, misalkan garis 𝑒 menempel pada titik 𝑣1 dan 𝑣2 di 𝐺 maka garis 𝑒′ di 𝐺′ 

juga harus menempel pada titik 𝑣1
′dan 𝑣2

′ . (Deo, 1989). 

 

       

    (a)                          (b) 

 

Gambar 2.6 Contoh graf isomorfik 
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Dua graf dikatakan isomorfik jika memiliki: 

1. Jumlah titik yang sama. 

2. Jumlah garis yang sama. 

3. Titik-titik yang berkorespondensi mempunyai derajat yang sama. 

 

Graf pada Gambar 2.6 merupakan dua graf isomorfik karena : 

1. Memiliki banyak titik dan garis yang sama yaitu 5 titik dan 6 garis. 

2. Titik-titik yang berkorespondensi mempunyai derajat yang sama, yaitu 1 titik 

berderajat 1, 1 titik berderajat 2, dan 3 titik berderajat 3. 

Berkorespondensi satu-satu antara titik pada kedua graf, yaitu: 

𝑎 berkorespondensi dengan 𝑣3  

𝑏 berkorespondensi dengan 𝑣2  

𝑐 berkorespondensi dengan 𝑣1  

𝑑 berkorespondensi dengan 𝑣4  

𝑒 berkorespondensi dengan 𝑣5  

 

 

2.2. Konsep Dasar Teknik Pencacahan 

 

 

Berikut merupakan konsep dasar teknik pencacahan, yaitu : 

 

1. Faktorial  

 

Besaran 𝑛! atau dapat dibaca 𝑛 faktorial adalah hasil kali semua bilangan bulat 

antara 𝑛 hingga 1, dan dinotasikan dengan 

𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…1 
(Munir, 2005) 

 

2. Permutasi  

 

Menurut Munir (2005), yang disebut dengan permutasi adalah sebarang 

pengaturan sekumpulan objek dalam suatu urutan tertentu. Permutasi 𝑟 objek 

dan 𝑛 objek adalah suatu urutan 𝑟 objek yang dipilih dari 𝑛 objek yang dapat 

dibentuk, dinotasikan dengan 

𝑃(𝑛,𝑟) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
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3. Kombinasi 

 

Kombinasi dari 𝑛 objek dengan pengambilan sebanyak 𝑟 objek dalam setiap 

pengambilan terdiri dari semua kumpulan 𝑟 objek yang mungkin tanpa 

memandang urutannya. Banyaknya kombinasi 𝑛 objek dengan pengambilan 

sebanyak 𝑟 objek dapat dirumuskan dengan 

𝐶𝑟
𝑛 =

n!

r! (n − r)!
 

untuk setiap 𝑟 ≤ 𝑛 (Munir, 2005). 

 

4. Barisan Aritmatika Orde Tinggi 

 

Sebuah barisan yang memiliki selisih yang sama setiap suku berurutannya 

setelah 𝑝 tingkatan disebut dengan barisan aritmatika tingkat ke-𝑝. Tingkatan 

pada barisan aritmatika akan menghasilkan persamaan dengan 𝑝 sebagai pangkat 

tertingginya. Maka 𝑝 atau pangkat tertinggi dari persamaan tersebut merupakan 

orde dari persamaan itu sendiri. 

 

Fungsi polinomial adalah fungsi yang memiliki banyak suku (polinom) pada 

variabel bebasnya. Bentuk umum persamaan polinomial pada deret aritmatika 

orde ke-𝑝 adalah 

𝑃𝑝(𝑚) = 𝑎𝑝𝑚𝑝 + 𝑎𝑝−1𝑚
𝑝−1 + 𝑎𝑝−2𝑚

𝑝−2 + ⋯+ 𝑎2𝑚
2 + 𝑎1𝑚 + 𝑎0, 

dengan koefisien tertentu 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑝−1, 𝑎𝑝. Jika koefisien penentunya 

adalah 𝑎𝑝 ≠ 0, maka polinom ini memiliki derajat 𝑝 (Conte & Boor, 1980). 

 

 

5. Aturan Cramer 
 

Metode ini memberikan ruumus untuk solusi dari sistem persamaan linier 

tertentu dengan 𝑛 persamaan dan 𝑛 faktor yang tidak diketahui. Jika 𝐴𝑋 = 𝑏 

merupakan suatu sistem dari 𝑛 persamaan linier dengan 𝑛 faktor yang tidak 

diketahui sehingga det (𝐴) ≠ 0, maka solusi yang dimiliki dari sistem ini adalah 

𝑥1 =
det(𝐴1)

det(𝐴)
,  𝑥2 =

det(𝐴2)

det(𝐴)
, … , 𝑥𝑛 =

det(𝐴𝑛)

det(𝐴)
, 
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dengan 𝐴𝑗 didapat dengan mengganti entri-entri pada kolom ke-𝑗 dari 𝐴 dengan 

entri-entri pada matriks 𝑏 = [

𝑏1

𝑏2…
𝑏𝑛

], 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛  

(Anton dan Rorres, 2005) 

 



 
 

 

 

III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1. Waktu dan Tempat  

 

 

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan 

Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran 

2021/2022. 

 

 

3.2. Metode Penelitian 

 

 

Tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Melakukan studi literatur yaitu dengan mencari artikel, jurnal, buku atau apapun 

yang berhubungan dengan graf. 

2. Menentukan banyaknya titik dan garis yang akan dicari untuk graf terhubung 

berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel memuat loop dengan banyaknya 

loop genap. 

3. Menggambar graf terhubung tanpa garis paralel berorde enam yang memuat loop 

dengan banyaknya loop genap dimana 𝑛 adalah banyaknya titik dan 𝑚 adalah 

banyaknya garis. 

4. Melakukan pengelompokkan pada graf terhubung dengan 𝑚, 𝑡 dan loop genap 

yang sama. 

5. Menghitung jumlah graf terhubung untuk setiap 𝑚, 𝑡, dan loop genap yang 

terbentuk. 

6. Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat terbentuk dari 

𝑚, 𝑡 dan loop genap. 
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7. Menentukan rumus umum untuk menghitung jumlah graf terhubung berlabel 

titik berorde enam tanpa garis paralel memuat loop dengan banyaknya loop 

genap. 

8. Membuktikan rumus yang terbentuk. 

9. Menarik kesimpulan



 
 

 

 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1. Kesimpulan 

 

 

Berdasarkan observasi dari graf terhubung berlabel titik berorde enam tanpa garis 

paralel memuat loop dengan banyaknya loop genap, diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut:  

Diberikan 𝑛 = 6, 𝑡 adalah garis yang menghubungkan sepasang titik yang berbeda, 

serta 𝑚 garis dan 𝑁(𝐺6,𝑚,𝑡)𝑙𝑒
 adalah banyaknya graf terhubung berlabel titik tanpa 

garis paralel yang memuat loop sejumlah genap, maka 

1. 𝑁(𝐺6,𝑚,5)𝑙𝑒
= 1296 × 𝐶5

𝑚 untuk 𝑚 ≥ 7. 

2. 𝑁(𝐺6,𝑚,6)𝑙𝑒
= 1980 × 𝐶5

(𝑚−1)
 untuk 𝑚 ≥ 8. 

3. 𝑁(𝐺6,𝑚,7)𝑙𝑒
= 3330 × 𝐶5

(𝑚−2)
 untuk 𝑚 ≥ 9. 

4. 𝑁(𝐺6,𝑚,8)𝑙𝑒
= 4620 × 𝐶5

(𝑚−3)
 untuk 𝑚 ≥ 10. 

5. 𝑁(𝐺6,𝑚,9)𝑙𝑒
= 6660 × 𝐶5

(𝑚−4)
 untuk 𝑚 ≥ 11. 

6. 𝑁(𝐺6,𝑚,10)𝑙𝑒
= 2550 × 𝐶5

(𝑚−5)
 untuk 𝑚 ≥ 12. 

7. 𝑁(𝐺6,𝑚,11)𝑙𝑒
= 1155 × 𝐶5

(𝑚−6)
 untuk 𝑚 ≥ 13. 

8. 𝑁(𝐺6,𝑚,12)𝑙𝑒
= 420 × 𝐶5

(𝑚−7)
 untuk 𝑚 ≥ 14. 

9. 𝑁(𝐺6,𝑚,13)𝑙𝑒
= 150 × 𝐶5

(𝑚−8)
 untuk 𝑚 ≥ 15. 

10. 𝑁(𝐺6,𝑚,14)𝑙𝑒
= 15 × 𝐶5

(𝑚−9)
 untuk 𝑚 ≥ 16. 

11. 𝑁(𝐺6,𝑚,15)𝑙𝑒
= 𝐶5

(𝑚−10)
 untuk 𝑚 ≥ 17. 
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dengan: 

𝐺(𝑙)6,𝑚,𝑡      =  Graf terhubung berorde 6 dengan 𝑚 garis dan 𝑡 adalah banyaknya 

garis yang menghubungkan pasangan titik yang berbeda dan tidak 

memuat garis paralel 

𝑁(𝐺6,𝑚,𝑡)𝑙𝑒
= Banyaknya 𝐺6,𝑚,𝑡 yang memuat loop sebanyak genap. 

 

 

5.2. Saran 

 

 

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan rumus umum banyaknya graf 

terhubung berlabel titik berorde lebih besar dari enam tanpa garis paralel. 
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